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Geradlinige rhombische Kurvennetze.
Von 0. Yolk in Kaunas (Litauen).

Vorgetragen von A. Vossg in der Sitzung am 7. Februar 1925,

In einer fritheren Arbeit!) konnte ich nach einer von Herrn
A. Voss gegebenen Methode?), die das Lingenelement beniitzt, den
Satz beweisen, dat die Kegelschnitte die einzigen Kurven
sind, deren Tangenten geradlinige rhombische Netz-
kurven bilden. Im folgenden wird dieser Satz auf andere Weise
bewiesen, indem mit Hilfe eines ebenfalls von Herrn Voss stam-
menden Ansatzes®) die Koordinaten z, y direkt bestimmt werden.
Damit diirfte sich der Vosssche Ansatz gegeniiber dem von Herrn
0. Perron gemachten*) als erheblich einfacher und kiirzer erweisen.

Setzt man

(1) Yo =PIy Yo = 4T,
so sind p, ¢ die trigonometrischen Tangenten der Neigungswinkel
der Kurven v == konst. bzw. u = konst. gegen die X-Achse.
Die Bedingung

Yur = Yvu
ergibt aus (1):

(2) (]7 - (1) Lyv + Po Ty — GuX, = 0.

1} Diese Berichte, 1924, S. 169 ff.

2} Vgl. A. Voss, Kurvennetze und Laplacesche partielle Differential-
cleichungen. Diese Berichte, 1924, S. 39 ff.

3) Vgl. diese Berichte, 1924, S. 103 f.

1) Vgl. 0. Perron, Bestimmung aller geradlinigen rhombischen Kurven-
netze. Diese Berichte, 1924. Herr Prof. Perron hat, nachdem er durch
Herrn Geheimrat Voss Einsicht in dds Manuskript meiner fritheren Arbeit
erhalten hatte, den obigen Satz ebenfalls auf direkte Weise, aber nach
mir abgeleitet.

3*
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0. Volk

Soll ferner eine rhombisshe Teilung stattfinden, so muf3 sein:

Ty Yo = @+ Yo,

also:
3 I+ p)ew = (14 ¢ 2.
Da
Qu:§1+q~)jxvy Oy =— (1+p) Lu
2q ep
dv u
ist, so sind die Kurven » = konst. und » = konst. Geraden, wenn
aqg ap
dv du
also:
= f(u), p == ¢ (V).
Aus (2) erhiilt man unter Beachtung von (3):
Zuu o 1 —f‘ q" Do q“ ) / 5 d 1
Tu l 1—}—p~)—q+] -1 +I¢1u(]/[+q>
T R VAR T
Lu p—q+] I+ p—q’
Tow ] VAR T
2 L+ p—q p—q’
EXN TR VA S o S TV S S SR N
i p—q+]’ I+q¢p—q ik (lz)(]/ﬁ{,r-')’
also
lgxu-—lgf]l—_,—q:+f< 1+q~ P 1+p; qu dv),
@) 1/1+q‘~’ l+p*p—q 1+¢*p-q
o 1+¢° pv 1% q.
lng,.,— ]U]/l f( ] T+p%p- 1+q9p—qmj>'
Die Integrabilititshedingung ergibt die Funktionalgleichung:
- q2< ” pri )
o1 T P + . 9
) 142\ p—q+1+p“
[s] .
__]/1+p (q ga __qqf,)
1+ ¢* 1' —q l1+4+4¢



Geradlinige rhombische Kurvennetze 37

Setzt man:
(6) l'=th7 q:th,

wo U eine Funktion nur von u, V eine solche nur von v ist, so
erhiilt man aus (6) die Vosssche Funktionalgleichung?):

U'+ V" = (Ut —V'%) cotg (U —V).

Schreiben wir zur Abkiirzung:

Gu 49«
Flu)y= "'~ — o
- |7 =~ i
Dov »py
(]) (U = o T 737 219 ¢
ECE (L 7y
so folgt aus (5):
3 q;]‘ 1)"':
S R M - == — (1 — .
S @—oF@w+ 4 g r—a PO + 147
Durch Diftferentiation nach » bzw. u findet man hieraus:
©) I'uy=—0b+a,q, D) = —10b 4 aip,

wo a,, b; ai, b' zunichst Funktionen von » bzw. u sind. Da
aber die Gleichungen (9) fiir alle Werte von » hzw. u gelten
miissen, so kann man a,, b; aj, b’ als konstant annehmen. Setzt
man fir 2'(u), @(v) die Werte aus (9) in (8) ein, so findet man:

(10) ai = a,
Po , ) B .
(1) | 3+ O Wp—a = O+ )~ =~

Durch Differentiation der Gleichungen (11) nach v bzw. # und
Vergleich mit den Gleichungen (7) und (9) ergibt sich schliefilich:

(12) b =b.

Wir erhalten also:

P
I —=—a—2bp + a,p,
1+ p? !
(13) ‘f-nl’
II%?*——G—ZZ)Q—F“xq?-

1) Die Funktionen U, V sind also die Neigungswinkel der Kurven v
= konst. bzw. u = konst. gegen die X-Achse.
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Ersetzt man p, ¢ mit Hilfe der Gl. (6) durch U, V, so er-
hilt man die Gl (8) und (9) der fritheren Arbeit.
Durch die Substitution:
(£ Va g =2bg—a—Vau,
| y="Vap —2bp—a— Va,p

kann man das Integral in (4) in der gleichen Weise auswerten
wie in der fritheren Arbeit das fiir (/; man erhiilt:

(14)

2, = C, (Va, En+b(n+¢ H—aVa)V14 ¢
(15) ) E—n—9 '
Zy=—= C (I als'l"i‘b(’l—*’ )“a]/al)Vl—i—p-
L E—=n@-0
oder:
T (~ — '}) V14« + g~
(16) (1 a, 7/+b( +'/)_‘“V"1) (1, )
2y = O, E—nVitp

(Va0 +p—aVe)p—9
je nachdem in (13) die Wurzeln ungleichzeichig oder gleich-
zeichig genommen werden.

Die Berechnung von z und y gestaltet sich genau so wie

in meiner fritheren Arbeit und man erhiilt schliellich die dor-
tigen Formeln (27), (28) und (35):

an  e—gRtVulbtn _ gedtiy

5_77 5——7/
oder:
20,

x=]/a tn+b(E+ 1) —aVa,’
(18&) 15] 7 1

y = et t, 0

Va,(Vaen + b+ —aVae, G0

(18b) 2( o Cila—&y) (@, = 0),

ThEEw T EEE
je nachdem man die Vorzeichen der Wurzeln in (13) ungleich
oder gleich nimmt.

Die Ausnahmefille der Biischel sind dabei die gleichen.
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Nachtrigliche Bemerkung zu der Note: Geradlinige
rhomhische Kurvennetze?),

Von O. Yolk in Kaunas (Litauen).

Vorgelegt von A. Voss.

Krst nachtriiglich erhalte ich durch eine freundliche Mit-
teilung des Herrn Geheimrates Finsterwalder in Miinchen davon
Kenntnis, dak Herr Finsterwalder bereits in einer Arbeit vom
Jahre 18992): ,Mechanische Beziehungen bei der Flichen-
deformation“ die geradlinigen rhombischen Netze als Geflecht
aus zwel Scharen flachgelegter geoditischer Lamellen und zwel
Scharen unter sich orthogonaler Driihte beschrieben und auBerdem
cezeigt hat, dafi solche Netze auf allen Flichen mit Liouvilleschem
Linienelement vorkommen. Die Diagonalkurven solcher rhombi-
schen Netze bilden dabei ein System konfokaler Kurven, auf den
Drehflichen Meridiane und Parallelkreise, in der Ebene und auf
den Flichen konstanter Kriimmung konfokale Kegelschnitte und
auf den Fliichen zweiten Grades die Kriimmungslinien. Der Sonder-
fall des ebenen Netzes, bei dem sich der umhiillte Kegelschnitt
auf ein Punktepaar reduziert, ist von Herrn Finsterwalder in
ciner Figur dargestellt. Daf die so dargestellten Netze die einzig
moglichen sind, ldGt sich natiirlich daraus nicht folgern.

Aus Anlat der Ausdehnung meiner Untersuchungen auf
rhombische Kurvensysteme auf beliebigen Flichen habe ich mich
mit den fritheren Arbeiten des Herrn Voss beschiiftigt, was ich
bisher mit Riicksicht auf seine neuesten Arbeiten unterlassen hatte.
So finde ich erst nachtriglich, daf Herr Voss bereits in einer
Arbeit vom Jahre 1881%): ,Uber ein neues Prinzip der Ab-
bildung krummer Flichen® neben vielen anderen Sitzen den
Satz aufgestellt hat, daf die Diagonalkurven eines rhombischen
Systemes ein orthogonales Kurvensystem auf den Flichen bilden.

1) Diese Berichte, 1925, S. 35. Vgl. auch 1924, S, 169 ff.
2) Jahresbericht d. deutsch. Mathematikervereinigung, Bd. VI, 2, S. 55 ff.
3) Math. Annalen, Bd. 19, S. 1—26.
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Die Ergebnisse dieser Arbeit werden in der Note!) ,Uber dqui-
distante Kurvensysteme auf krummen Flichen® erweitert.
In der Abhandlung: ,Uber diejenigen Flichen, welche
durch zwei Scharen von Kurven konstanter geoditischer
Kriimmung in infinitesimale Rhomben zerlegt werden®,
untersucht Herr Voss die Form des Lingenelementes derjenigen
Flichen, welche durch ein Kurvensystem von den konstanten
geodiitischen Kriimmungen y,, y, in infinitesimale Rhomben ge-
teilt werden. Darin beweist Herr Voss den Satz, dafi jede Fliche,
welche durch zwei Scharen geoditischer Linien rhombisch geteilt
wird, eine Liouvillesche Fliche ist und daf man umgekehrt auf
jeder Liouvilleschen Fliche oo! Systeme von Kurvenscharen der
genannten Art angeben kann. Diese Eigenschaften kommen allen
Liouvilleschen Flichen in viel allgemeinerem Sinne zu, d. h. zu
jeder rhombischen Teilung einer Liouvilleschen Fliche durch
geodiitische Linien gehdren ! andere Liouvillesche Flichen,
welche dieselben Lingenabschnitte der auf ilmen verlaufenden
beiden Scharen geoditischer Linien, aber einen verschiedenen
Koordinatenwinkel dieser Scharen besitzen, woraus eine Defor-
mation der Liouvilleschen Flichen sich ergibt.?) Im einzelnen
wendet sich Herr Voss der Bestimmung von Kurvensystemen der
genannten Art auf Flichen konstanter Kriimmung zu. Dabe
beschriinkt er sich auf die Angabe der einfachsten Fille. Unter
anderm wird der Fall der Strahlenbiischel in der Ebene und der
auf den abwickelbaren Flichen besprochen (§6 und § 7). Bei
letzterem kommt er genau auf dieselbe Funktionalgleichung, die
er auch kiirzlich*) erhalten hat. Die Losung dafiir gibt er in
einer von der Perronschen nur wenig verschiedenen Form und
zeigt, daB die Tangenten eines jeden Kegelschnittes eine doppelte
Schar von geoditischen Linien in der Ebene bilden, durch welche
dieselbe rhombisch geteilt wird. DaB aber diese geradlinigen
rhombischen Netze in der Ebene die einzig moglichen sind, konnte
Herr Voss ebenfalls nicht folgern.

1y Katalog der mathematischen Ausstellung zu Niirnberg, 1892, S.1-~11.

2) Diese Berichte, Bd. XXXVI (1906), S. 247 —296.

3) Vgl. hierzu auch M. Lagally, Uber die Verbiegung geodiitischer
Netze. Diese Berichte, 1910.

4) Diese Berichte, 1924, S. 61.




