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287

Uber das sogenannte letzte Fermatsche Theorem.

Von F. Lindemann.

(Kingelaufen 7. Desesnber 1907.)

In einer fritheren Mitteilung?) hatte ich die von Abel
ohne Beweis mitgeteilten Formeln abgeleitet, welche drei der
Gleichung z" = y" ++ 2" geniigende ganze Zahlen z,y, 2z durch
die nte" Potenzen dreier anderer Zahlen darstellen. Die weiteren
daran gekniipften Folgerungen waren aber nicht korrekt. Trotz-
dem hielt ich an der Uberzeugung fest, dat die damals be-
nutzten Hilfsmittel geeignet sein miiten, der Losung des
Problems nither zu kommen, und glaube dies Ziel nunmehr
erreicht zu haben.

Zur Erleichterung der Ubersicht wiederhole ich im folgen-
den meine frithere Ableitung der Abelschen Formeln (deren
Aufstellung durch Abel mir damals erst nachtriiglich bekannt
wurde) unter Hinzufiigung einiger Ergiinzungen.

Bekanntlich hat Fermat, ohne einen Beweis anzugeben,
den Satz aufgestellt, dafy die Gleichung 2" =y" + 2" nicht
durch drei ganze Zahlen z, y, 2z befriedigt werden kénne, so-
bald die ganze Zahl n grolier als 2 ist. Diese Angabe wird
uns in der von Bachet veranstalteten Diophant-Ausgabe?)

') Diese Sitzungsberichte, Jahrgang 1901.

®) Diophanti Alexandri arithmeticorum libri sex, et de numeris
multangulis liber unus. Cum commentariis C. G. Bacheti V. C. et
observationibus D. P. de Fermat Senatoris Tolosani. Accessit Doctrinae
Analyticae inventum novum, collectum et varijs eiusdem D. de Fermat
epistolis. 'l'olosae, MDCLXX.
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itberliefert, in welcher gelegentliche Randbemerkungen aus
Fermats Handexemplare abgedruckt wurden. Die Quaestio
VIII im zweiten Buche von Diophants Arithmetik handelt
niimlich von der Aufgabe, ein gegebenes Quadrat in die Summe
zweier Quadrate zu zerlegen; und am Schlusse dieser Quaestio
findet sich folgender Passus:!)

,Observatio Domini Petri De Fermat.

.Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum
.in duos quadratoquadratos et generaliter nullam in infini-
Jtum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis
Jfas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane
.detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet.®

Fiir den Fall n =3 betont Fermat seinen Satz auch in
einem Briefe an Digby vom 7. April 1658,*) in einem anderen
Briefe vom 15. August 1657 stellt er die Aufgabe eine Zahl
2% in der Form y® + 2° darzustellen.?)

Fiir eine gewisse Klasse von Zahlen n (zu welcher z. B.
alle Zahlen unter 100 gehiren) hat bekanntlich Kummer bei
Gelegenheit anderer Untersuchungen den Fermatschen Satz
verifiziert.!) Einzelne einfache Fille sind schon vielfach be-
handelt worden.

1) Vgl. auch Ocuvres de Fermat, publiés par Paul Tannery et
Charles Henry. 1891, t. I, p. 201

%) Vgl. Wallis, Opera Mathematica, t. 11, p. 844, Oxford 1693.

9) Beide Briefe abgedruckt in den Oeuvres de Fermat, t. 11,
p. 343 tf. und p. 876; vgl. ferner Henry, Recherches sur les manuscripts
de Pierre de Fermat, Bulletino di bibliographia e di storia delle scienze
matematiche e fisiche publ. da B. Boncompagni, Bd. XII, 1879, wo ins-
besondere auch die Frage erdrtert wird, ob Fermat im Besitze von
Beweisen fiir seine Siitze war; vgl. dazu Mansion, Nouvelle correspon-
dance de mathématiques, t. V.

4) Monatsberichte der Berliner Akademie, April 1847 und Crelles
Journal, Bd. 45, p. 93, 1847. ferner Abhandlungen der K. Akademie der
Wissenschaften zu Berlin, 1857; vgl. die Darstellung bei H. J. Stephen
Smith: Report on the theory of numbers, Part I, Reports of the Brit.
Association for the advancement of science for 1860, London 1861, sowie
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§ 1. Zerlegung der Zahlen w, y, # in Faktoren.

Mit «, y, 2 seien drei ganze positive Zahlen bezeichnet,
welche der Grifie nach geordnet sind, so dal3:

M 2>y>e.

Es bedeute n eine ungerade Primzahl; es ist also:
) n>2.

Wir nehmen an, es bestehe eine Gleichung der Form:
) o=y 2

und wollen zeigen, dafi diese Annahme zu Widerspriichen
fihrt. Da gemeinsame Faktoren aus dieser Gleichung heraus-
fallen, so kinnen die Zahlen z, y, # jedenfalls als relativ
prim zueinander vorausgesetzt werden.

Die Differenz 2 — y* ist sofort in die Faktoren:
4) z—yund 2"~ '+ a2y ... 4y !

zerlegbar; es muli deshalb auch die Zahl # in entsprechender
Weise in Faktoren zerfallen. Ist die Zahl R ein Faktor von z,
so miissen die beiden Ausdriicke (4) zusammen den Faktor R»
enthalten; ist R eine Primzahl und kommt die Potenz R»—*
in z —y vor, so muld die Potenz It in dem anderen Ausdrucke
(4) enthalten sein. Ist R Potenz einer Primzahl, etwa I = M™,
so kann die Potenz M®"~9m4-* in z — y vorkommen, und dann
mufi die Potenz M‘"—* in dem anderen Faktor enthalten sein.
Eine solche Zerlegung wird auf mannigfache Weise moglich

bei Hilbert: Die Theorie der algebraischen Zahlkdrper, Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 4, 1894/95, p. 517 ff., wo
auch die filtere Literatur angegeben ist; hinzuzufiigen sind die Arbeiten
von Genocchi in Band 8 und 6 der Annali di matematica und Crelles
Journal, Bd. 99, ferner epin, Comptes rendus, t. 82, Einen eingehenden
Bericht fiber Fermats Nachlaf gibt Henry: Bulletino di bibliografia,
a. a. O.; einzelne Notizen findet man auch bei Rouse Ball: Mathematical
recreations and problems. 2vd edit. London 1892.
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sein; jedenfalls kann man die folgende Darstellung der drei in
Betracht kommenden Faktoren erreichen.

Eine solche Zahl R werde mit »; bezeichnet; dann ist

() JE 0 R R
(6) T—y=rrrp-log=? 0 oy =r.p,

wobei also:
e logh =2 ¥ er

gesetzt ist, ferner:
(M 2"+ tyt.. =3 T

Jede dieser Zahlen r; kann wieder in verschiedene Faktoren
zerfullen; fiir das Folgende kommen hauptsiichlich die Zahlen
¢, r und 7, in Betracht. Ist die hier angegebene Zer-
legung auf mehrfache Weise méglich, so gelten fir
jede einzelne Zerlegung dieser Art die folgenden Be-
trachtungen.

In gleicher Weise kann die Differenz z — z in Faktoren
zerlegt werden; es ist:

6) z—s=q-x=¢-q" GG 1
ferner:

@) 't Fm-t=q- . "
") Y=4q - -

Eine analoge Zerlegung kann auch fiir die Summe y + =
zur Anwendung kommen, so dafi:

2

(6*) yAz=pa=pprl oy Py Pty
yn—l _yn—22+yu—331_ - ._+_(_ 1)"“‘2"_’
=P Py PP

(5%) E=p-p Py P

@)
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§ 2. Ableitung einer Hilfsformel.
Offenbar liit sich, wenn n eine ungerade Zahl bezeichnet,
die Zahl N| so bestimmen, dati die Differenz:
arr=s YPh— Zvl (@—yy
durch das Produkt zy teilbar wird; und zwar ergibt sich:
N =1

Ferner kann N, so gewiihlt werden, dali der Ausdruck:
"~y —N@—yr—Nzy@—yr?
durch z*y? teilbar wird. Man mubt zu dem Zwecke den Faktor
von x"~'y gleich Null setzen und findet N,n— N, = 0,
oder: N,=n.
Der Faktor von zy"~! fillt dann von selbst heraus. Um
ebenso das Aggregat:
> —y— Nz —y)—Nzy@—y)r-2— Ny2*y* (x — y)"—*
durch 2*y® teilbar zu machen, mufi man den Faktor von
27 =% y* (welcher bis auf das Vorzeichen gleich dem Faktor von
z*y*—? ist) zum Verschwinden bringen, d. h. es muls:

- N (;) + Ny(n —2)— N, =0,

also:

. n(n — 3)
1\' = —""‘Z—‘

sein. In gleicher Weise wird:

=y — N, (@ —y)— Ny @ —yp*— Nyz'y* (z — g~
— N2y (e —yy-° ‘

durch z*y* teilbar, wenn:

N, (g)-—N, ("_—_,3) +N@m—4)—N =0

ist, oder:

_n(n—4)(n—5)
i I
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Ebenso kann man weiter schlieien und findet, dal das
Aggregat:
® =y —N@—y»r - Nzy@—yr-2...
— Nz lyp=1(z— y-2+2

durch z*y* teilbar ist, wenn N durch die Gleichung:

R T s

ED) ‘
+(— IYAZ-.("—ZIS+4) 4 (= 1y+I N, =0

bestimmt wird, welche aussagt, dafi in dem Aggregate (8) der
Faktor von z* =¢+'y* -1 (oder z*~1y»~*+1) verschwindet; und
durch ein Rekursionsverfahren erhiilt man leicht (wie wir sogleich

auch direkt bestiitigen werden):
Nt -9n—s—1...(n—25+4)(n—25+3)
i 1-.2.3...6—1)

® __n (n—s
T s—1\s—2)
Aus der Rekursionsformel (8%) folgt sofort: Sind N,, N,
. N,_: ganze Zahlen, so ist auch N, eine ganze Zahl

Sei nun # = 2»-+41 und setzen wir s = », so wird:

. 2r4+ Dr(»+ 1)
N = Er+Drer+1)
(10) 3 53 ]
und wir haben identisch:

a"—y"— N, (@ —yp — Nyzy (e —y)*—..

e ‘\"yzy—lyy—l (.Z— _1/)3 — A'z'y'(::—y).

wo N noch zu bestimmen ist; die linke Seite nimlich ist teil-
bar durch 27y” und ist gleich Null fir z = y. Der Wert von
N wird schlieilich durch Fortsetzung derselben SchluBweise
gefunden, die wir bisher anwandten, niimlich indem wir ver-
langen, dal aus dem Ausdrucke:

2 —y— N(x—yr—...—Naz'y(z—y)P— Nzy (x—y)
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der Term z"t'y” (und folglich auch "y +1) herausfalle; es
wird daher:

(11) N=N,+|=2r+1=n.

Zwischen beliebigen Zahlen 2 und y besteht hier-
nach die folgende Identitiit:

s=v

(12) nzy (z—y)=a"—y"—(@—yy — YU N2~y (z—y)" -+

=0
=2

Ist » eine Primzahl, so sind nach obigem N, und N,
durch n teilbar; aus der Rekursionsformel (8*) folgt also dann:

Die in der Identitit (11) auftretenden und durch
(9) gegebenen Zahlen N, sind siimtlich ganze Zahlen
und (wenn s> 1) durch die Primzahl » teilbar.

Die Bestimmung der Zahlenfaktoren N, hiitte iibrigens
auch in der folgenden einfachen Weise geschehen konnen, in-
dem man z und y durch spezielle Werte ersetzt und so die
Aufgabe auf ein bekanntes Resultat zuriickfithrt. Nehmen wir

xl=e) y=—e ',
so wird:

zy=—1, r—y=2.co8¢, 2 — Yy = 2.-cosinnqz;
und aus (12) folgt (fiir n ungerade):
cosin ngp = 2~ cosin” @ + Y N,2"—2s+1 (— 1)~ (cosin g)*—2s+2
=2

+ n(—1)" cosing;

und diese Formel ist in der Tat mit der bekannten Entwicklung
von cosin ng nach Potenzen von cosin ¢ identisch,’) wenn man
unter N, die obigen Zahlenwerte versteht.

) Vgl. z. B. Serret, Traité d’algébre, vol. 1, Nr. 109.

1907. Sitzangsb. d. math.-phys. K1. 21
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§ 8. Die Abelschen Formeln.

Setzen wir nun in (12) fiir £ und z — y die Werte (5) und
(6) ein, so ergibt sich die Relation:
AT Y =y —EN-' a1 i1 =24 gr— 22
i=1

oder, wenn beiderseits mit or" dividiert wird:

(13) nary =r 23, . n — ¥ Nigi-lyi-t pne—2igh) gu=2it,

i=1
wobei die Zahlen N, simtlich ganze Zahlen sind.

Die relativen Primzahlen # und y konnen wegen (6) mit
den Zahlen r,, 7y, ...7,—1 keinen Faktor gemein haben. Jedes
Glied der rechten Seite von (13) ist durch jede dieser Zahlen
teilbar, da mit o die Zahl 7 -192=2 .. r,_, bezeichnet wurde.
Soll daher auch die linke Seite durch ry, 7, ...7,_; teilbar
sein, so mufi die Zahl n diese Faktoren enthalten. Nun sollte
aber n eine Primzahl bedeuten; also bleiben nur folgende Mag-
lichkeiten:

Entweder es ist:

(14) r=nNry=ry=.. . =y =1,
und dann folgt aus (5) und (6):
(15) e=n.r.r,, T—y=rr.na"""

Oder es ist:
(16) rN=ry=r,=.,..=fr_1=1,
und dann folgt:
17 E=7r-ry, T—Yy=1r"

Eine andere Moglichkeit bleibt nicht offen, denn von den
Zahlen ry, 7y, ...7._; kann keine gleich n sein; es wiire niim-
lich dann die rechte Seite von (13) mindestens durch n* teil-

bar, folglich auch die linke Seite; d. h. es miiite z oder y
durch n teilbar sein; dann aber wiiren nach (6) beide Zahlen



F. Lindemann: Das letzte Fermatsche Theorem. 295

durch n teilbar, wihrend sie doch als relative Primzahlen
vorausgesetzt sind. Die Zahl r, bleibt zuniichst beliebig.

Da die Gleichung (12), wenn N, durch (9) bestimmt wird,
eine Identitiit ist, konnen wir in ihr y durch z ersetzen und
erhalten so in Rilcksicht auf (6*) und (7*) an Stelle von (13)
die Beziehung:

(I3 narer =g, ... ¢ — 2 Nia# = 1= gnin =24 yn=2i41,
=1

auf welche wir die gleichen Uberlegungen anwenden kénnen,
Es ist also entweder:

(15%) y=n-q-qu, T—e=q" "},
oder:
(17 Y=qq, zT—z=q"

Eundlich konnen wir in der Identitit (12) auch z durch y
und y durch — 2 ersetzen; dann ergibt sich mit Riicksicht auf
(6°) und (7%):

(—ynye=ppj...p0,

(135) _zvlv‘(_ l)l‘—ly{-li-lpn(n—il'«}-l)nn—?i-}-l;
=1

und die nochmalige Wiederholung der gleichen Schluliweise
fithrt zu dem Resultate, dali entweder:

(15%) T=n-p-ps, Y+e=pren-l,
oder:

am odage Mua e
sein muB.

Da z, y, # keinen gemeinsamen Faktor enthalten sollen, so
ergibt die Kombination der Gleichungen (15), (17), (15%), (17%),
(15%), (17%), dab nur drei Fille noch niiher zu unter-
suchen sind. Die Annahme (15) nimlich ist mit (15*) oder
(15p) nicht vereinbar, so daf aus der Annahme (15) notwendig
die Gleichungen (17*) und (17%) folgen. Gehen wir aber von
(17) aus, so kann sowohl (152) als (15°) moglich sein. Betrachten
wir diejenigen Moglichkeiten als gleichwertig, die durch Ver-

21*
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tauschung von y mit 2 auseinander hervorgehen, so bleiben
die folgenden drei Fiille:

I) :c——y:r“-n"-l' Z=Mr-r,.
zT—z=4q", Y=4q-qn
y+2=p" T =P Pn;

1) z—y=r, =171,
r—z=q", Yy=1q-qn
y+e=p-n-l,  xz=mn-p.p;

111) rT—y=r, g=1r.r,
z—z=4q", Yy=4q qn
Yt B= 1" Z=p-Pu

Hieraus folgt im Falle I):
2= G+ 0+ i),
%) y=30"+ g —nw-'r),
e=§{(@"—q +n'r),
im Falle II):

T =tpr 4 g+ ),
Fript 4 gr — 1),
s gt — g ),

SR
I

11)

und im Falle 11I):
z=30"+ ¢ +)

11 y=30" + 9" —r),
r=3(—¢+m™.

Dafi z sich durch drei Zahlen p, ¢,  in einer dieser
Formen darstellen lassen milsse, hat schon Abel ohne Mit-
eilung eines Beweises angegeben.!) Er erwiihnt auierdem noch
die Mogllchkelt

!) Lettre & Holmboe vom 3. August 1828, Oeuvres t. 11, p. 265.



F. Lindemann: Das letzte Fermatsche Theorem. 297

2= 40"+ + ),
y=4[p + w1 (" —m™)],
2= §[p"—n-1(g" — )],

welche bei uns ausgeschlossen ist, da sie auf das nicht statt-
hafte Zusammenbestehen der Gleichungen (15) und (15*) fithren
wiirde.

§ 4. Der Fall I); Darstellung von «, y, 2.

Wir machen zuerst die Annahme I). Die Gleichung (13*)
wird hier:

(18) nzre = qt —Z' Nogé =1 g=1 grin=2i+1),

fa=|
Alle Zahlen N; mit Ausnahme von N, =1 sind nach
obigem durch = teilbar; auch 2 ist durch » teilbar; vom dritten
Gliede ab sind also alle Terme der rechten Seite durch n?
teilbar. Die linke Seite ist mindestens durch »n*+!' teilbar;
folglich ist auch:

(19) @ —g""~" =0 mod.n*
Nach dem Fermatschen Satze ist:
(20) - =1 mod. n?

denn ¢ kann, da y zu ¢z relativ prim ist, nicht durch n teil-
bar sein. Es ergibt sich:

gr=1 mod. n?,
und da identisch ¢7= g, mod. n ist:
(21 gw =1 mod.n.

Ebenso folgt aus (13%):

(22) (_ l)' ”yvlv =]7: ___i;N‘(__ l)l-l y{—l zc—lpu(n—2i+l)'
i=1

und die Anwendung derselben SchluBiweise fithrt zu der
Kongruenz:
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(23) =1 mod.n.
Folglich ist auch:

T=p-po—p mod.n,
Yy=4q =1 » N

29

Ferner ist:

T—Y=ppn—qqn—p —1q mod. n
=m.g-1! =0 " N,
also auch:

(25) "= ¢" mod. n%

Weiter folgt aus den Gleichungen I):

(26) Qe=p"—q"+ 1 -n"",
also nach (25), da n > 2:
27 22.=0 mod.n%

Es wiire also 2 nicht nur durch %, sondern durch n? teilbar,
d. h. eine der beiden Zahlen » oder r, miite den Faktor »n
enthalten.

Setzen wir die der Annahme I) entsprechenden, in (14)
und (15) gegebenen Werte der Zahlen r; in (13) ein, so er-
gibt sich:

v
nary = ”r:_El\:‘xi—lyl‘——lru(n—2|'+l)"(n—l)(n—2i+l)'
i=

und nach Division mit n:

v
zvyv —— f: . L“Nixi-l y(—! rn(n—2i+l)”u'—9in+2t-2
i=!

('28) == r" — =1 (v —=2) __ 4 y pr(n=3) pud—dnt2 __

_r(r+1)

v—1 v-—l 21 2 —3,
) 3 T rtn

Wiire also 7, =0 mod. n, so miilite eine der Zahlen
oder y durch n teilbar sein, was nicht angeht. KEs kann
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also nur r den Faktor » enthalten und », kann nicht
durch n teilbar sein. Es muf also r den Faktor n ent-
halten, so daB wir:

(29) r=n-r

zu setzen haben, und # mindestens durch n® teilbar ist.
Es wird dann:

.
xVyv=rn_2vic'—-l"—lr'n(u-’i—l-l)”?n?-—(h‘-—l)n+?t—2
(29%) e %S ¢ y

— r:: = rln(n—l) n?n'—!n i Mxv—lyv—l yian ﬂ‘ u—a'

oder, da N, nach obigem durch n teilbar ist:

(30) z'y oy mod. ni"—2,
Da aber nach I):
(30%) z—y=nr—ly =pin-lyn

ist, so haben wir auch:

2 —y—=n"l.y.rm.yr—l mod. nin-?

also nach (30):

’

yv(yv + yp2n - T"'y'_l) — 1': mod. n'"—2
oder, wenn wir sogleich die entsprechende Kongruenz fiir x
hinzufiigen:
yn—lEr:_v”En-lr'nyEv—l mod. ”ln—E‘
(30%) o ks (et
z"'l:r:+vn-"—1r"z-"l A nin=2,
Nach I) war ferner:
z=gq"+s=q+n"r"n,
y=p" —e=p—nrrrrm;
die Zahlen p*®=1 —1 und g*®=" — 1 sind durch n? teilbar;
folglich haben wir:
r-l=y-'=1 mod. n?,

und somit aus (30%):
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M= mod. n?
und weiter:
(30°) ro==1 mod. n.
Von diesem Resultate werden wir weiterhin Gebrauch

machen, nachdem wir zuvor die Zahlen z, y, 2 noch in anderer
Weise werden dargestellt haben.

Nach dem Fermatschen Satze und infolge der Relationen
(21) und (23) konnen wir setzen:
@1) prt=1+4nn, " '=1+4nzx,
P =14na, g =14nx'

Es wird dann, wenn noch r =n-7r' gesetzt wird:

(37) z_2=pp"—nrrﬂ=]7pn—”2r‘rnv
. Y+ 2=qg.+nrr.=qq.+ ntrin.
Die linken Seiten sind wegen 1) bzw. gleich ¢" und p*;
also folgt:
"=q+nqx=p+npa' —nrr,
P=ptnpa=q-+4nqgx' 4 nr'r,,
und hieraus:
(328 p—q—n*r'ry=n(gx —pa')=n(gx' —pn),
oder:
pE' —a)+q('—»)=0.
Es bestehen demnach zwei Gleichungen der folgenden Form:

(33) Mp = (»'—=x),
Mq=—(a2'—n);

und hierin ist M eine ganze Zahl, denn p und ¢ konnen keinen
gemeinsamen Faktor enthalten, da sonst nach 1) auch z und y
denselben Faktor enthalten miifiten.

Zu den Gleichungen (32) fiigen wir aus I) die dritte hinzu:

@3 w—y=n"=lrt=ppu—qqu=p—q+n(pa’ - qx.
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Der Vergleich mit (32%) zeigt, dai auch die Relation:
p—:ilqu —pa' - nrr,=qx' —pa+4nrr,
=qx' —pa' + n¥-2rn
bestehen mufi. Multiplizieren wir beiderseits mit M und be-
nutzen die Gleichungen (33), so folgt:

(33Y)  M(r, —mn=3r =)y e n = — (x — x') (x — 7).

Es ist also mindestens eine der beiden Zahlen (x — x‘)
und (7 — a') durch n teilbar; dann aber ist nach (33) M
durch #n teilbar (da p und ¢ den Faktor » nicht enthalten
diirfen), und es folgt aus denselben Gleichungen (33), daB auch
die andere dieser beiden Zahlen den Faktor n enthiilt. Es
bestehen demnach die Kongruenzen:

(33%) a'=a, x'—x mod. n,
so dafi die Gleichungen (31) durch die folgenden ersetzt werden
diirfen:
34 pt=1+na, ' =1+4nx,
Pn =1l4natnia, g =1+4+nx+ntx.

Bildet man wieder die Ausdriicke z—2 und y+ 2, so

ergibt sich jetzt aus I):

"=q+nqr=p+npa+nipa, —nirr,,
Pr=ptupr=q+4 nqx +ntqx, + n'r'r,
und hieraus an Stelle von (322):
35 p—aqt+n(pa—gqx)—ntr'r,=—n*pa, =nqx,.
Es ist folglich auch:
(36) — P, = qx,.
Die dritte Gleichung (niimlich £ —y = n?"~1r'") gibt jetzt:
n N = ppu—qqn = p —q + n(pa—qx) + n* (p7, — qx,).

Wir haben so die Differenz p —gq auf doppelte Weise
berechnet; es ist:
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p—q=—n(pa-—qx)+ntr'r,—nipa,
= —n(pa—gqx)+n""'r'" —nt(pa,—q=x,):

und somit erhalten wir, unter Benutzung von (36):

(37

(38) qx,=—p:[l=r'r. —n2n—8yim

Da z, y, z zueinander relativ prim sind, so kinnen keine
zwei der Zahlen p, ¢ und »* einen gemeinsamen Faktor ent-
halten; bezeichnet R eine ganze Zahl, so kann man deshalb
setzen:

(B9) a,=—gqRr', x,=pRr', r,—n*"=3r'"~1=pqR.
Die Gleichungen (34) werden demmach:
(40) po=p~'—n*qr'R,
g =gq""'+ n*pr'R.
Es wird somit nach I) und I2):
Qr=p "+ g n -’ =2p"—2a'pqr'R,
1) 2y =prt+q—n"lr'n=20"+2apqr R,
Qe =pr—qr+nt-lrin=2nM-1r'" 4 2n'pqr' R.
Aus jeder dieser Relationen folgt:
(42) P =2napqr' R4 nr-ty'n,
was sich in Ubereinstimmung damit befindet, daB die Differenz
" — ¢" nach (25) durch »n?* teilbar sein mub.

§ 5. Der Fall I), wenn »* nicht durch n teilbar ist.

Unter Anwendung der Gleichungen (31) erhalten wir aus
(41) durch Potenzieren:

' =14n'(r4qRr)
=14 (x—pRr)

Da nun z — y nach I) durch n®"—! teilbar ist, so folgt
durch Subtraktion:?)

(43)

mod. n.

1) Dasselbe Resultat findet man, wenn man die Ditferenz pn? — gn?
einmal aus den Gleichungen (41) und (3) bildet, das anderemal durch
Potenzieren aus der Gleichung (42).
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44) x—a =@+ Rr=2pRr'—2qRr" mod. n.

Wir kehren nunmehr zu dem in der Kongruenz (30°) vor-
liegenden Resultate zuriick. Mit Riicksicht auf den in (39)
gegebenen Wert von r, ist:

(45) rm=p'q" R* mod. n** -2,
also nach (30°):
(46) pqR=1 mod n,

woraus hervorgeht, daf R nicht durch n teilbar sein kann.
Setzen wir demnach:

47) Rr—'=1+4mnp,

wodurch die Zahl o definiert sei, so wird nach (31): ~

48) p'g-'Rr-'=14n(a+x+p) mod. n

und folglich wegen (46):

49) PqR=1—n(m+x-+p0) mod. n?

und durch Potenzieren:

(49%) Pg"Rr=1—n*(n+ %+ o) mod. n%
Nach (30Y) ist ferner:

(49%) o=y -=r* mod ni*-!,

also infolge von (45) und (49):

(50) ar-'=y-!'=1—n*(z+x+0) mod n¥

und der Vergleich mit (43) liit jetat die Kongruenzen (44)
in folgender Weise schreiben:

n+x+g“:‘_—x+pRr‘:—n—-qu‘ mod. 7,
und hieraus erhalten wir:
1) 224 x4+ 0= —qRr' mod. n,
n+2x+o=pRr . M.

Von den hier zuletzt abgeleiteten Relationen,
d.h. den Kongruenzen (48) bis (51), werden wir keinen
Gebrauch weiter machen; man wiirde indessen auf sie
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rekurrieren milssen, wenn man das Produkt pg R nicht, wie
es nunmehr zuniichst geschehen soll, auf das Produkt p~q~
reduziert.

Unsere Relation (28) erlaubt noch weitere Schliisse; ge-
miis den Gleichungen I) konnen wir z durch 24 ¢ und y
durch p" — ¢ ersetzen; dann ist:

G1Y ry =@Et+gy@—o=e+z:r—¢)—2)
== p" ¢ mod. n*,

denn p" — ¢ ist nach (42) durch »?® teilbar und =z enthilt

ebenfalls den Faktor n®. Wir erhalten somit aus (28) bzw. (30):

(52) P gt ==t mod. nt,

also auch:

(52%) P’q — r, mod. nd
und nach (39):
(53) g - pqll mod. n¥:

folglich gemits (42):
B3 pr—gq = 2n*per'R—2n*p g r" mod. nd
Ersetzen wir andererseits in der allgemeinen Identitit (12)
die Zahlen z und y bzw. durch p und ¢, so wird:
npq”(p—9

(53Y) v .
= — (B =i R g — Q)

folglich:
(53¢) Pr—q"=npq(p—gq) mod. n'
und durch Vergleichung mit (53%):
(54) P—q=2nr" mod. n
Mit Hilfe dieser Kongruenz konnen wir zuniichst ein

fritheres Resultat bestiitigen; es ergibt sich niimlich aus (42),
dali man setzen darf:

(54%) p—q=2pqr'Rn+ on’
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wo & eine Zahl bezeichnet, die sich durch Potenzieren, d. h. durch
Zuriickgehen auf (42) leicht bestimmen lifit; es wird nimlich:
Pt— @ =20pgr' Rg* 4 40ty (par' R "2 4 dndgn!
mod. n*

—2n'pqr' R4 n*[2xr'— 2r?¢"2+ 8] mod. n,
wobei benutzt ist, daB pg R nach (47) im Faktor von %® durch
1 ersetzt werden darf. Durch Vergleichung mit (42) folgt dann:
(54°) 0—2r2¢"2—2xr" mod. n.

Mittels (49) erbalten wir daher aus (54%):
(549 p— g=2r'n+ 20 [r' 2 —x — (x + % + o)]

mod. 73

Hier muf nach (54) die eckige Klammer durch » teilbar

sein; d. h. wir haben:
a42x+o=r¢g""? mod. n.

Multiplizieren wir beiderseits mit ¢, so kommen wir wegen
der Relation (46) auf die Kongruenz (51) zuriick, wodurch
letztere von neuem bewiesen wird.

Aus den drei Kongruenzen, von denen die dritte eine Folge
der Relationen (46) und (30°) ist:

e

=1, =1, pg¢= mod. n,
folgt, dat man:
(55) pr=¢q =¢ mod. n
setzen darf, wenn & eine Zahl bezeichnet, die entweder durch

+ 1 oder durch — 1 in Bezug auf den Modul n ersetzt werden
darf. Sei also:

(55%) pr=c¢+nn', qg=c¢c¢+nx,
so folgt durch Quadrieren:
(56) a=2ea'+nn? x=2ex'4 nx

Zuniichst soll die Kongruenz (44) fir das Quadrat
des Moduls » ergiinzt werden. Es ist nach (53%), (54)
und (55%):
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"=t =p—q+n(pa—qx)
=23 =20 [t e(a' - 2)n - nPa'x']

mod. %%,

(5D

Die linke Seite ist nach (54) in Bezug auf den Modul #*:
=2nr'4+na(g+ 2nr)—ngx
=2nr'4+ng(a—x)+ 2n*r'a.

Wir erhalten also:

G577 g —=x)=—2r'+2nr"(1 —a) mod. »*
und ebenso, indem man p und ¢ vertauscht:
B pa—x)=—2r'+2nr'(1 —x) mod. n*

Die eine dieser Kongruenzen geht aus der anderen durch
Anwendung der Relation (54) hervor.

Auch die Kongruenz (54) kdnnen wir fiir die niichst
hohere Potenz des Moduls erweitern. Setzen wir:

(58) p—aq=2nr"+ r'dnd

so lifit sich ¥ durch folgende Uberlegung bis auf Vielfache
von n bestimmen. Nach (58) ist:

(58%) pr—gr=2ntr'g" ' L rdntgnt A0ty rtgn-?
+ 8n? (g) r'?g"=% mod. n®.
Der Vergleich mit (57) ergibt dann:

2% 4+ nd + dvrign-2 + 8 (g)r"q-—a
=2¢(a'" 4+ x)+ 2na'x’ mod. n?,
oder, wenn wir 2» durch n— 1 und » gemii (56) durch
2ex' 4+ nx'? ersetzen:
2e(e' —a)--2r'¢q"~2—n [n‘) + 2x3 4 29 gn -2
(he") n\1 A
+ 8 (3) . rign-3—2 n’x‘] mod. n?.



F. Lindemann: Das letste Fermatsche Theorem. 307

Rechts und links addieren wir die Zahl n(x'* — a'?),
multiplizieren mit q¢ und ersetzen im ersten Gliede rechts g»-!
durch 1+ nx; dann wird:

(*x—a)g=2r —n[:?q+2r’(l — %) + (' — a')q
+8 (g) ,l; r‘”q"'z] mod. n?,

Auf der rechten Seite ist gemiil (57*):
—2r'x=—2r'a—4r?*-? mod. 7,
ferner nach (58%):
(' —aP=rigrt=r¢"-?* mod. n

Ferner ist:

3(:') 1_ 3 4 (r—1@m—2) §—— 1 (‘") mod. 7.
3/n 3 n

Es ergibt sich somit:
(—x)g=—2r

+ n[u? g+ 2r' (1 —a)— '1—‘ (g) r'3 q"—'-’] mod. n?,

(587)

Diese Kongruenz mub mit (57*) ithereinstimmen; es folgt also:
(59) gzm'—__lﬂ”_—_'i),uqu—a mod. »,
2.3
so daB die vervollstiindigte Kongruenz (54) lautet:

59%) p—g=2ns 4w BT

1)'(;—_ 2) r'3g"-3% mod. n'

2
Die vorstehende Betrachtung erleidet eine Aus-

nahme im Falle # = 3; daon niimlich lautet die Kongruenz

(58¢), da die Zahl (g) dann gleich 1, also nicht durch n teil-

bar ist:
(n—x)g=-2r"—r'*¢—? mod.3,
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und die Vergleichung mit (57%) oder (44) fiihrt zu dem Re-
sultate: »' = 0 mod. 3.

Das entsprechende Resultat lilit sich fiir jede Primzahl
n gewinnen. Wenden wir die Kongruenz (59) auf die Kon-
gruenz (58%) an, so ergibt sich:

Prog=p—qtn(pa—gx)
=2 gn At -2 4 90 (g) r'3g"—% mod. nt
und die linke Seite ist nach (59%):

=2nr' 4+ n o r'3g" 34 nq(n—=x 2n*ar’ mod. n'.
3 q o

Wir erhalten also:

(A—x)g—=—2r +2nr'(1- a)
(b')) + ni'.l[2x+ .2(” - l)r/q..-z pd_ '1‘ (;) ,.:sq..—a] mod. "3‘
womit die Kongruenz (57*) fiir den Modul n® vervollstindigt
ist. Setzt man dann weiter:
(60%) p—a=2nr 4 n¥r'd 4 ntd,,
so liafit sich in analoger Weise #, bestimmen, indem man durch
Potenzieren den Ausdruck p" —g¢" bildet und das Resultat mit
demjenigen vergleicht, wie es sich ergeben wiirde, wenn man
den Wert von p — ¢ in die Identitiit (53%) einsetzt. Man er-
hiilt so einen zu (58°) analogen Ausdruck fiir 7 — x, der mit
dem Ausdrucke (60) ibereinstimmen muli, woraus sich dann
eine Berechnung von &, (bis auf Vielfache von %) ergibt.
Offenbar kann man mit einem solchen Pendelverfahren fortfahren,
und so die Kongruenzen (60) und (60*) fiir immer hhere Po-
tenzen des Moduls ergiinzen.

Zur Durchfithrung dieser Schlufireihen ist es notwendig,
die in (57) benutzte Kongruenz (53) zuvor fiir hthere Potenzen
des Moduls sukzessive zu erweitern. Das kann auf folgende
Weise geschehen, Infolge der Annalime (3) ist, wenn wir die
Werte von x, y, 2 aus (41) einsetzen:
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(@t —n*pgRr " — (¢"+ n*pg Rr')* =0 mod. n*,
also:
P =t =ntpgr'R(pre=V + g0-Y)
—nbyprg? PR (p =2 — " =) mod. n’.

Die zweite Klammer der rechten Seite ist durch n? das
betreffende Glied also durch »7 teilbar; es wird somit einfach:

PP— g =n*pqRr' [24 n*(n+ x) + n®v (a4 x*)] mod. n?,
oder, wenn wir entsprechend (53), den Wert:
(60) rgR=pq(l+n'y)
einfithren, wo 5 eine zu bestimmende Zahl bezeichnet:
=gt =20y Lty g (at )+ 2ntrp ey
+ ndy (n* 4 x*) mod.

So erhalten wir eine Kongruenz, durch welche die ganze

Zahl 7 definiert und mittels der Zahlen p, g, 7, x ausgedriickt ist;

die wirkliche Berechnung von 5 kann aber einfacher in folgen-
der Weise geschehen. Aus (51%) erhalten wir, da gemiis (52%):

(60°) e=n'r'r, =nr'p'¢" mod. an*
gesetzt werden darf, unter Benutzung von (53*):
(609 zy =[p"¢"+nr?p* ¢®] mod. n’,
also nach (30):

PRI=prrgry o byt ke (=l g2rb =) mod. a7,
und zufolge (39) lautet sonach die vervollstindigte Kon-
gruenz (53):

PQR=r,=p ¢+ n*»r2p>—'¢"=1 mod. n®.
Die Vergleichung mit (60%) ergibt demnach:
n=vrip-1¢-! mod. n,
so dali die vervollstindigte Kongruenz (53) jetzt lautet:
(60°)  peR=pq [1 4+ n®»r?p~tg-1] mod. n.

Mit Hilfe dieses Resultates ist man in der Lage, die Kon-
gruenz (57) fiir den Modul n® aufzustellen; sie lautet:
1907. Sitzungsb. d. math.-phys. KI. 22
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(60°) P—q"=2n*r'pgR mod. n*"-!
=203 g+ 208w 3p>—1¢* =1 mod. n®.

Um &, zu bestimmen, hat man also diesen Ausdruck (60f)
mit demjenigen zu vergleichen, der sich aus (60%) durch Po-
tenzieren ergibt; das fithrt zu einer Relation filr 7 — » fiir den
Modul »? die mit (60) tibereinstimmen mub, woraus dann
gefunden wird; und mit Hilfe dieses Wertes gelingt es weiter,
mittels der Kongruenz (60°) und durch eine zu (60¢) analoge
Relation, die Kongruenz (60°) auf den Modul »® und dadurch
die Kongruenz (60%) auf den Modul n” zu erweitern; u. s. f.

Nehmen wir an, es sei gefunden:
61) p—g=r'@Cun+n*d+n'd + ...+ nd,),
wo nun alle Zahlen 9, bis auf #,_s bekannt sind: es handle

sich also um die Bestimmung von &,_g; dann wird, wenn wir
die rechte Seite dieser Gleichung mit O, bezeichnen und wenn:

61%) O, =rQ@n+n*d+... 4+ nd_s)

gesetzt wird:
P—q=n6,q"!

n 2 n— s - n—
+(2) 6 ¢ +... + (3—2)93 el
(61
+(,2 ) enrrremrit (V) @nrye
s—1 s
mod. n'+2,
Ferner setzen wir voraus, man habe gefunden:
61°) (z —x)g=—2r'+ Qn+ Qn*+ ...+ Q_on—?
mod. n* =1,
Endlich habe man gefunden, und zwar durch sukzessive
Erweiterung der Kongruenzen (53) und (60¢):

(619 pqR=p g +nPy+nty + ...+ 5= y_y)
mod. n®,
also nach (42):
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61°) p» —g"=2nr'[1 4+ e(x'+ x)n+ n*a'»'](1 + n’y
4 ...+ 2"V y—y) mod. ntt?,

Subtrahiert man nun die Kongruenzen (61%) und (61°)
voneinander, so mull wieder die obige Kongruenz (61¢) ent-
stehen, nachdem beiderseits mit #® r* dividiert und mit ¢ multi-
pliziert wurde. Der Faktor von #*—? in der so gebildeten
neuen Kongruenz enthiilt die unbekannte Zahl ¥, _3, und diese
ist dadurch bestimmt. Diese Zahl &, _3 kommt nimlich auf
der rechten Seite von (61°) nur im ersten Gliede, niimlich in
©,, vor und ist hier in r'n*t+!g*—! multipliziert; bei Bildung
der genannten Differenz erscheint #,_3 also auch nur im Faktor
der hichsten Potenz von %, d. h. (da mit »* dividiert wurde)
im Faktor von n*~2; die Zahlen #; in (61¢) enthalten die Un-
bekannte ¥,_s nicht. Die so gefundene neue Form der Kon-
gruenz (61¢) lautet also:

A—x)g=—2r+Qn+ Qn*+ ... 4 Q_gn*—3
+ (P4 Psg)nt mod. n,

wo sich die Zahl P aus den bekannten Zahlen ¢ und #; zu-
sammensetzt, und zwar kommen in P alle diejenigen Zahlen
aus der rechten Seite von (61%) vor, welche dort in n*t!
multipliziert sind. Zu ihnen gehdrt auch das Glied:

() enrye-,
aber nur dann, wenn die Zahl s <m ist; setzen wir also:
nP=nP + (’;) Q2ryq—,
so wird nach (62):
(r—x)qg=—2r+Qn+ Qn*+ ... 4 Q_gn?
+ [P' + i (’s')(zr')-q-—-+ 0._3q]n"2 mod.n* =1,

(62)

wo nun die Zahlen Q,,... &, s durch die vorhergehenden

(d. h. die als durchgefithrt vorausgesetzten) Rechnungen schon

villig bestimmt sind. Wiihlt man aber s =mn, so erhillt man:
2
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(A= g=—2r+ Qu+ ...+ [Quos+ @ry]n-s
+ (P'+ du—sg)n"—* mod. n»—".
Der schon durch die Betrachtung fiir s =n—1 villig
(d. h. bis auf Vielfache) von n festgelegte Wert von @, -3
miiite also eine nachtriigliche Korrektur erfahren, was nicht
moglich ist; wir milssen somit schlieben, daf die Zahl
r' den Faktor n enthalte, daB also die Kongruenz:

(62 r'-=0 mod. n
erfiillt sei. Die bisher gemachte Annahme, es sei die Zahl
r' nicht durch n teilbar, erweist sich somit als nicht haltbar;

die aus der Kongruenz (62*) weiter zu zichenden Konsequenzen
werden wir im niichsten Paragraphen verfolgen.

§ 6. Der Fall I), wenn »* durch n teilbar ist.

Das Resultat (62*) ergibt nun zufolge der Kongruenz (44)
unmittelbar:

(62%) a—x=0 mod. n,
also auch nach (56):
(62¢) a'—x'==0 mod. n

und weiter nach (55):
pr=¢=¢ mod. n'
Dann aber folgt aus (52*) und (53):
ra=p*=pqgR mod. n?
und folglich erhalten wir aus (49):
a_ — (4 x+p) mod n,

wie sich jetzt auch aus (51) ergeben wilrde. Um nun ein
Rekursionsverfahren durchfithren zu konnen, ersetzen wir die
Kongruenzen (62%), (62¢), (62%) durch die folgenden Relationen:
(63) r'=rnt pr=q =¢ mod. W't pr—l—g'=punitl;
wir wollen zeigen, daf dann entsprechende Relationen
auch giiltig sein miissen, wenn man Adurch 441 ersetzt.
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Wir befolgen dabei genau die im Falle 2 =0 angewandte
SchluBweise und werden, um die Analogie deutlich hervortreten
zu lassen, die gleichen Nummern fiir die einzelnen Gleichungen
und Kongruenzen verwenden, indem wir nur einen Stern hin-
zufilgen.

Setzen wir in die Relation (29%) fiir »' den Wert »r, ein,
so ergibt sich:

(30)* 2y =r" mod nitan—2;
nun ist jetzt:

(30:\)# x___y=”‘.’n—lrm=”(1+2)u—lr?'
also:

ar— yr = pttam—, ey y"=' mod. ni+on=-2;

und nach (30)*:
D at==r g LU LR PPN

30 b)* (2544)—2
(30") B R IR e mod. .

Infolge der Ansiitze (63) ist das Produkt p”¢” in Bezug
auf den Modul »*+! mit 1 dquivalent; aus den Gleichungen:

T=g"+ 2 =q" + nétDnpnpn
y=p —e=p" — b+
ergibt sich also:
7y =p'rg""=1 mod. n*t?
und somit aus (30):
(30°)* rv=1 mod. Wt
Weiterhin folgten in § 5 zuniichst Uberlegungen, bei
denen nicht Kongruenzen, sondern Gleichungen benutzt wurden,

die also hier sich unveriindert wiederholen lassen. Wir finden
so die folgenden Resultate:

(39)13 r.=pgq R + n(A+2)(u—l)—l r-;—l

und:
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z=p—n+pen R,
(41)* y=q +n+tpgn R,
£ =ndtOn-lpn L ity R;
aus jeder dieser Relationen folgt jetzt:
(42)* =g =20+2pgr, R 4+ nétAn=1ps,
Die Gleichungen (43) werden jetzt:
zn-—l :;'pn(n—l) + ”l+2q Rr'
yu—l — qn(n—l) sy ”1+2P R
und durch Subtraktion erhalten wir gemifi (63):
(44)% priv=D — g =N = pit2 y - 2 g Ry ni+? mod. nt+3,

oder:

(43)*

mod. ntt+3

(44%)* p=2qRr'=—2pRr mod. n,
Aus (39)* erhalten wir:

(45)* ra=pqR mod. nAt2n-3

also nach (30°)*:

(46)* PgR=1 mod. n*tl

Es gilt die Gleichung bzw. Kongruenz:
e TV = EH Y P = = [+ (r— ) — T
(51%)
Epuran mod. "2).+4‘

denn die Zahlen z und p"* — ¢* sind hier je durch #*+? teilbar.
Aus (30)* ergibt sich somit:

(52)* ra=p"q" mod. n?*+3
und nach (39)* bzw. (45)*
(53)* P g =pqR mod. n?i+s,

folglich gemiib (42)*:
(53%)* =gt =2nt2p " r, mod. n¥ttS,

Die Gleichung (53®) gilt unveriindert, und aus ihr folgt
jetzt, da p — q durch n*+! teilbar ist:
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(B3)* =gt =np g (p—gq) mod n¥its,
also durch Vergleichung mit (53%)*:

(54)* p—qg=2n+1yr, mod. n¥+3,
Nach (30°)* und (52*)* haben wir die schon benutzte Relation:
(H42)* 2’ ¢ =1 mod. n*tl,

Nun ist nach (54)* die Differenz p — g, also auch die
Differenz p*— ¢* durch n*+! teilbar; es folgt deshalb aus (54*)*:

pPlz=g¢""1=1 mod. n*+),
d. h. es ist zu setzen:
a=ntx, x=n'x,
und aus den Relationen:
Pr=¢" =p ¢ =1 mod. nit!
folgt dann weiter:
(55)* p=c+wtia, ¢g=c+nttx
also:
(B56)*  my = 2eai 4wt Al ok =2ex + nitx
An Stelle von (57) erhalten wir daher:
p—qg+wt(pn,—qx)

BTy =2 ni+2r [1 4 ent+(a] + i) + n2i+2 aj xi]
mod. n3*++35,
Nach (54)* ist die linke Seite (mod. n3*+3):
=2ty 4 mitla (g4 2nit ) — it g x,,

so daBi wir erhalten:
B g, — %)= —2r,+ 2nr,— 20*+1r 7, mod. n?*+2

Jetzt sind wir in der Lage, die Kongruenz (54)* fiir den
niichst hheren Modul zu erweitern; wir setzen:
(58)* p—q=2n%y 4 r O n¥t3

wo nun #, zu bestimmen ist. Zuniichst ergibt sich:
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pn_ qn — 2 pit? r qu—l + 4 n2i+3,y ": qu—Q
(58%)* 4 8 usi+s (;) Pgr=3 4 r, 9, nditign—1

mod. #4*+3,
Durch Vergleichung mit (57)* erhalten wir also (nach
Division mit r, n2*+3):
2, + mi+19, 4 dvr,gnt4 8 (g) R
= 2e(mi + %) + 2w mixi mod. ntit?,
oder nach (56)*:

2600y —m)=2r,q" "2 —2nr g"—?

(58")*—1;‘+’[0,+ 2xi'4 27, g2+ 8(3)}1 rzq~-9—2n;x;]
mod. n?*+?

und, wenn wir links 71, und x, einfithren und mit ¢ multi-
plizieren :
(¢,—n)g=2r,—2nr,g"!

(58 — pi+! [0,q +2r %+ (xi—ni) g+ 8 (g)}?ﬁqn—z}
mod. n?*+2,

oder endlich, wenn wir in der eckigen Klammer die Relation
(58"* zur Umformung benutzen, und im zweiten Gliede der
rechten Seite ¢"—' durch 1 4 n*t!x, ersetzen:

(y—x)g=—2r+2nn
(58%)* +n‘+*[0 +2rx, 43¢+ 8 ”)l,s 2
19 1% 19 g ) an?

mod. nt+2,

Indem man die rechte Seite mit der rechten Seite
von (57*)* vergleicht, ergibt sich die Bestimmung von #,.
Eine Ausnahme tritt im Falle # =8 ein, da man dann das
Glied mit dem Faktor (g
kann; dann lautet vielmehr die letzte Kongruenz:

) nicht in die eckige Klammer bringen
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(A, —x)g=—2r,+2-3r,+8-3rl¢
+ 319, 9+ 2r, %, + rig] mod. 3*+2
und jetzt folgt durch Vergleichung mit (57%):
r,= 0 mod. 3.

Von hier ab kann die Reihe von Schliissen unseres Re-
kursionsverfahrens in ganz gleicher Weise wie oben durchge-
fithrt werden; man setze:

60 p—g=2n+"r 4 r P a3 Ly J niite

und verfahre in ganz entsprechender Weise, so wird man die
Zahl 9, bis auf Vielfache von n bestimmen konnen. Ks ist
dabei nur nétig, auch die Kongruenz (53)* fiir immer hihere
Moduln zu erweitern. Zu dem Zwecke gehen wir wieder von
der Gleichung 2" = y» + #* aus; das Einsetzen der Werte
(41)* gibt eine Relation, die zur Definition von 7, dienen kann,
wenn wir gemifi (53)* setzen:

(60%)* paR=p ¢ (1 +a+y)

Einfacher geschieht die Bestimmung von 7, wieder auf
folgende Weise. Auf Grund der Kongruenz (52%)* haben wir:
(60°)* g=nt*t2r r,=n*t2r p q" mod. n¥*+3,
also nach (51%)* und (53%)*:
zy =[prq"+ n¥+irip?¢>* ]  mod. ntit?

Ep’" qnv + nitiy. f: (pq)?v+n(r—l) mod. ”H.—Q-'I,
also nach (30)*:

T:Ep"'q"'+ ”2).+1,v.,.:pnv—lan-| mod. ntit+7

(60%)*

und somit:
Y= p g 4 023y 1l mod. wtAte,
folglich nach (39)* und (54*)*:
paR=p ¢+ n*t3.ppip g mod. n4*te
= 4 iy i gt od, wdiH,

(60)*
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wodurch 7, bestimmt ist:
y=rriplg~! mod. nit!,

und die Kongruenz (53*)* kann nun auch fiir einen hoheren
Modul aufgestellt werden; sie lautet dann:

(600 pr— qn=2ni+2r prqr 4 2u¥i+5,pd o=l gtr-
mod. nti+e,

Durch ein Pendelverfahren, analog demjenigen, das am
Schlusse von § 5 eingehend geschildert wurde, wird man so
die Kongruenzen fiir die Werte von p —g, von 7 — x und
von p* —q* auf immer hdhere Potenzen des Moduls n er-
weitern konnen. Ist man bei der Kongruenz fiilr p — ¢, d. h. in
(58)*, bis zum Modul #**+n»+! gelangt, so dak der Koeffizient
von n**+n" bestimmt werden soll, so tritt in der entsprechenden
Kongruenz (58%)* rechts das Glied:

on pnitn (:) "l.

auf, das einen Faktor » weniger enthiilt, als man nach dem
Verlauf der Rechnungen bis zu diesem Modul erwarten durfte,

indem der Binomialkoeffizient (’;) fir s<n durch » teilbar

ist, filr s =n aber nicht. Hierdurch ist es dann wieder be-
dingt, daBi sich bei Aufstellung der Kongruenz fiir z, — x,,
d. h. der zu (58°)* analogen Kongruenz, fiir den Modul:

pEDAFR 2= Qi+ — i —Ditn—1

ein Glied ergibt, welches die schon vollstindig definierten
Glieder der entsprechenden niedrigeren Kongruenz noch beein-
flussen wiirde, welches also noch einen Faktor » mehr ent-
halten mufi; und dies kann nur erreicht werden, wenn der
andere Faktor dieses Gliedes, der sich aus einer Potenz von r,
und einer Potenz von ¢ zusammensetzt, den Faktor n enthilt.
Wir kommen so, da ¢ nicht durch # teilbar sein kann, zu
dem Schlusse (vgl. auch unten § 12):

rp= 0 mod. n.
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Aus (44)* folgt dann, daB =, — », durch #**+' und aus
(55%)*, dati p* — ¢ durch #**! teilbar sein muf, d. h. daB die
Relationen (63) fiir die Zahl 4 -+ 1 bestehen, wenn sie fiir die
Zahl 7 gelten.

Wenn man also annimmt, es sei »* durch n* teilbar, so
folgt, daB r‘ auch durch n*+! teilbar ist. Die Zahl »' ist
somit durch jede beliebige Potenz von =» teilbar,
d. h. wir haben:

r'=0.

Dann aber geben die Gleichungen (41) bzw. (41)*:
r=p y=¢, =0
und aus (42) folgt: »=q".
Wenn also die drei Zahlen z,y, # der Gleichung:
"= yn 4 5"
geniigen, so kann 2 (und ebenso y) nicht durch » teil-
bar sein, es sei denn, daf die betreffende Zahl gleich

Null ist, wo sich dann die genannte Gleichung auf
eine Identitit reduziert.

§ 7. Der Fall II).

Der Fall II) lifit sich in genau der gleichen Weise er-
ledigen. Aus den Identititen (13) und (17*) erhalten wir bzw.:
nary =1t — 3 N, zi-lyi=l prin—2i4n),

i=1

(64)

na s = q: - 3 2 :\" -1 g1 qn(n*2|'+l)’

(=1
und schlieien aus ihnen, wie in (21), (23) und (24) die Kon-
gruenzen :

W= ra =1 mod. n,
Yy =q:q.—q mod. n,
8 =reor,=1r mod. n,

Y+2 =qqu+rra=—q-+r mod. n
= p"oniy—1 0 mod. n,
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also auch, entsprechend zu (25):

¢"+™=0 mod n
ferner aus II*):

2x=¢g"+ r" 4+ p*n"~' =10 mod. n%
Die Identitiit (13%) gibt nach Division mit n:
(__ 1)'!,.:' " p: - pn(-— Nynin—2
(64%) +2': (— 1) Nyt =1 yfi=1 pr(n=2i40) ot — 2in 4 2i=2,
i=2

Hieraus folgt, wie oben entsprechend aus (28), dak p
durch n teilbar sein muf, wihrend p, den Faktor n
nicht enthalten kann. Wir setzen demnach:

T =" ppn=n"p'pu.
An Stelle von (29) haben wir hier die Gleichungen:
¢ '=14nx, ml=1+4+np,
" =1l+4nx, r =1+4+np,
und an Stelle von (30):
T—y=r=n"pp.—qd,

(65)

(66) o gt
T—a=q"=n'p' pp—1ra,

also infolge von (35):
Mm=r+nrpo=np' p,—q—nqx',

=q+ngx=n'p'p,—r—nro
somit :

(67) g+ r—wp'pa=—n@ro+gx)=—n(re'+ gx)
An Stelle von (32) crhalten wir also:

(68) 1" —x)=r(0'— o),
und an Stelle von (33):

Ng=p' —
(69) &g=p0 2,

Nr=ux'—x,

wo N eine ganze Zahl bezeichnet. Die Berechnung der Summe
¥ - < gibt hier:
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win=lph=qqn+rra=q+r+ngx'+re;
analog zu (33) erhalten wir hieraus:
N(pp—n»=3pn=-N)p'-n=—(e—e)(x —«),

und daran lassen sich dieselben Schliisse ankniipfen, wie oben
an die entsprechende Gleichung, so dafi wir zu dem Ansatze:

Pl=1+nx, r-l=1+np,
G =14+nx+n*x, r. =1+4np+nipg

berechtigt sind. Die Bildung der Ausdriicke z —y und z — 2
ergibt jetzt:

(70)

Mm=r4nrog=p,p'nt—q—nqgx—niqx

71
R "=q+ngx=p.p'n*—r—nro—nire,,

also:
(712) g+r+n(ro+qgx)—pap'-n'=—n'qx,= —niro,
Die Summe y + z =mn?"—"p" gibt hier:
wrlph=qqutrra=q+r+nlgx+ro)+n'gx+re);
wir erhalten demnach:
g+ r=—n(gx+re) —n'(gx+re) + 01 p"
= —n(gx +ro) —nqx,+ n¥p.p',
und folglich, unter Benutzung von (72):
(74 gx,=rg, = —pup' +n*" "2 p"
wodurch wir zu den Gleichungen (P bezeichnet eine ganze Zahl):

(73)

(75) %, =Prp', o,=Pqp, p.—mwir=tp"-l=—Pgr

gefithrt werden, aus denen sich sofort die folgenden ergeben:
2z = nIn—1p™ 4 g 4 = 2p2n-1 p'n — Antqrp’ P,

(16) 2y=mn—lpmf gn —m=2¢" 4 2n2qrp'P,
2z=ni"—lp"—g" =24 2niqrp'P,

und es ist klar, dab man aus diesen Gleichungen dieselben

Schliisse ziehen kann, wie oben aus den Gleichungen (42), so
dab man zu der Annahme p'= 0 als der einzig mdiglichen
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gefithrt wird; bei der Durchfithrung des Beweises wilrde es sich
nur darum handeln, in den Betrachtungen von § 5 und § 6
einige Buchstaben zu vertauschen und Vorzeichen zu iindern;
wir konnen deshalb diese Wiederholung ersparen. Es folgt so,
da y und # positiv vorausgesetzt wurden, auch ¢ =0, r = 0.
Der Fall II) kann daher, wenn z,y, ¢ positiv voraus-
gesetzt werden, nicht vorkommen.

§ 8. Hilfsformeln zur Erledigung des Falles III).

Die Erledigung der durch die Gleichungen III) bis III®)
in § 3 gegebenen Moglichkeiten werden wir in § 10 auf den
folgenden Satz zuriickfithren, bzw. auf die zu diesem Satze
fihrenden Formeln:

Sind p, ¢, r drei nicht durch n teilbare ganze Zahlen,
und besteht zwischen ihnen und einer ungeraden Prim-
zahl n(=2» + 1) die Relation:

(77) Pr—q"—r=0 mod. n®

(d. h. liit sich von drei Wurzeln der Kongruenz X*~'=1
mod. n* eine als Summe der beiden anderen darstellen),
so bestehen die Kongruenzen:

77 ¢ =r=(—1yp mod. n,
ausgenommen die Fille, wo ¢ =1 oder p== —r oder
p= —gq ist.

Entsprechend der Kongruenz (77) setzen wir:?)
(78) Pr—q"—r"=2an® mod. n
wo a eine ganze Zahl bezeichne, die zuniichst nicht durch »

teilbar sei. Ersetzen wir nun in der fundamentalen Identitiit
(12) die willkiirlichen Zahlen z, y bzw. durch p*, ¢", so wird:

') DaB auf der rechten Seite von (78) eine gerade Zahl 2a einge-
fithrt wurde, ist keine Spezialisierung, da jede ungerade Zahl durch Hin-
zufilgen von Vielfachen von n zu einer geraden gemacht werden kann
und sich dadurch die rechte Seite von (78) nur um Vielfache von »®
findern wiirde.
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v
(79) P — @t — (p"— @) = X N, prl=1 gnii=D (pn — guyn—2i2,
und dies ist eine identische Gleichung. Die linke Seite ist
nach dem erweiterten Fermatschen Satze mit p"—g"—(p" —¢")
in Bezug auf den Modul »® iiquivalent, also nach (78) mit
7" — q@"— ™ und somit durch »* teilbar; die rechte Seite ent-
hiilt den Faktor n, da nach § 2 alle Zahlen N; durch » teilbar
sind.  Setzen wir also:

vl
(80) n T =Y N, prl= gnti=1 pn(n=2i41)

=2

so ist 7' eine ganze Zahl, und es wird die rechte Seite von
(79) gleich nr" T, und es folgt:

=mn-r-T mod. n?
also:

(81) 70 mod. n. .

Durch Differentiation der Identitiit (79) nach p" entsteht
die Relation:
» n [pn(n—l) o (1"! N qn)u—l]
=3 N, (n — 2i -+ 2) prli=D gnti=1) (pn — gryr=2i41
(82) =3
vl
qQ )32 No(i — 1) pri=2 gnii=n (pn — guyn=2642,

welche ebenfalls identisch erfillt ist. Setzen wir also:?)

w
(83) n Tl . z} J\Y._ (l i l)pn (1~2) qn (1 —2) rn(ll-EH-l)‘
=2

wo dann T, eine ganze Zahl bedeutet, so wird in Riicksicht

auf (77):

(83 n(pr=N—pn =Dy =2 Tt n(g"r"—2p"q") I, mod. n
') Die hier eingefithrten Zahlen T und T, werden spiiter zum

Unterschiede von anderen analogen Zahlen mit 7', und 1), bezeichnet
werden.
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Die linke Seite ist wegen der Kongruenzen:
prr= =gn»=D =1 mod. n?
durch %3 teilbar, T nach (81) durch n; es wird also:
(84) (r—2p)T,=—0 mod. n?,
denn der Faktor ¢" kann der Voraussetzung nach nicht durch
n teilbar sein. Es ist also T, durch »! teilbar, ausge-

nommen den Fall, wo die Zahl rm—2p" [= — (»* + ¢")]
durch n teilbar ist.

Zu weiteren Resultaten gelangen wir, indem wir auf der
linken und rechten Seite von (82) auch die dritte Potenz von
n beriicksichtigen. Wir fithren drei Zahlen =n, x, o ein, die
durch die folgenden Gleichungen definiert seien:

85 p'=14na, g '=1+nx, m'=14no.

Dann wird auf der linken Seite von (82):

’ o= —ifpv—gYs]

(86) =n(p ™D — =D L 2an? ") mod. n
==n¥ (@ —o+ 2ar?) mod. nt.
Auf der rechten Seite von (82) ist:
r+1

2 N.-(’l —2i + 2) pn(i-l) qﬂ(i—l) (pn o qu)u-n-{-x
=2

vt
(B7) =3 Ni(n—2i 4 2) pr6- gnti=1) [yn(n=2i+1D
i=2
+ 2an?(n—2i+4 1)ymir-20]

=T —2np"¢" T, + 2an®p"¢" T, mod. nt,
wenn 7' wieder durch (80) und die ganze Zahl Ty durch die
Gleichung:
(88) nT,=2 Ni(2i—1)(2i—2)pr-dgnli-Bgntr—20

definiert wird (denn das filr i =» + 1 entstehende letzte Glied
hat den Faktor n — 2 - 1, d. h. den Faktor Null). Die andere
Summe auf der rechten Seite von (82) ist nach (78):
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v41
E M (i = l)pn((—Z) qn(l'—l) (pu - qu)u—2(+2
=2

1
= 2 N; (,‘ = l)pu(l—?) qn(i—l) [,.-(..-u+2)
i=2

+ 2an?(n—2i 4 2)rrn—204D]
—qg"rm-nT, —4an*Tyq" mod. n'
wenn:
r+1
nTy=3 N;(i — 1) pr6 = gnli=2 puir=2i+D)
i=2
gesetzt wird. Wegen der Relation:
Ri—1)Qi—2)=4G—12+2@(@—-1)
ist aber (da N,4, =n war):
88 nlyr=4nT,+ 20T, —2ntyprt—Ngntr=0,
Es wird demnach:
v+
S IN:i (i — 1) prG=2 gn=1) (pn — gm)n —2i42
(89) ZNG—Dpre-tge-nr—g)
=ngrr T4 2an* " Ti—an*q"r T, mod. nt.
Setzen wir die Werte (86), (87) und (89) in (82) ein, so
ergibt sich:
(r—o+2art=n=nT + ¢"(r"—2p")(T,—an*Ty)
+ 2an*q" T, mod. n?
wobei zu beachten ist, daB nach (81) die Zahl T' durck #, und
nach (84) das Produkt:
(" — 21’") (Tl —an Tx)

durch n? teilbar ist.

(90)

Ahuliche Gleichungen und Kongruenzen erhiilt man, indem
man die Identitit (79) nach ¢* differenziert und analoge Ent-
wicklungen anstellt. Wenn man aber die so entstehenden
Relationen benutzen will, so ergeben sich keine brauchbaren

1907. Bitzungsb. d. math.-phys. KL 23
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Resultate, wenn man nicht zuvor noch eine weitere Potenz
von n bei der Entwicklung beriicksichtigt.

ZurVereinfachungder Rechnungen ersetzen wir im
folgenden die Kongruenz (78) durch die Gleichung:
91) P—gn—r"=2an’.

In Riicksicht auf die spiteren Untersuchungen, bei denen
die Zahl a als durch eine Potenz von n teilbar angenommen
wird, empfiehlt es sich, statt der Zahlen x, o die Zahlen p, r
beizubehalten. Die Kongruenz (90) lautet dann (da 7', durch
n? teilbar ist und da 7 — 2p" = — (¢" + ) mod. n? ist):

pn(n—l) - rn(n—l) + 2 a ne ru(n—El
=nl —q" (¢ +p")(T,— an®*Ty) mod. n? ')
Hierbei ist vorausgesetzt, daB ¢" 4 p" nicht durch
n teilbar sei, denn nur dann ist nach (84) die Zahl T,
notwendig durch »? teilbar. Es soll demnach im fol-
genden zuniichst angenommen werden, daB keine der
drei Zahlen p*+ ¢", p"+ ", ¢"—r" durch n teilbar sei.

Differenzieren wir die Identitit (79) nach ¢*, so wird,

analog zu (82):

(¥2)

. ”[(pn_qn)n-l__qn(u-l)]
=— 2 Ni(n — 2i 4 2) prti=N gnti=1) (pn — gn) n—2i+1
(93) i=?
r41
+ XN (i — 1) pr—=D gnl=2) (g — gry—2i+2
=2

Die eckige Klammer der linken Seite ist hier:
= [rn(n—l) - qn(n-l) — 2an? ru\u—'.‘)] mod. n?®

und auf der rechten Seite die erste Summe wieder durch (87)
gegeben, die zweite Summe unterscheidet sich von der Summe
(89) nur um einen Kaktor; sie ist also:

1) Hiitten wir in (91) den Faktor von n? als ungerade Zahl ange-
nommen, so hiitten wir hier rechts und links mit 2 multiplizieren mfissen;
etwas wesentliches wirde dadurch nicht gefindert werden.
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=Z=apr Il +2an’p" T —an*p*r T, mod. nt,

so daB wir erhalten:
ynin—1) _ qn(n =D __Qan2ynr—9

9) =—nT+p(+2¢) (T, —an'T)

=—nl+p @+ ¢)T,—an*T;) mod. n

In allen unseren Rechnungen kommen die Zahlen ¢ und r

symmetrisch vor; in vorstehenden Formeln darf daher auch
iiberall ¢ mit r vertauscht werden. Bezeichnen wir demnach

mit Ty, T\y, T.y die Zahlen, welche aus T, T, T, durch diese
Vertauschung entstehen, d. h. setzen wir:

v41

(95) nT, ___‘):“‘2 N, prG=D gn(=1) gnn—2i+1),
v

(96) nTig=2 N,(i —1)pr6=2 yé=d grn—2itD,
i=2

(O7) nTog= X Ni(2i — 1) (23 — 2)pr=9 = gra-ta,

und bezeichnen dementsprechend die friiher eingefithrten Zahlen
T, T, T, jetzt bzw. mit Ty, T,, T2,, so bestehen auch die
folgenden beiden Kongruenzen:

pn(u—l) . qa(u—l) + 2an? qu(n-ﬂ)

8
) =al,—r @+ p)(T1y—an*Tz;) mod. n?
und:
n—=1) __pntn—-1)__ 9 2 on(n—2)
@) q an®q

=—nTi+pr (4 ) (Lg—an?Tey) mod. n%
Multiplizieren wir die Kongruenz (92) mit p", die Kon-
gruenz (93) mit ¢" und bilden die Summe, so wird:
PE— gt — =D (g — ) o Dan? =D (pr )

=—aT,(p*—q") mod. n?
oder:

(100) =g —r*=—nal, r™ mod n
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Dasselbe Resultat erhilt man auch leicht direkt aus (79);
wie es nach dem Kulerschen Theoreme iiber homogene Funk-
tionen sein mufi. Durch Anwendung der Gleichung (91) auf
die Identitiit (79) und Entwicklung nach Potenzen von n
erhalten wir genauer:

P g — " — 2apd =D
:‘-’,}Sl\"p"“‘”q'\“" (4 2an?)*-%+2 mod. n®,
oder: ~
(100%)
Ebenso ist:
(101) P — " —r=2an*+ ng"T; mod. n®
und folglich:
(101%) mT,=q¢ T, mod. n'
Dieselben Rechnungen lassen sich auch durchfiihren, indem

man von der zwischen ¢ und »", analog zu (79), bestehenden
Identitit ausgeht; dieselbe lautet:

r41
(102) q-’_'_rn’_(qﬂ_'_ra)n e 2 N._(_l)‘—l qn(‘—l)'a(l'—l)(ql_i_’ll)l—zi'f'.’.
=2

=g —r=2an*+arT, —4an*pq T\,
=2an*4 nr T, mod. n®

Setzt man also, analog zu (80):
v
(102-) n .T,, - Xr N} (__ 1)«—1 q"“" 1) g (i— I)pu(n -2l+l),

so folgt wieder :l=2
(102Y) T,=0 mod. n.
Die Differentiation der Identitit (102) nach ¢ ergibt:
e =@ ]
=‘§2N‘(_ 1= 1(n—2i 4 2) gn6=1 pn =D (gn - po)n = 2i1

41
+ X Ni(—=1)F 1= 1) gnE =D (=D (gn | gpm)n —2i+2
=3

=T, +nr (p"—2¢") T, mod. n?

(103)
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wenn:
vl

(104) n Ty, =2 Ni(—1)=13i—1)gnl- 2= prn=2i+1)
=2

gesetzt wird; und aus (102) folgt, analog zu (84):

(105) (p"—2¢) T1p,==0 mod. n*

Beriieksichtigen wir auch die dritte Potenz von n, so ist
die linke Seite von (103):

(106) =n[g"—D—prr=D— 2an? pn»=2] mod. ni.
Auf der rechten Seite (103) ist die erste Summe:
(107) =n*T, —2nq"r T\, — 2an*q"r" Top mod. nt,

wenn, analog zu (88):
(108) nTs,= ?,M(_ 1)-1(2i— 1)(2i —2) gni =D yn (=2 pn(n =29,

Die zweite Summe auf der rechten Seite von (103) ist:
(109) =np"rm T\, + 4an® Tspr™ mod. n,
wo: vl
n fs,=§M(i— 1)F (— 1) =D pn(=2) g —2i41),
Diese Zahl lifit sich auf 75, mittels der zu (88%) analogen
Relation:
nTopp*=14nTsp 4+ 2n Ty —2n3y(—1) "=V pr0=D
zuriickfithren; folglich wird der Ausdruck (109):
(110) =np"r T\p—2an®*r T\, + an®*p*r Ts, mod. n*,
Durch Einsetzen der Werte (106), (107) und (110) in die
Identitiit (103) findet man (da 1), durch n* teilbar ist):
qn(n—l) —p m-n _ 9 nnzpu(n—e)
=nT,—r(q*— ) (T, + an?*Ts;) wod. nt.
Durch Vertauschung von ¢ mit » ergibt sich ebenso:
e =1 _ pn(»—l) — Zaniprn—
nTp+q"(q" — r)(Tip+ an®Tpp) mod. nt.

(111)

(112)
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Durch Anwendung der Gleichung (91) auf die Identitit
(102), erhalten wir ferner die zu (100*) analoge Kongruenz:
(113) =t —r =2an*— nTpp* mod. n®

Die Kongruenz (101*) konnen wir demnach in der folgen-
den Form erweitern; es ist:

(114) —pTy==q"Ty=r"T, mod. n'
Die hier aufgestellten Kongruenzen sind siimtlich
eine Folge der Gleichung (91), unter der Voraussetzung,

daB keine der Zahlen p* + ¢*, p"+ ", ¢" — r* durch n
teilbar sei.

Um die Ubersicht zu erleichtern, wollen wir noch folgende
Bezeichnungen einfithren; es sei:
(@ — ) (Thp+ an® Tep) = n* S,
(114%) ("4 p") (Thg— an® Tpy) =n*S,,
@+ p")(T\,— an®Ts,) = n?S,.

Die Kongruenzen (92), (94), (98), (99), (111), (112) lauten
dann (mod. n%):

(115) pr=D — =D 4 Dap2pr=0 —  n T, —n¥g"S,,
(115%) pre=D — gnin=0) _ a2ty =2 — nT, 4 n*p"S,,
(115%) pr=1 — gnv=b L D apign=d : nTy—n*r S,
(115°) gur="— yprte= _ 2angr= = — 8 T, + n?p" S,.
(1159) gn=D —prtu=-1) _ 2 guipr =2 : nTp—n*rS,,
(115°) pn=b_pr=D __2anuipr®=2 —  nT,4 n*g*S,.

Multiplizieren wir nun (115) mit »*, (115%) mit ¢* und
bilden die Summe, so ergibt sich:
pu\n_n(qn oL rn) ! (1..'.' 2 an? (rn(u—l) + gnn- \)
=n@" T+ ¢ T) —n*q"r (S, +S) mod. n?,
oder, da ¢"+ r* = p"— 2an? ist:
(116) =g =t 2ant = n( T, + ¢ 1))
—ntg"r (S, +S,) mod. n’
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Analog erhiilt man aus (115%) und (115%), indem man
bzw. mit »* und p* multipliziert und die Summe bildet:
,..2__17-2__ qn(n—l) (r» _Pn) el ganz(rn(n—l) + pn(u—l))
—n@" T, —rT,)+n*p"r (S, —S;) mod. 3

oder:

(117) M= —rt 4 2ant=n(r 1, — p T})

—np"r* (S, —S,) mod. n?,
endlich analog durch Vertauschung von ¢ mit r, wobei S, sein
Zeichen wechselt, oder direkt aus (115°) und (115°):
M-t —r - Cant=n(¢"T,—p" Tp)
—n?p"q" (S, +S,) mod. nd

In Riicksicht auf (113) lassen sich diese letzten Kon-

gruenzen in folgender Form schreiben:
=g —r+2an*—2ar T, =2an*—nr T,
(119) =n*(S,—S)p"r = —n* (S, +S)q"p"
=—n¢"r(S,+S) mod. n’

(118)

und hieraus leitet man die folgende Relation ab:
(120) Spp* = S, — 8;q" mod. n.

Multiplizieren wir jetzt die Kongruenz (115) mit »*, (115¢)
mit p” und bilden die Summe, so wird unter Benutzung von
(114):
nr T, —n2q*r S, + n*prq* S, + np" T,

(29 — g (80 — S 77) = (2 — pr) (=D — =)
mod. 7%

also nach (120) und (91), oder direkt aus (115%) und (115°):

(121) Pl — =D =3 Sign mod. %

ebenso ist:

(121%) =l —gn=D = n2 S mod. nd,

und, indem man (115% mit »*, (115°) mit ¢" multipliziert,
ergibt sich durch Subtraktion:

(121%)  gr=D — =) == — 28,7 mod. n'.
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Vermige dieser drei Relationen werden die Kongruenzen
(115)...(115°) auf die Relationen (119) und (120) reduziert.
Die von uns aufgestellten Gleichungen und Kongruenzen
sind siimtlich Folge des Bestehens der Gleichung (91) bzw. der
Kongruenz (78). Fiir die Anwendung, welche wir im Auge
haben, ist es wichtig, die Kongruenz (77) mit der Kongruenz:

(122) pPP—g*—r?=0 mod. n®

in Verbindung zu bringen. Es fragt sich, ob beide Kon-
gruenzen gleichzeitig bestehen konnen.

Infolge von (122) sind nach (100%), bzw. (101) oder (113)
jetzt die Zahlen T, 7y und 7}, durch n* teilbar. Wir setzen:
(123) P — =2y 3,

Dann ist nach (113) und (114):

(123%) 2yn=-2an*— p*T,= 2an*+ 71, mod.n'.

Alle vorstehenden Uberlegungen und Rechnungen kinnen
in ganz derselben Weise durchgefithrt werden, wenn man
itberall p~, ¢", ™, bzw. durch p** g™, r* ersetzt. Besteht die
Relation (123), d. h. wird gleichzeitig a durch yn ersetzt, so
hat man offenbar in allen vorstehenden Kongruenzen die Potenz
des Moduls um eine Einheit zu erhthen.!) Seien also Ty, S;
die Zahlen, welche aus T,, S, entstehen, wenn man p™, g"*, r
fiir p*, g", ™ einsetzt, so ist z. B. analog zu (92), wie man
mittels der erwiihnten Substitution aus (82) findet:

pni(w— 1) ym2(n—1) + 2 7 nd rn’(n-!)
=al,— ¢ (p + @) (T — yn3Ts) —n T, — ¢ S;n* mod. n'.

Gemiis (83) ist hier also 7, — T}, mod. n* und somit
auch 77, durch n? teilbar. Die links stehende Differenz ist
durch n® teilbar und deshalb folgt, daB 7; auch durch =?
teilbar ist, wie es wegen der Kongruenz 7, == T; mod. n* selbst-
verstindlich war, denn nach (123%) ist jetat:

(123b) T, =0 mod. n*

!) Vgl. auch die Rechnungen im folgenden Paragraphen.
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In obiger Kongruenz kinnen wir rechts und links mit »
dividieren und erhalten dadurch:

(128¢) prin=D —pntn=D 4 2y 2= =T\ — ng" S, mod. n®

Hierin haben nach obigem die Zahlen T folgende Werte:

v 41
wnTi = N pr26=D gnté-1) pr=2it 1),
=2

vl
(123 n T, = -2.,N‘(i 1) prR=D R G- 2 (n-2i4 D),

n .Té,- - 2 -M(2'r = 1)(2 i a)pn?u‘—?) qn?n'- 2) rn'-'(n—i'l'),
=2

und es ist zu setzen, analog zu (114%):
8 =@+ ) (Tir—yn* Tir).
Da T, durch n? teilbar ist, so haben wir auch:
(128%) w28, = (" + p") (Ti,— yn* T2)) mod. n'.

Die Zahlen 7' lassen sich in folgender Weise auf die
Zahlen T zuriickfithren. Gemili (85) ist:

pP=p"(1 +na)y=p'(l + n*x+ n¥ra’) mod. n';
setzen wir also zur Abkiirzung:
nM,= Mpn(l‘—l) qn(.’—-l) r"(l—!l'-{-l),
P=a+4x—2p, Q@Q=n"+4 x*—20?%
so erhalten wir aus (1239):
T, =XM1+ G —1)(P+nrQ)
+ nlo—no — n¥ro*]  mod. nt,
e T, =X —1)M[14+nG—1)(P+nrQ)
+ nlo—nlp —n*ro?]  mod. nd,
Pt T, =2R2i—1)Ri—2)M[1+ni—1)(P+ nrQ)

+nlo—2n%o — 2n*vp?] mod. nt,

(1239

und durch Auflésung der Klammern:
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T, =T, +n(P+nvQ)T\,+ (n*—n*—n®r0)oT, mod.n?,
(1235) Ti, = T\, 0¥ (P+nrvQ)Ts,+ (n*—n2 —ndro)oT, , nd,
Ts, = Ty, v w
wo T, wieder nach (88*) auf 75, zurtickgefithrt werden kann.
Da nun 7, und 7', je durch »® teilbar sind, so folgt schlieflich:

I, =1, mod. nt,
(128%) Ti, =T, +n(@+x—20)Ts, , u
Tér = T.’r » ”‘-

Die erste dieser Kongruenzen gibt uns zusammen mit
(123%) das Resultat:

(123 2(y —a)n*=7"T, mod. nt.

Subtrahieren wir jetzt die Kongruenz (123¢) von (115),
so wird:

Ca—2p)n*=mTI,— Iy — n*q" S, + ng"S;)r mod. n%

und in Riicksicht auf (123%) und (123%) folgt weiter:
(123%) S,y = nS, mod. n?,
so daf aus der Kongruenz (123°) die folgende hervorgeht:
(123Y) nS, = (p"+ ¢)(Tiy — yn®Ts,) mod. nt,
wonach 7', jetzt durch »n® teilbar ist, und weiter durch
Vergleichung mit der dritten Gleichung (114%):
(a23m)y 7, —yn*ls, =n(T\,—an*Ts,) mod. n'.

In Riicksicht auf die dritte der Kongruenzen (123") kann

die mittlere der letzteren demnach in der folgenden Form ge-
schrieben werden:
(123“) (7_")n31"2r+ nTlr_Tlr+”,(P+ ""Q)Tar
mod. n.
Ganz analoge Relationen ergeben sich, wenn man von den
Zahlen 77, S* zu Zahlen T, S* iibergeht, indem man wieder

p. q,r bzw. durch p* ¢ r* ersetzt. Um dann diese neuen
Zahlen auf 7 und ' zuriickzufithren, hat man in den eckigen
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Klammern der Kongruenzen (1237 nur die Exponenten von »
um eine Einheit zu erhdhen und den Modul n* durch n® zu
ersetzen, ferner die Definition von M; entsprechend abzuiindern.
An Stelle von (123%) findet man so:

I; =T, mod. n®,
(1230) ;f = T;r + ”‘ (P + ”VQ)Ti' " nb'
T?’r‘_—:T‘:" » ”.'

Gleichzeitig haben wir jetzt y durch y — a zu ersetzen;
denn es ist:

=gt gt =g = (P a— g x— " x) mod. nt,
und :
Pt =t P — @ — " (PP — " x— 1" 0) mod. 7},
also zuniichst:

PPa—q'x—rp=—2a mod. n
und dann:

(1237) =g —r=—=2(y —a)n® mod. nt.

Bei Aufstellung der zu (115) analogen Kongruenz ist
daher a durch y — a zu ersetzen und der Modul »® wieder
durch 7*; es wird also:

n3(n—1) __ ymd(n—1) L 3 m3(n—2)

(123v) P 7‘: + 2 (..;,’ a)n®r
=nT; —n*¢"S, mod. nt,
wo, analog zu (123°):
(123 »*S;=(@"+p)(Tir— (y = @)n*Ti,) mod. n*
gesetzt ist. Da in (12349) die Differenz der ersten beiden Glieder
der linken Seite durch n* teilbar ist, so erhalten wir:
2@ —a)yn¥*=nT;rm—n*q¢"mS; mod. nb
Nach (123%) und (123°) ist aber die linke Seite mit dem

ersten Gliede der rechten Seite in Bezug auf den Modul n®
iiquivalent; wir erhalten also:
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(123%) Sy =0 mod. n?

und somit aus (1237) und (123°):

1239y Ti,= 2@y —a)Te, —n* (P + nr Q) T3, mod. n',
denn fiir 75, und T3, gilt vermdge einer zu (123) analogen

Umformung dieselbe Relation (123°), wie fiir T3,; setzen wir
hier noch den Wert von 7'{, aus (123%) ein, so wird:

(123v) Ihy=—n*(n+ x—20) Ty, mod. n?

was mit (1237) in Ubereinstimmung ist. Letztere Relation gibt
uns aber mehr, wenn wir sie mit den Kongruenzen (123¢) und
(1237) verbinden; durch Subtraktion der letzteren voneinander
erhalten wir niimlich unter Benutzung von (123%):

w2 S, = (¢"+ p)[Tir— Tiv+ an®*Te,] mod. né,
oder, wenn wir den Wert der Differenz T'i, — T'i, aus (123°)
entnehmen:
S, ="+ p")[aTe, — (n + x —20)T3,]n* mod. n*

und wenu wir S; gemiifi (123%) durch S, ausdriicken und so-
dann S, mittels (123') und (123®) auf 7\, und T, zuriick-
fithren :

n(Ty, —an*Ty,) + 0¥ (a4 % —20)Ts, =an*T:, mod. nt.
Der Vergleich mit (123%) ergibt demnach:
”’(;’l + * — 29) Tgr'-—-2(l”’Tgr-— T]r
—= - Tlr
und hieraus folgt, dati entweder a oder T3, durch n teil-
bar sein muB. Es lifit sich aber zeigen, dak die Zahl To,
den Faktor n mnicht enthalten kann. Aus (115) und (115%)
ergibt sich niimlich durch Subtraktion (da 7, durch n? teil-
bar ist):
(a+x—20)r+4a=—S5 "+ ¢)r" mod n;
beriicksichtigen wir also, dafi nach (88%):

mod. n?,
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4Ty, =1T,, mod. n
ist, so finden wir aus (123‘):'
4T, =nmTe [47+ S, (p"+ ¢")™] mod. n,
und durch Vergleichung mit (1239):
Tor™ (p"+ ¢")*=4 mod. n,

so dat in der Tat Ty, nicht durch n teilbar sein kann. Somit
erhalten wir das fiir uns wichtige Resultat:

(124) a=0 mod. n.

Betrachten wir noch den bisher ausgeschlossenen
Fall, wo ¢ — r durch n teilbar ist. Dann reduziert sich
die Kongruenz (77) auf:

(125) p*=2¢" mod. ni.

In (84) kann dann der Faktor » — 2p* (=¢" —2p") nicht
durch n teilbar sein; es folgt also 7, == 0 mod. #» und ebenso:
Tiy==0 mod. n. Aus (125) erhalten wir durch Potenzieren:

(125%) 2"='=1 mod. n.

Nur fir Zahlen », die dieser Bedingung geniigen, kann
also der Fall g=r eintreten. Eine Bestiitigung dieses Re-
sultates geben auch unsere allgemeinen Summenformeln. Die
Gleichung (82) war filr die Grofien p” und ¢* identisch erfillt;
wir diirfen also p* durch 2, ¢* durch 1 ersetzen; das gibt:

B2 — 1) =X N(n—2i42)2 ' 4+ L N,(i — 1)2-2
=nY N2 — 38X N;(i —1)2i-2,
Machen wir andererseits in (93) dieselbe Substitution,
so wird:
0=2N(GE—1)2-"— X N;(n—2i 4 2) 2!

(126)

oder:

(126%) Y N2 = 63 N,(i — 1) 2-2.
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Driicken wir so die erste Summe durch die zweite aus,
so erhalten wir aus (126):

(126Y) n(@1—1)=3X N — 1)2-21)
Ferner ist nach (83) in unserem Falle (d. h. fiir ¢ —r):
nTyg=gq""=9Y N;(i — 1) 2i-2,

Man ersieht hieraus, dak die Bedingung 7', = 0 mod. n*
im Falle ¢ = in der Tat mit der Bedingung (125%) iiberein-
stimmt.

Analog folgt aus (102), wenn man ¢" und » durch 1 ersetzt:
(127) 2(1 — 271 =Y N;(— 1)-120-2i+2

und aus (103) erhiilt man dasselbe Resultat. Beiliufig finden
wir also die Relation:

nY Ni(— 1)i-120-2H = — 3% N (i — 1) 22,

Soll im Falle ¢ =7 mod. #n auch die Bedingung (122) er-
fillt sein, so ist:
P =2¢" mod. n?,

withrend sich aus (125) durch Potenzieren ergibt:
pP=2"¢" mod. n%
Es mifite also die Bedingung:
(127%) 2"=1=1 mod. n®

erfilllt sein. Wir fassen das Vorstehende in folgend Satze
zusamimen:

Wenn zugleich mit der Kongruenz (77) auch die
Kongruenz (122) bestehen soll und die erstere Kon-
gruenz nur fitr den Modul #? (also nicht fiir #%) gilt,
so ist das nur mdoglich, wenn eine der Zahlen p+ r,

1) Hieraus folgt beiliiufig, dah die Zahl 2#-1—1 fiir jede ungerade
Zahl n durch 8 teilbar ist, wie man auch direkt leicht erkennt.
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q +r,qg—rdurchn teilbar ist und die ungerade Prim-
zahl n der Bedingung (127*%) geniigt.!)

8§ 9. Erweiterung der in § 8 aufgestellten Hilfsformeln
fur hohere Potenzen des Moduls.

Wir haben bisher ausgeschlossen, daf die Zahl a durch
n teilbar sei. Setzen wir jetzt, entsprechend dem in (125)
gewonnenen Resultate :

a=f.nt
so geht die Gleichung (91) in die folgende iiber:
(128) Pt —q" — =2 fnit,

Wir haben nun die entsprechenden Fragen zu untersuchen.
Wir gehen zu der Relation (82) zuriick; die linke Seite derselben
wird jetzt:
(86)* —n[pr—N — =D L 28+ -D]  mod. nitd,
und die erste Summe der rechten Seite von (82):
87 =n*T, —2np"g* T\, + 2pWH3png" T, mod. *H,
ferner die zweite Summe:
=ng"r T, + 203" T, — fnit3gny T,

— it pre—Dgne—l  mod, niH,
so daB wir aus (82) erhalten (da 7', wieder durch »?® teil-
bar ist):

(92)*

(89)

I)u(ll—l)__ rn(u—l) + 2ﬂ”1+2 ru(n—i)
=nTl,—q¢"(¢"+ p")(T\,— pn*+2T,,) mod. n*+3;

!) Der zu Anfung dieses Paragraphen ausgesprochene Satz hatte
sich mir als beilitufige Folgerung ergeben; es zeigte sich aber, dab der
Beweis eine Liicke hatte; leider konnte ich den ausgesprochenen Satz
nicht mehr unterdriicken. Er ist iibrigens fiir die einfachsten Fiille
richtig; so hat man fir n=7: 87 — 27 — 17 _0 mod. 72 (auch mod. 7%)
und 28=13:=—33=1 mod. 7, und fiir n =18: 613 —813—1113_70
mod. 132 (auch mod. 13%) und: 116 86- - 66 _ 1 mod. 13; fir » = 19:
519 — 219 — 819 =0 mod. 19? und 2%:=3% = — 59= — 1 mod. 19.
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ebenso ergibt sich an Stelle von (94):
prn=l) — gn(n=l) 2 Bpi+2 pn(n=2)
=—nT+p"(p"+ ¢)(T'y— ' +2Ty,) mod. ni+3,
Ebenso behalten die Kongruenzen (98) und (99), ferner
(111) und (112) ihre Gultigkeit, wenn man nur iberall a durch

pn* und den Modul n* durch #*+4 ersetzt. Die Kongruenzen
(100*) und (113) werden:

(94)*

=gt — =28t —nT,p d. ni+s
mod. n v
2 pwt g g

so daB auch die Kongruenzen (114) fiir den Modul n*++ giltig
bleiben. In gleicher Weise lassen sich offenbar alle folgenden
Betrachtungen erweitern. Nimmt man dann eine Gleichung:

(123)* Pt — =y, nh+3

hinzu, so ergibt sich durch die genau entsprechenden Schliisse
das Resultat:

(124)* A =0 mod. n,
und damit der Satz:
Sollen also die Kongruenzen:

P —q —r =0 mod n+?

und:
M= —r""=0 mod. n*t?

gleichzeitig bestehen, so muf die erstere auch fir
den Modul #*+? giiltig sein, oder es muf eine der
Zahlen p+gq, p+ r, ¢—r durch » teilbar sein.
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§ 10. Der Fall III).

Wir kehren nach diesen Vorbereitungen zu unserer ur-
spriinglichen Aufgabe zuriick, indem wir den Fall III) unter-
suchen. Die Gleichungen (13), (13*) und (13%) geben hier:

”zvyv= r:____rn(n--l)_ iNixi—lyl'—lrﬂ(n—ﬁf-f-l),

i=2

o =
(129) nar e =gt —gr=D— 3 Niai=1 5= grin =260,

(_ l)'ny'z" =P:_pn(-—l)__}:;(_1)-‘—1Nl.yi—lzl—lpn(u—ei'+n_
Nehmen wir zuniichst an, es sei eine der Zahlen p, ¢,
durch n teilbar. Ks sei etwa r diese Zahl. In der ersten
Gleichung sind dann alle Glieder der rechten Seite, mit Aus-
nahme des ersten, durch n2"+! teilbar, die linke Seite ist durch
n teilbar; es ist folglich auch »} durch » teilbar. Dann aber
enthiilt 7 den Faktor »*, folglich muf auch 2y durch n"—!
=n?* teilbar sein, d. h.  oder y miilite durch n teilbar sein;
das aber ist unmoglich, da x, y, # zueinander relativ prim
sein sollen und da &= r-r, jetzt schon den Faktor n enthiilt.
Wiire umgekehrt r, durch n teilbar, so miifite wegen der
ersten Gleichung (129) auch » durch » teilbar sein, und wir
kommen auf die soeben diskutierte Annahme zuriick.
Im Falle III) kann also keine der Zahlen z, y, ¢
und keine der Zahlen p, q, » den Faktor n enthalten.
Infolgedessen ergeben sich aus den Gleichungen (129)
sofort die Kongruenzen:

pr=p-h, gr=gr0-h, A=yt (=D mod, #,
also auch nach dem Fermat'schen Satze (nach welchem
pr=p ist): :
(130)  po=p™', qu—=g""", r,=r" mod. n
und hieraus:
=1, qu=1, r»—1 mod. n

1907, Bitzunged. d. math.-phys. KI. 24
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Es ist aber nach III):
T=pp.=p, Y=qqn—¢, Z=rra=r mod. n
und durch Potenzieren erhiilt man:
»™—p Y'—¢% £"=r" mod. n?,
also aus der vorausgesetzten Gleichung (3):
(131) =g+ “mod. nt.
Zufolge der Gleichungen IIl) ist y 4 2 = p*, etc., folglich:

y+eo- (x—2)+ (r—y) mod. n?
oder:

(131%) z=y-+2 mod nd
also auch, da die rechte Seite gleich p» ist:
T=pp, —p" mod. n?
und hieraus:
Pa "' mod. nt
Entsprechendes erhiilt man aus (131*) fiir ¢ und r, so dafi:
=pY, qu=¢q"", ry=r""' mod. n.

Um die Zahlen p,, qu, r» bzw. von den Zahlen p*~', ¢*-!,
-1 zu unterscheiden, milssen wir dalier auch das Quadrat
von % beriicksichtigen. Wir setzen demnach:

(132) p~—'=1+4na ¢ '=14nx =14 npg,
folglich gemiifs (130):
m=1l+na+nta, gq.=1+ nx-+4 n,,
ra=1+np 4 no,.
Andererseits. ist nach den Gleichungen III%):
2e=2pp,=p* +q"+r=2p—(p"— ¢ —1r),
(134) 2y=2qq.=p"+"—r=2¢"+(p"— ¢"— 1),
Be=2rry=p — "4 r=2r"+4(p*—q" — ™).

(133)
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Die Vergleichung mit (133) ergibt:
(134%) p*— g —r"= — 2pa, n? = 2¢qx,n = 2rp,n?,
woraus hervorgeht, daf p» — ¢* — »* durch n? teilbar ist, wie
es schon in (131) gefunden wurde. Wir setzen demnach:
(135) P—qr—r=2and
wo nun a eine ganze Zahl bezeichnet, die durch p, ¢ und r
teilbar sein mubi; und dann wird:
(136) z=p' —an®, y=g"+an’, z=r"fan.
Es soll gezeigt werden, daB die Zahl a gleich Null
sein mub.
Setzen wir diese Werte von z, y, z in die vorausgesetzte
Gleichung (3) ein, so ergibt sich:
0=a"—y"—2"=(p" — an®)" —(¢" + an®)* — (r" + an?)"
==t — " —anP(pr D 4 gt D - =) mod. nd,
also, da jede der drei Zahlen innerhalb der letzten Klammer

nach dem erweiterten Fermatschen Satze durch 1 ersetzt
werden darf:

= p*— g — ™ — 3an® mod. nt.
Es besteht folglich die Kongruenz:
(137) ™ =g —r"?=3an® mod. n*

neben der Gleichung (135). Nach dem Resultat von § 8 kann
dies nur ecintreten, wenn entweder die Zahl «, oder eine der
Zahlen p+ q, p+r, ¢ — r durch n teilbar ist. Letztere
Moglichkeit ist aber auszuschlieien, wie jetzt noch
zu beweisen ist. Wenn z. B. p + ¢ den Faktor n enthielte,
d. h. wenn:

(138) p=—gq mod.n
wiire, so erhielte man durch Potenzieren:

139) p*=——¢" mod. n%
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Wir kniipfen zu dem Zwecke wieder an unsere allgemeinen
Formeln an. Das Bestehen der Kongruenzen (92) und (94)
wird durch unsere jetzige Annahme nicht gestort; sie verein-
fachen sich nur dadurch, dab jetzt das Glied an®* Ib¢" (p” + ¢")
gestrichen werden kann; die Kongruenzen (98), (99), (111) und
(112) bleiben vollkommen ungeiindert. Auch die Kongruenzen
(115), ... (115%) bleiben demnach bestehen; in ihnen kann
nur S, jetzt durch die cinfachere Gleichung:

(142) w8 = — (" —2p") T,
definiert werden, welche an Stelle der letzten Gleichung (114%)
tritt; im iibrigen lauten letztere hier:

S, = — (" —2p") (L1g— an*1y,)

n"S,, == (1)” = 2"") (1'“, + an? 1'-.),,).

Eine Anderung erfihrt hingegen die Kongruenz (100%);
sie lautet jetzt:

(143) p* — g — = 2an*+ n T, — dan’p"¢" Ty, mod. %,
withrend die Kongruenzen (101) und (113) unveriindert fort-
bestehen. An Stelle von (114) erhalten wir somit jetzt:

(144) » T, —dan’prq" T\, = ¢" Ty=: — p" T, mod. n'.

Die Giiltigkeit der aus (115) ... (115¢) abgeleiteten Kon-
gruenzen (116), (117), (118) wird nicht gestort; es ist nur dort
S, jetzt durch (142) definiert. An Stelle der Kongruenz (119)
finden wir aus (116) und (143):

(145) 2an* _nr 1, —n*q" (S, 4 S,) mod. n?,
also ein mit (119) dibereinstimmendes Resultat. Aus (117) er-
gibt sich ebenso:
(146) 2ant*—=nr T, — n*p"r" (S, — S,;) mod. n?
ebenfalls in Ubereinstimmung mit (119); endlich aus (118),
(113) und (143):

2an* =ng"Ty—np q" (S, + S)

(147) =T, - 4an®prq" T, —n*p"q" (S, +S,) mod. n®,
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Die Kongruenzen (119) sind also jetzt durch (145), (146)
und (147) zu ersetzen. An Stelle von (120) erhalten wir hier
aus (146) und (147):

daq* T\, +p*S, + ¢"S, — S, 0 mod. n,
dagegen aus (145) und (146):
7S+ ¢S;—rS, =0 mod. n

Es ist folglich 7y, jetzt durch » teilbar, wie auch
aus (125*) und (126°) hervorgeht, und somit ist nach (142)
die Zahl S, durch » teilbar. Infolge dieses Resultates
gelten die Kongruenzen (119) vollstindig unverindert,
und ebenso alle anderen frilheren Relationen, inshesondere
werden die Kongruenzen (143) und (144) jetzt bzw. mit den
entsprechenden fritheren Kongruenzen (100*) und (113) identisch.

Besteht wieder die Relation (123), so folgt aus (143) wieder,
dati 7, durch n* teilbar ist, somit aus (115):

preh — o= 2an® — 0 mod.
ebenso aus (123%):

PO-D =D L Q2 0, ad
folglich:
(147%) a=y mod n.

Dasselbe Resultat leitet man als eine Folge des Zusammen-

bestehens der Relationen:
»—q —r =2an?
pn?__ qn’___ rn? =9 },”'l
m=2p"4 fn?, 2 '=1 mod.n®
leicht direkt ab. Infolge der vorausgesetzten Gleichung (3)
war aber nach (137) 2y = 3a mod. n; aus (147%) folgt also
wieder das Resultat: a — 0 mod. n, auf dem alles folgende beruht.

Auch das weitere Rekursionsverfahren bleibt im wesent-
lichen ungeiindert.

Aus vorstehendem geht hervor, dab die Fiille, wo eine
der Zahlen p+¢q, p+ r, ¢ —r durch n teilbar ist, von
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uns nicht weiter beriicksichtigt zu werden brauchen:
und wir kommen zu folgendem Resultate:

Infolge der Gleichung z* = y* + 2* miissen die Kon-
gruenzen:

" —¢* —r" =0 mod. n*+?

M= —r=0 ., w3
zuniichst filr 2 = 0 bestehen; dann gelten sie nach unserem
Hilfssatze auch fiir 2 =1, dann fiir 2 =2, u.s.f. Es bleibt
also nur die Moglichkeit, dak die Zahl a, welche als Faktor
von n*t2 bzw. n**+3 auftritt, wenn man die Kongruenzen als
Gleichungen schreibt, gleich Null ist; wo wir dann aus Glei-
chung (135) das Resultat:
(148) Pr—q—r=0
erhalten. Mit Riicksicht auf die Gleichungen (134) kinnen
wir sonach folgenden Satz aussprechen:

Sollen also drei Zahlen =z, y, # existieren, deren
keine durch n teilbar ist, und die der Gleichung:

" — yn —_—" =0
geniigen, so ist jede von ihnen gleich der n'*" Potenz
einer anderen Zahl; und zwischen diesen dreianderen
Zahlen p, q, r besteht dieselbe Relation:
pP—q -r=0
Fiir diese Zahlen p, ¢, r gilt also dasselbe; man hat:
P=p, g=q) r=nr
und es ist:
Pr=q—rp=0.

Die Zablen p,, q,. r, sind kleiner als die Zahlen p, ¢, r;
letztere kleiner als die Zahlen z, y, 2. So wird man zu immer
kleineren Zahlen pi, ;. r; fortschreiten, bis eine dieser Zahlen
gleich 1 geworden ist, wo dann eine Gleichung der Form:

Pr=@ 41
bestehen miifite, die offenbar nur méglich ist, wenn P =1,
@ =0 genommen wird.
Hiermit ist auch der Fall 1II) als unmiglich nachgewiesen.
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§ 11. Schlussbemerkung

Somit ist die Unmoglichkeit dargetan, eine Gleichung

der Form (3), d. h. eine Gleichung:

=y + 2
durch ganze Zahlen z, y, z zu befriedigen, wenn n
eine ungerade Primzahl bedeutet, und wenn keine der
Zahlen z, y, 2 durch »n teilbar sein soll. Der Fall aber,
wo eine dieser Zahlen durch n teilbar ist, wurde schon oben
(p. 297 fI.; vgl. auch unten § 12) erledigt.

Da nun die Unmoglichkeit des Falles n = 4 von Lamé¢
nachgewiesen wurde, kann n auch keine Potenz von 2 sein;')
es bleibt also in der Tat nur die eine Maglichkeit » = 2.

Die im vorstehenden herangezogenen Hilfsmittel sind
durchaus elementarer Natur; aulier dem Fermatschen Satze
der Zahlentheorie sind nur einfache algebraische Umformungen
benutzt worden. Es ist daher immerhin moglich, daB Fermat
bereits im Besitze eines Beweises fiir seine Behauptung ge-
wesen ist, denn die von uns benutzten Hilfsmittel sind der
binomische 8atz, der Fermatsche Satz, nach welchem p*~!' —1
mod. n, und der sogenannte erweiterte Fermatsche Satz.

Das gewonncue RResultat kann man auch dahin aussprechen,
dafi die Kurve:

an — yn — M=
aufier den drei Punkten O, 1, —1; 1,0, 1; 1,1, 0 keinen
weiteren Punkt mit rationalen Koordinaten besitzt.

Bedeutet daher 2 eine rationale Zahl, und schneiden wir
die Kurve mit der geraden Linie:

@Z—y)—iz=0,

welche durch den Punkt 1, 1, 0 hindurchgeht, so kann die
resultierende Gleichung nicht durch rationale Werte erfiillt
werden. Es ergibt sich aber durch Elimination von z:

1) Vgl. hierfiir auch den Schlufi des oben zitierten Werkes von
Hilbert.
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pan—y)— (@ - yr=0,
oder nach Division mit £ — y, wenn noch:

=1

@ |y

gesetzt wird:
et Lt D) — (=1 =0,

Ist die ganze Zahl n grifier als 2, so kann demnach diese
Gleichung nicht durch rationale Werte von ¢ und 4 erfillt
werden, ausgenommen die Werte £=1, A=0 und ¢t=0,
A= 41, oder —1, je nachdem die Zahl n ungerade oder ge-
rade ist.

§ 12. Nachtrag zu § 7. — Erl#uterung der allgemeinen
Schltsse an dem Falle n = 5.

Die oben angewandte Schlufiweise mége hier noch an dem
Beispiele n =5 crliiutert werden.

Durch Vergleich der rechten Seite von (584)* mit (57%)*
erhalten wir:

he+2na+re P+ 4 —1D(n—2)rig?
= —2ra, mod n.

Wir konnen hier die Entwicklung sogleich weiter ver-

folgen, wenn wir in (58°)* gemiifi (58%)* setzen:

(xi—ai) = (n—2nn) g4
dann wird:
(—x)q=—2r 4 2nr,

+ ntH (994 2ri, + 1 Cn—1) "2+ $(n—1) (n—2) 1} 7]

mod. n2*+2
also nach (57%)*:

(A) 9= —2n(a+x) —ri(Cn-1)2@"2— 4 (n-1) (n-2) "~*r}
mod. n*t+!,

Die Zahl 9, in (58)* ist hierdurch bis auf Vielfache von
n*+1 bestimmt; wir haben demnach zu setzen:
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(B) p—q =20 1y fr, 9,03 oy 9] wtis,

und nun 9 zu suchen. Durch Potenzieren finden wir, analog

zu (58)*:

P =ng O+ (")’) -0+ ('3’) 87 wditagn-s

© "
+ 16rinti+s (4) Q"% mod. n¥*+e,

und hierin ist:

O, =20ty +r 9 a3 Lo Jntits

D
@ O, =2nt'r 4 r O, n¥+3,
Andererseits ist analog zu (57)* gemiit (60°)*:
@ P TSR [ ent i ) et o]

F2mdi Sy 2=t gr =1 mod. nPi+S,
oder wenn wir die Relation (B) zur Umformung benutzen, und
beiderseits mit r, n?*+3 dividieren: .
2y + 0 )+ 0229 402329 0y + v @h 20y 9y g2
+nttl i (n-1) (n-2)4rig"3+n¥ 2 f(n—-1)(n-2)(n-3)2ri g"~*
=2e(ai+x))+2nH aj x40 +2. 2y .4l pr 1 g’~' mod. 343
oder, analog zu (58°)*:
(t-m)q=2r,—2nr,q""!'
-9+ 2r o +(xi-7i) g+ 4(n - 1) (n-2)rig" 7]
+n? [ 2y pr -l =g - Dig-4dvridhgnT!
-iri(n-1)(n-2)(n-3)g" %] mod. n3*+3,
Hierin ist (1] — »)* gemik (58®)* durch die Zahlen 7,, ¢, 9,,
aj, i auszudriicken. Einen anderen Wert fiir x»,—=x, finden
wir, indem wir in (E) die linke Seite durch:
p—q+W-t(pa,—qx) =20ty 4 nitl g (7, —x,)
+ 022 422r m, 4 ¥ +3r 9 mod. ntitd
ersetzen, wobei zur Umformung die Kongruenz (58)* benutzt

wurde; wir erhalten dann aus (E), nach Division mit n*+!,
analog zu (57%)*:

(¥)
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@ g, —=) =—2r, + 20y, —20it1y a —a?it2y 8
+ W+ 2er () 4 2)) 4+ 0242 2r aix) mod. mPit3.
Macht wan in (F) die angedeutete Substitution, nimlich:
$(a — ) =4 gt Antrigt 2 — Snrigtn -t
—2r, ("" l)"1+] q._l ["l+ 2x'|’+ 2rlq -4
$in—1)(n—2)rig"~*—2aix;] mod. n°*+2

und ersetzt noch ¢" =7 durch 1 + n*+! »,, so stimmt die rechte
Seite von (F) mit der rechten Seite von (G) bis auf die Glieder
mit dem Faktor »**+? i{iberein (denn so war #, bestimmt); die
Vergleichung der letzteren gibt also eine Bestimmung von
bis auf Vielfache von »*+1,

Sodann hiitten wir die Kongruenz (60%) zu erweitern. Wir
setzen demnach:

H) peR=pqg+n?¥3..rip—1q-1 L atiteéy,
In der Gleichung:
ey =[p¢+:e—¢)— 2
ist nach der auf Seite 317 fiir r, abgeleiteten Relation:
Fe g+ =1t mod. mti+S;
also folgt:
2y =gt n Sy (pgltr e,
4 optits (;) H(pg)trHre=  mod. nti+10,
und nach (30)*: i
g ati by vt gar
+ ntits (;) m(pg"r—? mod. b+
und somit:

ra T pqR o prg + nP Syl g =t (pg)tr -t

() RN (';) P(pgy-? mod. nti+e,
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Durch den Vergleich mit (H) ist dann #, bestimmt:
(K) gy=—rip—2g-24n (:;) Fpr =2t mod. n?i+3,

Fiir die Differenz p® — ¢” finden wir hieraus:

PP =2t gy, 2ndits .y gl gt grt
ML) =2t gt 2uihe () (oo

mod. n*4t+1,

Nach (B) diirfen wir, unter Kinfihrung einer noch unbe-
kannten Zahl 9], setzen:

(M) p—g=2n*"r 4 n34+3p 9, + n'iter 9] 4 n®+5r 975

und durch Potenzieren ergibt sich hieraus:

P —q"=n6g""'+ (':) Gl +4 (n) g3
™) ¥ :
+ (:‘) Pptitipt 4 ('5‘) Prnits mod. mtiti,

wo B,, O, durch obige Gleichungen (D) definiert sind, wiihrend
6, die rechte Seite von (M) bezeichnet. Entwickelt man die
rechte Seite von (N) nach Potenzen von n, so stimmen alle
Glieder bis zu demjenigen mit dem Faktor n°#+% einschlietlich
mit den entsprechenden Gliedern von (L) bzw. den schon in
der Kongruenz (C) so weit schon berechneten Gliedern iiber-
ein; der Faktor von n®*+® auf der rechten Seite von n ent-
hilt in ©; die unbekannte Zahl 9], wiihrend diese Zahl auf
der rechten Seite von (L) nicht vorkommt; dadurch ergibt
sich eine Bestimmung dieser Zahl bis auf Vielfache der Zahl
n*+1 Ist n>5, so enthiilt der Faktor n34+¢ quf der rechten
Seite von (N) auch das Glied:

Ho)es
n \o

Wenn aber n = 5 ist, so gibt dies Glied einen Beitrag
zum Faktor von n®*+% der durch die Kongruenz (C) schon
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bestimmt ist, und deshalb keine nachtriigliche Korrektur erfahren
kann. Im Falle n = 5 ist also die Kongruenz (N) mit den
Kongruenzen (C) oder (L) nur vertriiglich, wenn r, den Faktor
n enthiilt; es folgt also fiir n =5: r, = 0 mod. n, q. e. d.

Bei dem letzten Schlusse hatten wir unsere obige allge-
meine Regel etwas vereinfacht, indem wir die Kongruenzen (L)
und (N) direkt miteinander verglichen, ohne ihre Differenz
explizite zu bilden, ohne also auf Bildung der Differenz (1, — x,) q
zurlickzugehen; in dhnlicher Weise wird man allgemein ver-
fahren kdnnen.

Verbesserungen.

Seite 322, Fiir den zu Beginn von § 8 ausgesprochenen Satze
vgl. die Anmerkung auf Seite 339.
» 323, Z.10 v.o.: Lies ,iiquivalent® statt ,gleich®.



