BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG
1973

MUNCHEN 1974

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
In Kommission bei der C.H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Zur Verallgemeinerung eines Satzes von F. RIESZ

Von V. Mammitzsch und H. Richter in Miinchen
Vorgelegt am 2. 2. 1973

In [4] findet sich folgender

Satz von Riesz: Bei p > 1 sind fir beschrinkte reelle Funktio-
nen F(x) auf KR! die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) Fir beliebige xy <x; <. .. <z, gilt

5P () — Flam) P (5 — o) < 1.

i=1

(b) F(x) = | f(¥) dy + const., wo f(y) cine Bairesche Funk-

— 00

+ 0
tion ist mit | [f(») |’ dy < 1.

Diesen Satz kann man mafitheoretisch folgendermaBen deuten:
Gegeben ist der MafBraum (X, &, P, mit Xy = R, & = Ge-
samtheit der Borelschen Mengen des R, P, ist das Lebesgue-
MaB; die Setzung Qy(K): = [ f(¥) dy fiir jedes K aus $; licfert

ik

ein beschrinktes allgemeines Mal auf 8y Dabei ist 2y atomlos.
Wir gehen von dieser Interpretation aus und untersuchen, inwie-
weit der Satz Ubertragbar ist, wenn wir statt (.X,, &,, 7,) ecinen
beliebigen MaBraum (X, &, £) mit o-finitem £ und anstelle
von @, ecin allgemecines Mal} @ auf & mit Werten in einem
Banachraum B zulassen, dessen Norm mit | .| bezeichnet
werde. Hierbei wollen wir uns der Einfachheit halber auf nor-
mierte MaBe P beschrinken, was keine wesentliche Einschrin-
kung der Allgemeinheit bedeutet. Entsprechend der Beschrinkt-
heit von Q, werden wir jetzt verlangen, dal3

|Q|(K): =sup { X |Q&K)|: K; E & disjunkt,

=1
K = O[(,-;7;z & N}
i
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endlich ist fur alle & € &. (Bekanntlich ist [Q] ein MaB auf §.)
AuBerdem soll B diec Bochner-Taylor-Bedingung (D) erfullen
(vgl. [1], S.915); d.h. jede Abbildung des Einheitsintervalls

”m

S 1A — Fl
0 <y < ...<x,=1;,mEN }bcsitzt Lebesgue— fast Giber-

nach B mit endlicher Var #: = sup

all eine (starke) Ableitung. Eine Charakterisierung sowie Bei-
spicle derartiger Banachridume findet sich in [2]; insbesondere
genligt jeder reflexive Banachraum, also auch der R (versehen
mit der euklidischen Norm) dieser Bedingung.

Satz 1: Scien (X, &, £) ein Wahrscheinlichkeitsfeld mit atom-
freiem P und B ein Banachraum mit der Eigenschaft (D), sowic
# > 1 und ¢ > o reelle Konstante, dann sind fiir (allgemeine)
MaBe Q auf & mit Werten in B und |Q (X)) < co die folgenden
Bedingungen dquivalent:

(a) Fiir beliebige disjunkte Xy, ..., X, aus & mit 2(X,) > oist

2 Q) [P <.
i=1
(b) Q(K) :kr flx) dP fur alle K € &, wo /: X — B P-integra-
bel ist mit [ || f(0)|? P < e
3

Beweis: I. Aus (a) folgt (b).

1. Sei P(K) = o fur cin & & &, dann gibt es wegen der Atom-
losigkeit von P zu jedem & > 0 ein zu A disjunktes &} aus & mit
0 < P(K;) <e. Die Anwendung von (a) auf K; und K W K,
liefert

QD] < - 4% und  [Q(K) 4 Q(K7)
woraus |Q(K)| < 26V - £2-D# folgt. Dies gilt fiir jedes & > o,
was Q(K) = o liefert. @ ist also totalstetig bezliglich P; wegen
der Eigenschaft (D) ist das gleichwertig mit /Q = fd P fiir
passendes P-integrables f (vgl. [2]).

< PRlian 8(»—1)/;)’

2. Zu vorgegebenem 6 mit o << 6 < 1 gibt es ecine clementare
Funktion f,: X — B derart, daB | f,(x) — f(x)| < 6% fiir P — fast
alle x aus X gilt. Dabei sei

Jsx) =ys; &€ Bauf Xy, € & (j & N),
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wo die X, disjunkt sind mit U X;; = X. Setzt man
7

= {x:[|f(®)]| >3 0} und ¥y;: = Xy~ X, mit | ¥y, = X,
7
so gelten fiir x & V,; und das zugehérige y,;die Abschitzungen
Iyail — 62 <1/ <lyoil + 6% und 36 <[],

was
I %5;] > 38— 6% > 26 und |y, | — 62> 6

nach sich zicht. Weiter findet man

10wl = V[ fsdP—[ (fy—1)dP|
> | f fodPl—[ 17 —ful aP

= (”J@j” — &) P(Y,).
Umgekehrt ist
J‘Ilfhﬁ dP < J‘ (hydj“ + 62)1’ dP = ('Iyﬁjll + 6% ;P(Yéj/’

Ya;

woraus wegen (v, -+ 0%)/(|vs;| — 0% <1+
im Fall P(V,;) > o folgt:

[P dP < (1 + 28| Q) IPIP(Yep).

”(3

=1-+2¢

Bedeutet X', daB nur tber Glieder mit P(¥,;) > o summiert
werden soll, so ist fiir alle 2 E NV

2 JllPdP <+ 25\1’ ||Q( P IP(X g1
EYi Vaj
<G+ 26)’
also bei £ — co unter Beachtung von || /] < 36 auf X \ X,
WP dP + [ AP dP < (1 + 2824 (36)
X AN\Xe

fur alle o < 6 < 1. Bei § — o folgt daraus schlieBlich
Jlilts =
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II. Aus (b) folgt (a).
Sei f gegeben mit [ | fIPdP < ¢ und Q(K) = [ fdP fiir alle
x K

K & K. Scien ferner Yy, ..., X, disjunkt, dann gilt wegen der
Holder-Ungleichung

1D < JIfL-1dP < (AP d P - P Y-V,
X X
Mit derselben 2’-Konvention wie in I folgt daraus
@@yl pxyr < [I/PdP <o,
i=1 X

womit alles gezeigt ist.

Bemerkung 1: Aus I geht hervor, dafi (2) aus (b) ohne jede Vor-
aussetzung bezliglich £ und 2 folgt.

Bemerkung 2: Falls B reflexiv ist, folgt die Behauptung in I aus
[3]-

Bel der Betrachtung des vorstehenden Beweises fillt auf, daB
die aus dem Rieszschen Satz ibernommene Atomlosigkeit von
P nur im Beweisteil 1.1 benutzt wird. Wir wollen nun kliren, in-
wieweit diese Voraussetzung abgeschwicht werden kann.

Satz 2: Hat das WahrscheinlichkeitsmaB 2 die (ohne Einschriin-
kung der Allgemeinheit) disjunkten P-Atome 44, A4, . . . und ist

# {0} ein Banachraum mit der Eigenschaft (D), so ist die in
Satz 1 ausgesprochene Aquivalenz richtig, wenn eine der beiden
folgenden Bedingungen erfillt ist:

(@) Jedes K & & mit K == ¢ ist die Vereinigung einiger der A4,.

(B) Zu jedem & > o gibt es ein K, aus & mit o < P(K,) < «.
Sind umgekehrt (o) und (f) beide verletzt, so gibt es ein Mal @,
mit Werten in B, welches (a), aber nicht (b) erfiillt.

Beweis: I. Hinreichen jeder der beiden Bedingungen.
Fall («): Q auf & ist festgelegt durch die Werte von Q(4,), so dall
wegen P(A;) > o trivialerweise gilt f(x) = Q(4,)[P(4,) fir alle
raus A, =1,2...).

Fall (f): Im Beweisteil 1.1 von Satz 1 nehme man fir & dic
Menge KNK mit o < P(KNK) < e.
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I1. Gegenbeispicl, wenn (&) und (f) beide verletzt sind.

Da () nicht gilt, gibt es cin Ky & &, das nicht Vereinigung von
gewissen A ist. Dann kann aber Ky ™ A, nicht fiir alle ¢ gleich
A, oder @ sein. Es gibt also ein 4; mit @ = Ko A4;$ 4,
woraus folgt

K:=Kin4;#+ g und K": = ANK, + o.

Wegen KXK' K" = A4, K" K" = @ und weil 4; ein P-Atom
ist, hat man P(K") = o oder P(X"") = o. Also gilt:

(*) Esgibtein Ky = ¢ mit P(K,) = o.
Wegen der Verletzung von () findet man ein 6 > 0, so dal3
(**) P(K)=ooder P(K) > éflralle K & &; 6 > o.

Es sei nun x; € K, ¥; € B mit |y, = 1, und es bezeichne
1,(x) die Indikatorfunktion von X, dann ist Q(K): =

o= VE L UP 1, (x,)y, ein MaB auf (X, &) mit Werten in B und
Q&)Y < |QUK) < §¢- V2. VP < oo, Bei disjunkten Xy, ..., X,
mit P(X;) > o ist |Q(X))|| > o fir héchstens eines der X
und damit wegen (**)

2NQXDIPIPX) < 671601 = c.

1
Damit ist die Bedingung (a) von Satz 1 erfiillt, aber Q ist nicht
totalstetig beziiglich P wegen P(K,) = o und Q(X,) & 0, womit
auch Satz 2 bewiesen ist.

Zum Abschlufl sollen noch dic Bedingungen bezliglich des
Banachraums B auf ithre Notwendigkeit hin untersucht werden.
Im Fall B = {o} sind (a) und (b) aus Satz 1 automatisch erfullt,
ganz gleich, wie das Mal3 2 aussicht. Um auch Aussagen liber die
Notwendigkeit von (D) machen zu koénnen, zerlegen wir P in
scinen atomlosen und strikt atomaren Anteil und finden

Satz 3: Sei P = P, -+ P, wobei P, atomfrei und P, strikt
atomar, ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (X, &) und B =+ {o}
ein Banachraum, dann gilt:
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(i) Falls P; ==o0, so ist Satz 2 auch ohne die Voraussetzung von
(D) richtig.

(if) Falls P, == 0 und die Bedingung (D) verletzt ist, gibt es ein

MaB Q, mit Werten in B, fiir welches die Aquivalenzaussage von
Satz 1 nicht zutrifft.

Beweis: Man beachte, dafl zum Beweis von Satz 2 die Voraus-
setzung (D) nur benutzt wird, um aus der Totalstetigkeit von Q
beziiglich P auf die Existenz einer Dichte f mit dQ = fdP zu
schlieflen.

Nun gilt:

(i) bei strikt atomaren 2 mit den disjunkten P-Atomen 4,
(7 = 1,2,...)und fur jedes Q mit Werten in B, welches bezliglich
P totalstetig ist, liefert die Setzung f(x): = Q(A,)[P(A;) auf 4,
(7 =1, 2, ...) eine gesuchte Dichte, womit die erste Behauptung
gezeigt ist.

(ii) Im Fall P, == o ist gemiB [2] die Bedingung (D) dquivalent
mit der Existenz einer P-Dichte fiir jedes B-wertige, beztiglich 7
totalstetige MaBl Q mit [Q|(X) < co. Gilt (D) nicht, so gibt es
also ein MaB3 @, mit Werten in 5 derart, dal3

(*) Q1(K) = o fiir alle K € & mit P(K) =ound |Q,|(X) < oo,
wozu jedoch keine P-Dichte existiert.
Aus (*) folgt nun fiir das (nicht negative) MaB |Q, |
|01 |(K) = o fiir alle K € & mit P(K) =0 und |Q,[(X) < oo,
also nach dem Satz von Radon-Nikodym

2|0y | = f1 dP, wobei f1 > o gewihlt werde.

Mit Hilfe von f; zerlegen wir X = "LEJN Z,woZ,: = {x:
n — 1 < f; < n} disjunkt, und bilden auf & die MaBe

O"K):=0,(Z, " K)furalle K € & n & V.

Es gilt Zz‘v Q" = @, mit orthogonalen Q". Weil cs fur @, keine
P-Dichte gibt, existiert mindestens ein Q™ = : Q,, das ebenfalls
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keine P-Dichte besitzt. Die Bedingung (b) aus Satz 1 ist fiir Q,
somit verletzt.

Dagegen hat man fiir alle X € & mit 2(K) > o
12 S QB = QK Z,)= [ f1dP.

K\Zg,y
< [ nedP <ny- PK),
K\Zny
also mit unserer Summenkonvention
2NQoENIPE YL 3 nd P(K) <nd =:¢;
=1 i=1

was zeigt, dafl die Bedingung (a) von Satz 1 erfiillt ist. Damit
haben wir auch die zweite Behauptung von Satz 3 nachgewiesen.

Herrn Dr. J. Batt, der uns bei der Abfassung dieser Arbeit durch
kritische Bemerkungen schr unterstiitzt hat, méchten wir an die-
ser Stelle unseren besten Dank abstatten,
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