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Teilmengeniquivalenzen
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1. Mathematische Strukturen werden als Teilmengen von Pro-
duktmengen gedeutet und die Schépfungneuer Strukturen kommt
hiufig durch Abstraktionen, d. h. Aquivalenzbildungen zu-
stande; dies ldBt ein systematisches Studium von Teilmengen-
dquivalenzen fiir geboten erscheinen. Im folgenden werden drei
verschiedene solche Aquivalenzen betrachtet, die ,,Fiilliquiva-
lenz*, die ,, Treffiquivalenz'‘ und die ,,Spuridquivalenz'’; sie leiten
sich aus der Mengengleichheitsdefinition ab durch ,,Vernach-
lassigung*’, d. h. dadurch, daB man nunmehr nicht verlangt, dal3
alle fiir die Priiffung der Teilmengenidentitit erforderlichen Ein-
zeltests (jedes Element der einen Menge ist auch ein Element der
anderen) positiv ausfallen, sondern dies nur fiir eine vereinbarte
kleinere Menge von Einzeltests zur Bedingung macht. Fir jede der
genannten Aquivalenzarten wird eine direkte Kennzeichnung an-
gegeben, wobel im ersten Fall eine Kernoperation, im zweiten eine
Hillenoperation und im dritten ein Filter eine wesentliche Rolle
spielen. Die beiden ersten Aquivalenzen sind zueinander dual, die
zur dritten duale Aquivalenz fiihrt auf die typischen Vernachlis-
sigungsteilmengensysteme. Auf das Konsistenzverhalten der be-
trachteten Aquivalenzen bzgl. anderer Relationen wird nicht ein-
gegangen; jedoch lidBt sich aus der Definitionsbedingung der
fraglichen Aquivalenz in natiirlicher Weise eine teilweise Ord-
nung der betreffenden Aquivalenzklassen ableiten, die mit der ur-
spriinglichen Inklusionsordnung der Teilmengen konsistent ist.
Am SchluB wird noch die Dualititsfrage angesprochen.

2. Wir betrachten eine nicht-lecre Menge S und deren Teilmen-
gen 4, B, ... . Wir wollen Teilmengeniquivalenzen gewinnen
durch verschiedene Abschwichungen der Mengengleichheits-
definition
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(0) A=B:8 A,cs2xE 4 Bxc B,

der wir zunichst andere Formen geben. Wir kénnen fiir die rechte
Seite von (0) auch schreiben:

(1) Areg, 7C 4B TCB,
wobel T, : = {{x} x & S}, oder
(2) Ares, Tnd+ o BT ~nB+ g,
mit Ty = &, oder

Yrez, Aver ¥ €4 ¥ x € B, kiirzer
(3) Yreg, TnAd =T ~ B, wobei
[)23: == {S}.

3. Lassen wir nun in (1), (2) und (3) anstelle der dort angegebe-
nen ,, Testmengensystemen** T, allgemeinere Systeme C P(S) tre-
ten, so erhalten wir Bezichungen zwischen 4 und B allgemeinerer
Art; wir wollen es dabei so einrichten, dal3 sich Teilmengenidqui-

valenzen ergeben, d. h. dal3 Reflexivitit, Symmetrie und Transi-
tivitdt vorliegen.

3.1. In dieser Hinsicht sind bei (1) und (2) keinerlei Forde-
rungen an ¥; und I, zu stellen: (1) definiert eine Aquivalenz
A ~; B,die durch € erzeugte ,,Fulliquivalenz*‘—man
vergleicht die Mengen hinsichtlich ihres Verhaltens, sich mit
Mengen aus %, fiillen zu lassen —; (2) definiert eine Aquivalenz
A ~, B,die durch T, erzeugte ,,Treffiaquivalenz*—man
vergleicht die Mengen hinsichtlich des Treffens mit Mengen aus
Zs.

Bemerkung. Definiert man eine Relation 4 S B mit Bezug
auf (1) durch

(1" Ares, TCA> TC B,
und hinsichtlich (2) durch
@) ArenTrd+ o= TABEo,
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so werden dadurch die entsprechenden Aquivalenzklassensysteme
teilweise geordnet: [4] C [B]: & A4 S B, und zwar liegt Kon-
sistenz bzgl. der urspriinglichen Teilmengenordnung vor:

A C B[4 C[B],
was leicht zu bestétigen ist.

3.2. Dagegen ist die durch (3) erklirte Relation 4 ~,; B bei
beliebigem T, C P(S) im allgemeinen keine Aquivalenz. Um fiir
den Aquivalenzcharakter von ~j eine notwendige und hinrei-
chende Eigenschaft von €, angeben zu kénnen, wollen wir zu-
nichst einen trivialen Fall ausschlieBen : Z4 soll die leere Menge
nicht enthalten (@ & I; wiirde zur Folge haben, dal gemif (3)
jede Menge A4 zu jeder Menge B in Relation steht: | totale Per-
missivitdt'®). Wir setzen also voraus, dafl @ ¢ 4. Mit dieser Vor-
aussetzung kénnen wir dann so weiter schlieBen: (3) ist in jedem
Fall in 4 und B symmetrisch. Fir die Reflexivitit, d. h. fir die
Forderung, daB3 (3) fir 4 = B stets erfullt ist, ist T3 == @ offen-
sichtlich notwendig und hinreichend. Und schlieBlich ergibt sich,
daB fiir die Transitivitit von ~4 unter der Voraussetzung

(4) &L =g
die Bedingung
(5) Arnres, Yrex, 73 C TN T,

notwendig und hinreichend ist.

Beweis. 1. Wenn 4 ~3 B und B~3;C, d h. 7, ~n4 =
=71 ~"Bund Ty "B=T, ~nCmit 7, €Iy, so gibt es ein
73 € %3 gemilB (5) und fir dieses gilt 7y, "4 =73 A" B =
73 ~ C,alsoist A ~3 C. — 2. Um die Notwendigkeit der Bedin-
gung zu zeigen, nehmen wir an

Yo, nez, Anez, 73 7T,
Zu diesen 7, T, betrachten wir die Teilmengen
A:=T1T,B:=7T, 0Ty C:=T,wd T
Es ist dann 4 ~3 B (mit 7= 73 in (3)), B ~3 C (mit Ty)
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Wire 4 ~4 C (mit einem 73), so hitte man
Tlstz(T2U(IT1)ﬁT3,

woraus folgte, daB3 (@ 77) ~ 73 = @, oder 73 C 7. Weiter er-
gibesich 73 = 73, ~ 73,d. h.auch 73 C 7%, somit 73 C 77 ~ 7,
im Widerspruch zu unserer Annahme. Also ist 4 nicht ~ 5 C,d.h.
die Transitivitdt verletzt.

Damit ist gezeigt, daf3 (3) im wesentlichen dann und nur dann
eine Aquivalenz erklirt, wenn %, (4) und (s) erfiillt, wir sprechen
dann von der durch I3 erzeugten,,Spuridquivalenz* (man
nennt A ~ 7 hiufig die ,,Spur® von 7 in 4; A ~, B heilt also,
daB 4 und B hinsichtlich einer Menge 7" aus €, spurengleich
sind). Es ist nun héchst bemerkenswert, und man kann das auch
leicht nachpriifen, daB3 bei Bestehen von (5) die Definition der
Aquivalenz gemiB (3) zu keinem anderen Resultat fithrt, wenn
man darin &3 durch das gréBere System

R ={T T CSAYyeg, T'D T}

(d. h. man nimmt alle Obermengen von Mengen von %, hinzu) er-
setzt. Es ist zweckmiiBig, €, stets mit dieser zusitzlichen ,,Voll-
stindigkeit’ vorauszusetzen, wenn man mittels (3) eine Teilmen-
gendquivalenz erkliren will. Wir definieren daher:

Ein System € von Teilmengen von S heiBt ein Filter in S
(vgl. [1]), wenn gilt:

1.T=+ A o &%,

2. Arnnez Yres T3 C T n Ty

3 Aret Arcs I'DT T €L

Ohne Verlust an Allgemeinheit betrachten wir die Aquivalenz-

definition (3) stets unter der Voraussetzung, dal3 ¥, ein Filter in S
ist.

Beispiel. Das System ¥; = {S} (in 2.) ist offensichtlich ein
Filter.

Bemerkung. Auch hier liefert die Relation 4 & B erkldrt
durch Ycg, 4 W 7T C B ~ 7T eine mit der Teilmengeninklu-
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sion in S konsistente teilweise Ordnung des Systems der zu ~ 4
gehorigen Aquivalenzklassen [4].

3.3. Allgemeiner bilden die sdmtlichen Obermengen (in S)
einer festen nicht-leeren Teilmenge 7} von S einen Filter; die zu-
gehérige Spurdquivalenz lautet hier einfach

A~B: 2 ANTy=BAT,

Diese Aquivalenz ist aber auch darstellbar als Fulliquivalenz
mit &,: = {{x} } 2 € 7o) und ebenso als Treffiquivalenz mit
Ty = I,

4. Kennzeichnung der Filldquivalenz.
4.1. Es sei durch
A~DB: 3 N\peg TCAXTCB

mit irgendeinem T C P(S) eine Fiilldquivalenz erklirt. Ersetzen
wir in dieser Definition € durch das ,,S-System*’

= (Ui CT

so stimmt die dadurch entstechende Aquivalenz ~% mit der ur-
spriinglichen ~ {iberein. In der Tat, wegen ¥° O ¥ folgt
A ~5B > A ~ B; andererscits folgt aus 4 ~ B, T C g,
T*:=J3 C 4, daB 7' C A fur jedes 7" &€ ¥/, also auch
7' C B, und somit auch 7* C B, d.h. 4 ~°% B. Wir wollen da-
her bei der Erzeugung einer Filliquivalenz normalerweise vor-
aussetzen, dafl @ = T°.

Zujedem 4 C S bilden wir die Menge A : = (| {B: B ~A};
fiir sie gilt A, C A und damit A poqg 7 C A > T C A, fer-
ner aber A ;e 7 C A Apou?l CB > T C A.. Daher
ist A_ ~ A, d. h. jede Aquivalenzklasse [4] enthilt ein kleinstes
Element, nimlich 4 _. Fur 4 _ gilt noch eine zweite Darstellung:

A.=U{T:id>DTeg}=:D.

Es ist nimlich D € € und D C A4, also D C A_; andererseits
Mreg T C A > T C D, und das Umkehrte ist trivial wegen
D C A,somitist A ~ D,und da A4 _ diekleinste zu A iquivalente
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Menge ist, gilt D=4 . Weiterist 4 _, & ,also 4 _ zugleich auch
die groBte in A enthaltene Menge 7 & Z. Nun bilden wir mit

Te:={4_:4 C S}

eine neue Fiilliquivalenz ~ . Wegen €, C Tgilt X ~V > X ~, V.
Aber das Umgekehrte gilt auch; denn wenn X ~, ¥, so folgt
Avcs A CX R A_ C Y, weiter wenn 7€ Tund 7 C X, so
ist, weil X das groBte in X enthaltene 7 & T ist, 7C X, C X,
alsoauch 77C X _, C Y,undgenau soergibtsich 7 C ¥V > 7T CX,

also zusammengenommen X ~ V.

Bemerkung. Die Abbildung X +— X _, X & P(S), stellt eine
», Kernbildung in S dar; denn fiir alle X, ¥ C S gilt

X CX, XCYX_CV_ X__ =X_

(Insbesondere die Isotonie, d. h. die zweite Eigenschaft folgt aus
der zweiten Darstellung von 4 ). Nun kénnen wir die Kennzeich-
nung formulieren.

42.Satz. 1. Eine Aquivalenz ~in 9P(S)ist genau dann
eine Fiilliquivalenz, wenn (@) jede Aquivalenzklasse
[4], 4 € 9(S), eine kleinste Menge A_ enthilt und ()
die Abbildung 4 +— A _ isoton ist; es wird dann ~ als Full-
dquivalenzerzeugt durchdas SystemT: = {4 _ 1 A C S}
- 2.Ist 2:9(S) —>P(S) irgend eine Kernbildung in S,
so gilt fir die durch das System I(£): = {£d: 4 C S}
erzeugte Aquivalenz ~, fiir alle 4 C S

A, = kA

Beweis. 1. Es ist im wesentlichen nur noch zu zeigen, da3 die
Bedingungen (&) und (6) auch hinreichend sind. Es sei also die Ab-
bildung

A A_:=({B:B~A}(~A4),A4CS,
isoton. Dazu erkldren wir eine Flilliquivalenz ~* gemiB
X~* Y8 Aycs A CXRA_CY.

Wir zeigen, dal ~* und die gegebene Aquivalenz ~ iiberein-
stimmen. In der Tat, wenn X ~* Y, so folgt (aus der Definition
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von ~*und wegen X_ C X)X _C Y,alsoX_=X__C V_;
genau so findet man ¥ C X _, also zusammen X _ = ¥V _, d.h.
X ~ Y. Wenn umgekehrt X ~ ¥, d. h. X_ = Y_, so folgt
Aacsd- CXpoA_=A__CX_=Y_C ¥ und entspre-
chendes bei Vertauschung von X und ¥, also X ~* V. — Der Be-
weis von 2. sei dem Leser iberlassen.

5.Kennzeichnung der Treffiquivalenz.
5.1. Es sei T cine Teilmenge von P(S) und durch
(1) A~B: B Ares TnA+=g B TAB+g

eine Treffiquivalenz erklirt. Wie wollen die definierende Bedin-
gung umformen, indem wir der Hilfte mit >~ folgende Form
geben:

(2) Aeca Areg x € '~ TnB+ g,
was uns weiter veranlafit eine Abbildung % : P(S) — P(S) gemil

hB:={y'yCSA Nree yET > TB== g}, BCS,

einzufithren. Dann lautet aber (2) A ,c4 # € 2B oder 4 C 2B,
so daf3 die Definition (1) fiir ~ die Form annimmt:

A~B: 52 (A ChBABCLA.

Nun ist aber % eine Hiillenbildung (vgl. [2]), d. h. extensiv, isoton
und idempotent, so daB (4 C 2BAB C hA) 38 hA = kB,
womit wir schlieBlich die folgende Form der Definition von ~ ha-
ben:

(1" A~B:% hd = LB

WegenY ~A =Y CAY = hdistA~: = J{VIVEDS)A
AY~AYyC kA und wegen 24 = hiAd ist A ~ LA, also
A~ D £A, und somit

hd = A",
Dies besagt, daB jede Aquivalenzklasse [4], 4 C S, eine grobBte

Menge enthilt, nimlich A~ = 2.4, und 4 — A~ ist eine Hiillen-
operation.
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5.2. Satz. 1. Die Aquivalenz ~ im System P(S) ist ge-
nau dann eine Treffiquivalenz, wenn () jede Aqui-
valenzklasse [4], 4 C S, eine gr6B8te Menge A~ ent-
hilt, und (é) die Abbildung A4 + A4~ isoton ist. Es
wird dann ~ als Treffidquivalenz erzeugt durch das
System@T: = {0 A~ AC S} —2.Ist £:P(S) —>P(S)irgend-
eine Hillenoperation, so gilt fiir die durch @: = {C 424!
A C S}erzeugte Treffiquivalenz ~allgemeinZ 4 = A4~
(: = groBte Menge in der Aquivalenzklasse [A]).

Beweis. 1.1. Die Notwendigkeit der Bedingungen (&) und (4)
ist im wesentlichen dargetan. Wegen A4~ = %4 kénnen wir die
Ergebnisse von [2] anwenden, wonach {€ 2A4: A C 5} ein Kon-
takt-Testmengensystem (und zwar das groBte) ist flir den zu /4 ge-
hérigen Kontakt. — 1.2. Das Hinreichen. Die Aquivalenz ~ habe
die angegebenen Eigenschaften: 4™ ist die grofite zu 4 dquiva-
lente Menge und 4 — A7 ist eine isotone Abbildung. Offensicht-
lichist X ~ VYV 3 X~ = Y~ ferner X C X~,und X~ = X",
womit aber 4+ A~ eine Hillenoperation ist, also 4 ~ B 2
2 4 C B~ A BC A~. Verwenden wir das zur Hullenopera-
tion A4 — A~ gehoérige Kontakt-Testmengensystem Z*: =
= {CA~: 4 C S}, so schreibt sich 4 C 87, d. h. jeder Punkt
von A ist Kontaktpunkt von B, in der Form

Aveda Nrege *E T = B~ T = &, oder
ArepAnT=E0 =BAT=+ g,

woraus wir erschen, daf3 ~ sich als Treffiquivalenz mit T* als er-
zeugendes Mengensystem darstellt. — 2. Der Beweis zur Behaup-
tung 2. sei dem Leser iberlassen.

6. Kennzeichnung der Spuriquivalenz.
6.1. Es sei € ein Filter in S und
A~B: 8 Yyree TnA=TnB.

Dann ist die Aquivalenzklasse [S] = ¥; denn wenn B ~ S, so
gibteseinZ7 € T mit7 ~S=7T~B oder7 C B,alsoB & &,
und wenn umgekehrt B & ¥, so ist B ~ S cine Folge von
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B ~ B =B ~S. Aus dieser Bemerkung folgt unmittelbar die
Kennzeichnung:

6.2. Satz. Die Aquivalenz ~ in P(S) ist genau dann
eine Spuriquivalenz, wenn (¢) die Aquivalenzklasse
[S]einFilterist,und(§) A 4 5cs A~B¥ YVocy Tnd=
=728

7. Dualitét.
Ist ~ eine Aquivalenz in P(S), so heiBt die durch

A~ B: % a4 ~aB
erklirte Relation ~ die zu ~ duale Aquivalenz in P(S).

7.1. Ist ~ eine Flilldquivalenz, so ~'eine Treffidqui-
valenz, und umgekehrt.

Wenn niamlich £: P(S) — P(S) eine Kernoperation ist, so ist
%: = @ % @ eine Hillenoperation, und umgekehrt.

7.2. Beispiel. Zu einer Aquivalenz ~ in S gehéren eine Kern-
operation £ und eine Hiillenoperation # von P(S) in P(S), namlich

bd: = {2 [+ C 4),
rA:=J{xix] ndF 2}, A4CS

(vgl. [3]). Die durch £ bzw. % erklirte Fill- bzw. Treffiquivalenz

A~ B:¥ kA = kB,
A~,B: % kA4 =hB

sind zueinander dual wegen £ @ = @ 4.

1.3. Jede Spurdquivalenz ~ ist zu sich selbst dual.
Denn aus der Gleichung (d v @d4) " T= (B VAB) ~T
folgt, daB sich 4 " T =B ~Tund (AA) " T={AB)~T
gegenseitig implizieren; mit A ~ B gilt also auch @ 4 ~ ¢ B.
Wir kénnen daher die durch den Filter ¥ erzeugte Spuriquivalenz
~ auch so beschreiben

A~BE Y ,;ee TAnAQA=TAAB.
Gehen wir in der letzten Gleichung zu den Komplementen iiber,

so wird daraus 4« @ 7= B\ @ 7. Das System 8 der Mengen
@ 7, T &€ . hat gemif 3.2 die folgenden Eigenschaften:
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1.V g AS&B;

2. Avuries Yres Va D Vi Vo
3. Aves Avcr V' ED.

Ein solches System B nennt man ein ,,Vernachlidssigungsmengen-
system‘‘ kurz ,,V-System‘. Die zum V-System % gehorige
Aquivalenz ~, ist nach obigem definiert durch

A~SB: 8 Vg AV =BUV,;

sie ist mit der durch T: = {C V': VV & P} erklirten Spuriqui-
valenz identisch.

Bemerkung. In der Analysis benutzt man hiufig V-Systeme,
welche anstelle von 2°. eine stirkere Bedingung erfiillen:

2% Ag cgp B abzdhlbar > | B & B

(vgl. [4]); z. B. hat das System der Mengen vom MaBe Null auf
der Zahlgeraden die Eigenschaften 1., 2%, und 3'.

7.4. Beispiel. Die Spuridquivalenz ist das gegebene Hilfsmittel
zur Beschreibung von ,infinitdren‘ Begriffen. Betrachten wir
etwa Folgen von Elementen einer Menge 4/

a:n—a, firn & Nmita, & M,

so kénnen wir unter diesen eine ,,Spuridquivalenz‘ einfiihren mit-
tels des in der Menge IV der natiirlichen Zahlen erklirten FRE-
CHET-Filters §: = {N\ £:E C NaA E endlich}, oder, was
dasselbe, eine ,,Vernachlissigungsiquivalenz‘’ mittels des V-Sy-
stems B aller endlichen Teilmengen 7 von IV:

a~b:F8 YVyegal|T=06|T

d. h. 2 und 4 sind bei Einengung auf ein 7" € § gleich. Eine fur
Folgen erklirte Eigenschaft heit infinitir, wenn sie mit ¢ auch
jede dazu dquivalente Folge & besitzt; hierauf kann man die Kon-
vergenztheorie begriinden.

8. Es diirfte keine besonderen Schwierigkeiten bereiten, die
vorausgehenden Untersuchungen statt in P(.S) in einem (ev. voll-
stindigen) Verband durchzufiihren; uber diese Méglichkeit soll
spiter einmal berichtet werden.
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