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Produkte harmonischer Riume

Von Ursula Schirmeier in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Heinz Bauer am 28. April 1978.

Einleitung

Seit langem ist bekannt, daB es zu jedem P-harmonischen Raum
X, H*) mit abzihlbarer Basis und 1 &€ H”(X)einen geeigneten
Markoff-Prozel gibt, dessen exzessive Funktionen gerade die
positiven hyperharmonischen Funktionen auf X sind.

Beispielsweise ist der Brownsche Prozef3 auf R? bzw. die gleich-
mibige Bewegung nach links auf R solch ein geeigneter Prozef3
zum harmonischen Raum (R3, H*) der Losungen der Laplace-
Gleichung bzw. zum harmonischen Raum (R, H*), dessen hyper-
harmonische Funktionen die lokal wachsenden, nach unten halb-
stetigen Funktionen sind.

Bildet man nun das Produkt der Brownschen Halbgruppe und
der Halbgruppe der gleichmiBigen Bewegung nach links, so er-
hilt man die Halbgruppe der Wirmeleitung auf R*: Thre exzes-
siven Funktionen stimmen tUberein mit den global definierten po-
sitiven hyperharmonischen Funktionen des Raumes (R*, H*) der
Losungen der Wirmeleitungsgleichung. Der Raum (R?, H*) kann
also gewissermaflen als |, Produkt der harmonischen Riume
(R, H*) und (R, H*) aufgefal3t werden.

Damit liegt die Frage nahe, ob beliebige harmonische Rdume
eine Produktbildung zulassen.

Kiurzlich haben J. Bliedtner und W. Hansen [3] Bedingungen
dafiir angegeben, wann einem Standard-Proze3 wieder ein har-
monischer Raum im obigen Sinn zugeordnet werden kann. Da-
mit liegt es auf der Hand, wie man bei der Konstruktion eines
Produktes zweier harmonischer Rdume vorzugehen hat: Man
konstruiert zu jedem der beiden harmonischen Riume einen zu-
gehorigen ProzeB, bildet nach obigem Verfahren das Produkt
von beiden und kehrt mit Hilfe des Ergebnisses von Bliedtner-
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6 Ursula Schirmeier

Hansen zurtck zu dem zum Produktprozel gehoérigen harmoni-
schen Raum.

Bei der Verwirklichung dieses Programmes anhand von kon-
kreten Beispielen stellt sich heraus, dafl es nicht immer funktio-
niert: Oft gentigen die exzessiven Funktionen des Produktpro-
zesses nicht mehr den Axiomen, die von hyperharmonischen
Funktionen erfillt sein mussen.

In der vorgelegten Arbeit werden nun hinreichende Bedingun-
gen fir die ,,Produktfihigkeit'’ cines harmonischen Raumes bzw,
des zugehérigen Prozesses angegeben.

§ 1. Existenz einer harmonischen Produktstruktur

Vorbemerkung. Es sei (X, H*) ein P-harmonischer Raum mit
abzidhlbarer Basis im Sinne von [6], in dem die positiven Kon-
stanten hyperharmonisch sind.

Bekanntlich (vgl. [2], [5], [10}) gibt es zu (X, H*) einen Mar-
koff-Prozell so, dafl sich die wichtigsten Begriffe aus der Theorie
der harmonischen Riume wahrscheinlichkeitstheoretisch inter-
pretieren lassen. Genauer gilt:

H* (X)) ist die Menge der exzessiven Funktionen eines Standard-

Prozesses £ = (&, ¥, (P e (XDix o0 (@)oo X; B)

1. mit stetigen Pfaden ¢+ X, (w) auf [0, {(w)[ (w € £2), wenn
hierbei { die Lebenszeit bezeichnet;

2. mit eigentlichem Potentialkern Uy;
und
3. ohne Absorptionspunkte.

Die Ubergangshalbgruppe P = (P), . , des obigen Prozesses ist
quasi-Fellersch (zur Definition vgl. [3] Abschnitt 4). Sie kann
zusitzlich so gewihlt werden, daf3 gilt:

2’. U, ist beschrinkt und stark-Fellersch, d. h. U/, bildet alle
beschrinkten Borel-Funktionen in stetige, beschrinkte Funktio-
nen auf X ab. Die Funktion Uj1 ist ein (stetiges, beschrinktes)
Potential.

Zur Vereinfachung der Redeweise nennen wir jede quasi-Feller-
sche Halbgruppe P = (), .. , submarkoffscher Kerne mit 2y = I,
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welche einem harmonischen Raum im obigen Sinne zugeordnet
wird, eine zum harmonischen Raum passende Halbgruppe. Ist
zusitzlich die Bedingung 2’ erfulit, so heille P passend mit stark-
Fellerschem beschrinktem Potentialkern.

Sei nun (X, H*) ein zweiter P-harmonischer Raum mit abzihl-
barer Basis und 1 & H* (X). GemiB der Vorbemerkung seien
ferner & = (2, %, (P9, (X)), (0,), X, B) und X = (O, &, (P,
(X)), (0,), X, B) zugehérige Standard-Prozesse mit Lebenszeiten
Sund &, und P = (P),2 4 £ = (P),., passende Ubergangs-
halbgruppen mit Resolventen U = (U,), . o, U =(0,),. .

Mit R = P @ P = (R), ., bezeichnen wir das Produkt der
Halbgruppen 2 und 2 (vgl. [8] p. 318), definiert durch &, ((x, %),
Bx BY=P,x,B)-P(% B) ¢t>0,xC X, 2= X, BE D,
B & ®), mit W= (W,),., die Resolvente von Z.

Das nachfolgende Lemma gibt eine hinreichende Bedingung
daflr an, wann die Halbgruppe R von einer harmonischen Struk-
tur auf den Produktraum X x X herriihrt. In § 2 werden wir
untersuchen, wann diese Bedingung erfilit ist.

Lemma. Die Halbgruppe R = (R)), . , bestize die folgende FEi-
genschaft :
(4) Jede beziiglich (R)),. , exzessive Funktion ist Supremum
einer isotonen Folge stetiger exzessiver Funktionen.
Dann gibt es auf X x X cin Garbendatum H* derart, dafs
(X % X, H*) cin D-harmonischer Raum ist, dessen positive hyper-
harmonische Funktionen mit den R-exzessiven iibereinstimmen.

Beweis. Nach [7], [8] pp. 326-329 existiert ein Standard-Pro-
2B ¥ @ F= (Q, %, (P),(Z),(0)) mit Zustandsraum (X x X,
B ® D), dessen Ubergangshalbgruppe die Produkthalbgruppe R
ist. Dabei besteht die Pfadmenge dieses Produktprozesses aus
allen Abbildungen

t—>Z,(w, %) (mitw & Q, & & ),
definiert durch
Z(w, @) = (X,(w), X,(@)) fur ¢ < L(w, @) — inf (L(w), T(@)).
Insbesondere sind auch die Pfade des Prozesses ¥ ® X stetig auf
[o, C()[, wobei ¢ die Lebenszeit von ¥ @ £ bezeichnet. Ferner
besitzt der Produktproze ¥ ® ¥ keine Absorptionspunkte, da
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% und % keine besitzen. Wie eine einfache Uberlegung zeigt, folgt
aus der Eigentlichkeit der Potentialkerne Uyund U die von 17,

Auf Grund der Zusatzvoraussetzung (4) erfiillt somit der Ke.-
gel € aller R-exzessiven Funktionen die Eigenschaften von [3)
Theorem (5.2) 2 a—d. Es existiert daher eine harmonische Struk-
tur H* auf X x X derart, daB gilt

HY*(X xX)=¢.

§ 2. Produlkthalbgruppen mit stark-Fellerscher Resolvente

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wann die Pro-
dukthalbgruppe R die Bedingung (+) aus § 1. erfillt. Wie sich
herausstellen wird, hidngt die Beantwortung dieser Frage ent-
scheidend davon ab, wann die Resolvente ¥ von R stark-Fel-
lersch ist. Zunichst erinnern wir an die folgende

Definition. Ein endlicher Kern & auf einem lokalkompakten
Raum X mit abzihlbarer Basis heillt Fellersch bzw. stark-
Fellersch bzw. stark-Fellersch im engeren Sinn, wenn die Ab-
bildung

x> N(x, )

von X in den Raum A7(X) aller endlichen Radonmalle auf &
stetig ist bezlglich der initialen Topologie beziiglich der Ta-
milie 8(X) aller stetigen Funktionen mit kompaktem Triger
(vage Topologie) bzw. der Familie B, aller beschrinkten Borel-
Funktionen bzw. beziiglich der Normtopologie auf M (X).
Eine Resolvente (U,), o heilt Fellersch (bzw. stark-Iellersch
bzw. stark-Fellersch im engeren Sinn), wenn alle Kerne U, mit
p > o diese Eigenschaft besitzen.

Bemerkungen. Es sei P eine Halbgruppe submarkoffscher
Kerne auf einem lokalkompakten Raum X mit abzihlbarer Basis.

1. Ist P quasi-Fellersch, so ist jeder Kern 2, (¢ => 0) definitions-
gemil ein Fellerscher Kern.

2. Ist der Potentialkern Uy = [ P, d¢ stark-Tellersch, so folgt
0
aus der Resolventengleichung, daf3 sogar die Resolvente (U,), .,

stark-Fellersch ist.
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3. Ist Uyt reellwertig (z.B. wenn U, stark-Fellersch ist), so
gilt fir jedes f & B, und x & X
lim (P, f) (x) = o.
/00
4. Ist (P), 5 4 quasi-Fellersch, so folgt aus dem Konvergenz-
satz von Lebesgue die rechtsseitige Stetigkeit der Abbildung

1= (P f) (%)
fir jedes f & Cy(X)und x & X
Fir den Rest dieses Abschnittes seien nun P = (P)),.,,
P — (P),., zwei normale quasi-Fellersche Halbgruppen auf
lokalkompakten Riumen A und ¥ mit abzihlbaren Basen.

Wir sctzen ferner voraus, daf3 die Resolventen (U/,),., und
(U,),., stark-Fellersch sind. Nach [8] p. 330 ist dann jeder

Kern R, (¢ > o) der Produkthalbgruppe # - 2 & £ wieder Fel-
lersch; dagegen ist im allgemeinen der Potentialkern I, von R
nicht stark-Fellersch, wie das Beispiel 72 = /2 = Halbgruppe der
gleichmifligen Bewegung nach links auf R* (vgl. § 3) zeigt.

Die nachfolgenden Hilfssitze dienen der Beantwortung der
eingangs gestellten Fragen. Wi das vorausgehende Beispiel zeigt,
benotigen wir dazu weitere Vorazussetzungen.

Lemma 1. Es sei f & By mit f > 0. Ist jeder Kern P, t > o0,
stark-Fellersch und ist (P f) (xy) == 0 fiir ein 2y © X und alle

positiven rationalen Zahlen t, so gilt sogar

(Pf)(x) =0
Sfiir alle veellen Zahlen ¢ > o.
Beweis. Seix, & X mit (7, f) (x,) — ofiir alle rationalen Zah-
len z > 0 und sei #, & R* beliebig. Nach Voraussetzung ist die
Abbildung P, f stetig, also Supremum ciner isotonen Folge

(g,), v stetiger, positiver Funktionen mit kompaktem Triger.
Insbesondere gilt fur jedes ¢ & Q, # > 7y, und » & N

0 Pt (8) (x) < P, (B ) () == (£of) (0) = 0,

wegen der rechtsseitigen Stetigkeit der Abbildungen

1= (Pg,) (x) (n & IN)
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auf R+ (Bemerkung 4) also
&i(xg) = lim 2, (g,) (%) =0 (& N),
torto, t> 1

und damit (P, f) (xy) = o.

Lemma 2. Sei g eine beschrinkte positive Borel-Funktion anf R..
Dann existiert zu jedem e > 0 eine Funktion g, & Cy(R+) mit
g. >0 und | g\ <lg|, derart, dafp das Lebesgue-Maf3 der
Menge

A={tC Ri:g(t) +g.(0)}

bleiner als € ist. Verschwindet g tm Unendlichen, so kann auch
go in Co(Ry) gewdhit werden.

Beweis. Sei e > o gegeben. Anwendung des Satzes von Lusin
(vgl. [1] p. 202) auf die kompakten Riume

, e €
X =[nrn—1 + ——5 n—m]

und die endlichen MaBe 4,:= A!|, (= Restriktion des Le-
besgue-MaBes At auf X ; » & IV) liefert die Existenz einer Folge
kompakter Mengen (X)), = y mit

Kn C ‘Yn’ ;'1 (‘Yn \[(n) <

£

2n+1

derart, dal3 die Funktion g auf jeder der Mengen X, stetig ist.
Die Menge & : = |_J K, ist abgeschlossen und es gilt

n=1
JMRLNK) < e
Die Funktion g | besitzt wegen der Normalitdt des topologi-
schen Raumes Ry cine positive stetige Fortsetzung g, auf ganz
R+ mlt
&l —1mle =18l &l <Hg e

Insbesondere verschwindet g, im Unendlichen, wenn g das tut.
Aus K C R\ A4, folgt dann die Behauptung.

Lemma 3. Fiir ein p = 0 sed (7/, stavk-Fellersch. Dann ist fiir
Jedes g & Co(RY) und jedes f & B, die Abbildung

Frgdy % [ (BF)(B) - g(0)- e dt
stetig auf X. 0
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Beweis. Nach Voraussetzung sind die Abbildungen

<f! 1>p:"‘— f(ﬁ[f>-g_ﬁ’dt.: 0ﬁfr

sowie
(fre " p = [’Pf) Ot tgr =0, f (g =0)

stetig.
Der von den Funktionen g,, ¢ = o,

£, R.—R
[ falls £ € R+ -
gq(t)_lo falls £ = co (g =0

und g, — 1 aufgespannte Vektorraum G bildet eine verschrinkt
punktetrennende Unteralgebra von C'(Ry). Nach dem Satz von
Stone-Weierstrall existiert somit zu jedem ¢ > o ein g, & G mit
g.(00) = o und

sup |g.() —g (@) < e

t=0
Also konvergiert die Folge ({7, £1/,), ). c v Stetiger Funktionen
wegen

K7, &0 —<F g1 sl <]/ Pl Ne@) — gy, () |- e dt
<5 Ol e
und der Lokal-Beschrinktheit von O,|f| gleichmiBig gegen

f, &4

Lemma 4. Sei p > o derart, dafp U, stark-Fellersch ist, und
seten g bzw. f beschrinkte Borel-Funktionen auf R bzw. X.
Im Falle p = o verschwinde g im Unendlichen. Dann ist die
Abbildung

Frg)y: & (]f(f%f) @ -g(0) e de
stetig auf X.

Beweis. Nach Lemma 2 existiert zu jedem ¢ ™ o eine Funk-
tion g, & C4(Ry) mit [ g, ] < g, derart, daB das Lebesgue-
MaB der Menge A,: = {# € R.:g,(¢) 4= g(®)} kleiner als & ist,
und mit g, © Cy(R+) im Falle p = o. Somit gilt
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_2.
||<frg>p_<]7rgs'[" i >£

_?, 2, 2,
-—SUPII(P/f)(r) (g@ e —g, (e ?)-e?® at]

zeX A
<z2gl, 17l
. —ﬁtﬂ
Aus der Stetigkeit von {(f, g,-¢ * ), (vgl. Lemma 3) folgt die
Stetigkeit von (f, £),. 2
Zusatz. [m Falle p > o geniigt : g integrierbar beziiglich e/ )\,

Denn: Der Raum G aus Lemma 3 liegt dicht in C(R.); somit
liegt G auch dicht in Z}(Ry, ¢ %), d. h. zu jedem & = o exi-
stiert ein g, & G mit

g —g. () |- dr < e.

OL.._Sg

Dann gilt:

- - —'f:u/ 0
I<frgd,—<Frge-e ® ), w--;u; [P @ g —
P’y 0
—g @) e de | <|Fl - f gty —g. (&) e de <| [ e
0

Lemma 5. Jeder Kern P, it t > 0 sei stark-Fellersch.

. (4 I o
a) Zu jeder konvergenten Folge (x)), - nin X mit Grenzwert x,

existiert cin endliches Maff wm auf X derart, daff alle Mafie
Px,, ) (>0, n & Ny) absolut-steiig sind besiiglich m.

b) Fiir jedes p > o sind die Mafe i, (n & Ny), definiert durch

() = {1, v Plx,, dv) e de
0x

(wobei A eine Borelsche Teilmenge von Ry < X ist), absolui-
stetig beziiglich des Mafles ¢ 1= ¢ 7" AV @ m.

) Es gibt eine Folge (G,), - n, mefibarer Abbildungen > o auf
R. x X mit G- = p, frir alle n & N,

d) Es gibt eine Nullmenge N C R derart, dap fiir alle t & Ry |
\ N und n & N, gilt
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Gu(t! y) ’ 772<dy> - Pl<xn’ a’)’)

e) Ist jeder Kern P, t > o, sogar stark-Fellersch im engeren
Sinn, so konvergiert die Funktionenfolge (G,(¢,.)),cn gegen
Go(t, ) in LY(X, m) fiir jedes t © Ry \ V.

Beweis. Ordnen wir die Menge . der positiven rationalen

Zahlen in eine IFolge (p,),-n an, so leistet wegen Lemma 1
das MaB

oC o0

1 .
m () ="i5_:'1 ”‘Z:’O pramall 09 RN
das in a) Verlangte. Die Behauptungen b) und ¢) folgen un-
mittelbar aus a) und dem Satz von Radon-Nikodym.

Zum Beweis von d) sei D cine abzihlbare dichte Teilmenge
des Raumes £(X) aller stetigen Funktionen auf .Y mit kompak-
tem Triger. Iur jedes f & O und jedes » & IV, sind die Male
p;, und Ef' , auf K., definiert durch

B (B) = [ (Puf) () M dt = o (1 ® 1)

und
B (B) = [ ([ Cut. ) f(3) midy)) - e dt =

= u(G, (1, ®F)

wegen c) identisch. Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage im
Satz von Radon-Nikodym und der Abzihlbarkeit von 2 existiert
eine Nullmenge N C R so, dal3 die Dichtefunktionen

t—(Pf) (x,)

und
ts | G(8 5) - f(¥) m(dy)
auf R. \ NV fur alle # & N, und f € D ubereinstimmen.

Da D dicht in $(X) liegt, folgt hieraus die Gleichheit der MaBe
G, (¢, ¥) - m(dy)und P,(x,, dy) fir jedes t € Ry \ N und » & N,.
Damit ist d) bewiesen.

Aus
im [ [G,(2, y) — Go(t, ») | m(dy) = lim | P,(x,, ) — Py(xp, )|

n—0o0 77— 0Q
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fur alle # € R+\ NV und der Voraussetzung iber (7)), , folgt
schlieBlich e).

Satz. /st jeder Kern P, ¢t > 0, stark-Fellersch im engeren Sinn,
so ist die Resolvente (T s = o der Produkthalbgruppe R = (R), .,
=P ® Pauf X x X stark-Fellersch.

Beweis. Seien p > o, f eine positive beschrinkte Borel-Funk-
tion auf X x X und (x,), -y bzw. (£,),cn konvergente Folgen
in X bzw. in X mit Grenzwert x, bzw. %,

Fir jedes 2 & NN setzen wir

L(n) 2= | (RF) (o, o) — (Ref) (x,, %o) ) - €7 dt,

[2(%) o= ((Rtf) (xn’ ;’EO) - (le) (x", fn)) ’ e—ﬂ dt
und behaupten, daB die Folge (/i(n) + Z2(n)), oy = (W,/)

(xg) Xg) — (W, F) (%0 E,) )we v eine Nullfolge ist.

Seien dazu zunichst die Folge (G)), < 5, und die Malle #2 und p
wie in Lemma 5 gewihlt. Da (7)), , stark-Fellersch im engeren
Sinn ist, konvergiert die Funktionenfolge (4,), -y auf R} x X,
definiert durch

h,(47) i 73, 9) Pi(xo, dy) — ){ F33) Pix,, dy)

tE R*,ye€ X,nc N)

Ot g ©t— 2

punktweise gegen o und ist zudem durch 2 -| /| beschrinkt.
Somit gilt nach dem Satz von Lebesgue

(1) o = lim | f f b, (2, 9) P (&g, dF) ¥ dt | =

n—o0 0 X

=lim | 1(») |.

7”00

Seiennun fur & Nund y € X
f,: X—R

y=f(»5
und
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[ACOR :;ro((ﬁffy> @)—(LS) ®)) (G, 3)—GCq(2, ) e dt,

P = f (BT (F) — (Pf) &) Go(t, 3) - ™ dit.

Da G, p-integrierbar ist, ist fur me-fast alle y die Funktion
1+ Gy (¢, ) beziiglich ¢7#* -« A1 integrierbar. Dann ist der Zu-
satz zu Lemma 4 anwendbar, so daf} fur m-fast alle y & X gilt

lim 4,(3) = o0 und | 4,(») | < 2| F], IGO(z‘, - g

7=+ OQ

Da die Funktion y — [ Go(¢, ¥) - €% dt beziiglich des MaBes m
integrierbar ist, gilt wiederum nach dem Satz von Lebesgue

(2)  o=lim [ A,(y) m(dy) =

n-—+00

o

) P (o, dy) - ¥ dt
= lim (W,(f) (% %) — W,(f) (x0, £,)).

»n— 00

Nach Lemma j3e) konvergieren die Funktionen
Hyte [ G 9) — Gt y) | m(dy) (n € N)
X

auf R fast-iberall gegen o und sind durch die Konstante 2 be-
schrinkt. Abermals nach dem Satz von Lebesgue gilt somit

(@) o=2"|fle-Uim [H, () -e?dt >Mlim || g, (y) m(dy)|.
n—>0c 0 n—-00 X

Fassen wir (1), (2) und (2”) zusammen, so erhalten wir schlie3-

lich die Behauptung:

lim | (W, f) (a0, Zo) — (W) (x, ) | S Lim [ () [+ [ Lo () [=0.

”n— 00 n—>00

Bemerkung. Wie der Beweis des Satzes zeigt, ist fiir jede be-
schrinkte Borel-Funktion 7 auf X X X und jedes p > o die Ab-
bildung W,/ partiell-stetig auf X X X, falls jeder Kern 2,, > o,
stark-Fellersch ist. Hieraus erhalten wir:
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Korollar. /st jeder Kern P, t > 0, stark-Fellersch, so gibt es
ein Referenzmafl auf X X X, d. h. es existiert ein endliches Maf
wauf X x X mit

u(d)y=o0 < W,(.,4)=o0
fiir alle Borel-Mengen A C X x X und alle (oder ein) p > o.

Beweis. Seien (x,), v und (£,), c y dichte Folgen in X" und Y.
Wir setzen

‘U«( ) - = Z 2 'mJ m Wl ((x’l’ m )
n=1 m=1

Aus W, (.,A) = o fiir eine Borel-Menge A und ein p, > o folgt
aus der Resolventengleichung sofort

W,(.,4) = o fur alle p > o,

und damit
() = o.

Umgekehrt folgt aus u(A4) = o zunichst W1 ((x,, #,,), A ) == o fir
alle 72, m & N, sodann wegen der partiellen Stetigkeit

Wi ((x,, %), 4) = o fur alle # € X
und schlieBlich

Wi(3,A) = o firalles € X x X.

n?

Korollar. /s# (70 1 stetig und reellwertig, und ist jeder Kern
P, t > o, stark-Fellersch im engeren Sinn, so ist das Potential
W[ stetig und reellwertig fiir jede beschrinkte Bovel-Funktion f
auf X x X.Ist Uo 1 sogar beschrinkt, so ist Wy ein beschrinkter
Kern.

Beweis. Im ersten Teil des Beweises zeigen wir zuniichst die
Reellwertigkeit und Stetigkeit von W, 1. Seien dazu x & X,
# & X und & > o gegeben.

Wegen Wy 1(x,%) < Uq1(#)ist Wy1 reellwertig und beschrinkt,
falls U, 1 es ist. Da die Funktion #+> P, 1(x) monoton fallend ist,
verschwindet die Funktion

hit— P 1(x)—a

im Unendlichen, wobel @ = inf 2,1 (x) ist. Nach Lemma 4 ist
die Abbildung t=0
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¥ }—)(:fo/z(z‘) - P, 1(9) dt

stetig, nach Voraussetzung also auch die Abbildung

7(.) _fPl(r) Po()dt = f/z(t) Ba()dt + Ug1() - a

Seien nun 4 und & zwei die Topologien von X und X defi-
nierende Metriken. Nach Voraussetzung und dem socben Bewie-
senen existiert ein 6 > o derart, dafl gilt
a) Fiir alle y € X mit d(x, y) < 6 folgt | P.(x,.) — P,(,) | < &
b) Fir alle # € X mit d (& 7) < 6 folgt | (&) — 7 () | < e
Aus a) ergibt sich

a"y Fur alle y © X mit d(x, ¥) < 0 und alle # > ¢ gilt

P @) — PO =1PP_ )@ — PP )] <
<P — Pyl A Picer ], <o

Somit ergibt sich fur alle (3,%) € X x X mit d(x,¥) < d und
d(# %) < 6 die Abschiitzung

| (Wa1) (%, %) — (Wo1) (3, 9) | <
< (W) (v, 8) — (W, o1) @) |+ (W) @,5) — (W) (7)) | <

<] 9(7()_{7\3’/ | + ; [ (P 1) (x)— (&, 1)(.7)['(Pt 1) (9) dt <

oo

<’_s—{-f...+J'...<6+28+8'(001)(J7)-
0

Aus der lokalen Beschrinktheit von Uy 1 folgt dann die Stetig-
keit von Wy 1.

Sei nun f eine beschrinkte (ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit: positive) Borel-Funktion auf X x .X. Weil (W,)p o stark-
Fellersch ist, ist wegen [4] Ex. I1. 2.16 jede exzessive Funktion,
inshesondere also W,/ und Wy (| /||, — /), nach unten halbstetig.
Aus der Stetigkeit von Wy f + Wo(I fl, —7) = | /] - W, 1 folgt
die Behauptung.

Korollar. Unter der Voraussetzung des vorangehenden Korol-
lars erfiillt die Produkthalbgruppe (R)), -, die Bedingung (+)
aus § 1; d. k.. Jede beziiglich (R)) exzessive Funktion f ist Supre-
mum einer isotonen Folge stetiger, reellwertiger exzessiver Funk-
tionen.

2 Minchen Ak, Sb. 1978



18 Ursula Schirmeier

Beweis. Aus [9] Theorem 12.1 folgt die Existenz ciner Folge
(€.). e~ beschrinkter, positiver, universell meBbarer Funktio-
nen mit (Wyg,), e~ | /- Die Funktionen W,g, sind exzessiv und
reellwertig; ihre Stetigkeit ergibt sich wie im Beweis des voran-
gehenden Korollars.

§ 3. Produktfihige harmonische Ridume

Um die Ergebnisse der Paragraphen 1 und 2 zusammenfassen
zu kénnen, treffen wir die folgende

Definition. Ein P-harmonischer Raum (X, H*) mit abzihlbarer
Basis heile produktfifig, wenn es eine zu ihm passende Halb-
gruppe P = (P,), ,, mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Ist (¥, H*) ein beliebiger weiterer P-harmonischer Raum und
pP= (ﬁ,),zo eine passende Halbgruppe mit stark-Fellerschem
Potentialkern, so existiert ein ,harmonischer Produktraum"
(X x X, H*);d.h.es gibt ein Garbendatum H* auf X' x X der-
art, daB (X x X, H*) ein 9-harmonischer Raum und H} (X x .X)
gleich der Menge der P & P-exzessiven Funktionen ist.

Aus dem in den §§ 1 und 2 Bewiesenen folgt nun sofort der

Satz. /st jeder Kern P, t> 0, stark-Fellersch im engeren
Stnn, so ist (X, H*) produktfikig.

Beispiele. 1) Der harmonische Raum der Lésungen der La-
place-Gleichung auf Jo,1[ ist produktfihig. Dies folgt entweder
aus der Tatsache, dall die Halbgruppe der Brownschen Bewe-
gung auf ]o,1[ stark-Fellersch im engeren Sinn ist, und aus obi-
gem Satz, oder aus dem nachfolgenden Satz.

2) Der harmonische Raum (R*, H}) aus [6] Theorem 2.1.2. (mit
der offenen Menge R} = R, | {o} C R als Grundraum), dessen
hyperharmonische Funktionen die lokal wachsenden und nach
unten halbstetigen Funktionen sind, ist nicht produkt-fihig.

In der Tat: Wir werden im folgenden sehen, daf3 (R, H}) der
»typische Vertreter eines nicht-produktfihigen Raumes ist.

Bekanntlich ist die quasi-Fellersche Halbgruppe ¢ = (9,), -,
der gleichmiBigen Bewegung nach links auf R, definiert durch
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eine zu (R¥, H}) passende Halbgruppe mit stark-Fellerschem
Potentialkern

5 s

To(s,.) = g e, _,()dt = g e,(.) dt.

Das oben angekiindigte Ergebnis besagt nun insbesondere zum
einen, dal3 (R_t, HY) als ,,Testraum‘‘ verwendet werden kann,
zum anderen, daB die Bedingung an die Halbgruppe im voran-
gehenden Satz in Wirklichkeit auch notwendig ist.

Satz. Ein P-harmonischer Raum mit abzihibarer Basis (X, H*)
ist genaw dann produktfihig, wenn er die folgende Bedingung
erfiillt .

(¥) Zu einer geeigneten passenden Halbgruppe P = (P), ., gtb¢
es eine harmonische Produktstruktur H* auf X x RY derart,
daf HY (X x RY) diec Menge der beziiglich R = P ® 6 exzes-
siven Funktionen ist.

Jeder Kern P,, t > o, ist dann notwendig stark-Fellersch im en-

geren Sinn.

Beweis. Definitionsgemil erfullt ein produktfidhiger harmo-
nischer Raum die Bedingung (*). Zum Beweis der Umkehrung
zeigen wir, dall (*) zur Folge hat, dal3 P stark-Fellersch im enge-
ren Sinn ist. Aus dem vorangehenden Satz folgt dann die Pro-
duktfihigkeit von (X, H*).

Fir jede Borel-Funktion g auf X mit o < g < 1 setzen wir

H(g): X X Rt — R
(x, 8) =~ (£g) (%)

und behaupten, dafl A (g) harmonisch beztglich des Produkt-
raumes (X x R¥, H*) ist. Den Beweis filhren wir in zwei Schrit-
ten:

Zuniichst zeigen wir, daB die Funktionen /7 (¢) und 2 — H(g)
exzessiv sind, wobel % eine beliebige superharmonische Funktion
auf X X RY ist mit « >/ (g). Fir s,#>0 und x € X gilt
nimlich

2*
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(R(H() (1) = | f H(g) (3. 7) b,(t, d7) P,(x, dy) —

_}o wenn £ <g
- l H(g)(y, t-—19) Lo(x,dy) = (Pg) (x) = H(g) (x,1) wenn £ >,

sowie
(R,20) (2, t) <u(x,t)und (R ) (x,2) — o, wenn ¢ < s,
insgesamt also

R (H(g)) < H(g); lim £, (H(g)) = H(g)
und

R (0 —H(g) < tysye (00— H(g)) < u—Hg),
lim R, (u— H(g)) = u— H(g).

50
Damit ist die Exzessivitit von //(g) und 2 — H(g) bewiesen,
Weil es zu jedem Punkt (x,7) eine offene Umgebung F und eine
superharmonische Funktion « auf X" < R} gibt, die auf V7 har-
monisch ist, und /(g) majorisiert (ctwa 2 — R} * W fir ge.
ntgend kleines V), folgt hieraus die Harmonizitit von /7 (g).
Die Familie (#7(g)),,<, (wenn g alle positiven Borel-Funk-
tionen mit || g | < 1 durchliuft) ist eine durch 1 gleichmiBig be-
schrinkte Familie harmonischer Funktionen auf X x R, also
gleichgradig stetig. Hieraus folgt die Stetigkeit der Abbildung

X - MI(X)
x> Px,.),

wenn dabei der Raum 473 (X) aller positiven Radon-Maf3e mit
Gesamtmasse < 1 auf X mit der Normtopologie (Totalvariation
versehen wird. Definitionsgemi3 bedeutet dies gerade, dall 7
stark-Fellersch im engeren Sinn ist.

Korollar. (RY, H}) ist nicht produktfikig.

Beweis. Im ersten Teil des Beweises zeigen wir: Ist @ >0
und § = (§,), .  eine zum harmonischen Raum (Ja, co [, H} |, +
passende Halbgruppe derart, daf3 die Lebenszeit £ des zugehdérigen
Standard-Prozesses fast-sicher endlich ist, so nimmt jeder Kern
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9, (¢t > 0) nur die Werte o und 1 an. Wegen Translationsinvarianz
konnen wir beim Beweis o. B. d. A. 2 = 0 annehmen.

s sei (2, U, (P7), (X)), (0,), R}, ®B) der zur Halbgruppe 6 der
gleichmi’iBigen Bewegung nach links gehorige Standard-Prozel3
mit @ = R, g(w) o und X,(w) == w—t¢firo <t < w. Daé
und & zu (R}, HJ) passen, besitzen sie dieselben Treffervertei-
lungen; d. h. die Kerne 04 und 8 (zur Definition vgl. [4] p. 61)
auf der Alexandroff-Kompaktifizierung R* von R} stimmeniber-
ein fir jede kompakte Teilmenge & von RY.

In der Tat: Sei zunichst X C R} abgeschlossen. Dann gilt
fiir jedes x >> o

O (%) = & (.) = b (x,.),
und fiir den Alexandroff-Punkt 4 & R¥ | R*
0x(4,.) =0 = bx(4,.).

Fir eine beliebige kompakte Teilmenge K von Ei mit 4 € X,
cine Borelsche Teilmenge B von RY und x & RY gilt

Ol B) = E*(150 X7 ) =

N N .

_]:x\l,}oX,,K YT coy) T (130X,
[ ] . )

= K <1”’0X7'/;\{A) 1{7)\_\{1} o)) T O

= 0 {4} (x,B) = SA’\{A)(I)B> == ~/((X, B),

K Ty = )

sowie

O(w, {4}) = Og(xr, REY) — 84, RY) = P*({T; < 00 }) —
— O, RY) = PY({Ty < 00}) — 3 (x, RY) = 8¢ (x,{4}),

wegen 7 <~ co P*fast sicher, 7 <C 0o P*-fast sicher.

Somit sind die Voraussetzungen von [4] Theorem V.5.1 er-
fillt. Es existiert demnach eine Zeittransformation t so, daf3 &
die Ubergangshalbgruppe des transformierten Prozesses (£, ¥,
(P9, (X,), (6,), RY, B)ist. Insbesondere nimmt jedes §,, # > o,
nur die Werte o und 1 an wegen

3,(5,4) = P"({X,, € A}) (s >0, A € B).

Sei nun (3,),., cine beliebige zu (R¥, Hy) passende Halb-
gruppe. Wir wenden den ersten Teil des Beweises auf die beim



22 Ursula Schirmeier

Eintritt in Jo,1] gestoppten Halbgruppen (5}),.4 # € N, an
und erhalten: Jeder Kern § nimmt nur die Werte o und 1 an,
Well fur jedes B & B, x & Ri und ¢ > o gilt

8,(x, B) = lim &7 (x, B),
nimmt auch §, nur die Werte o und 1 an. Dann kann aber die
Abbildung
s> 8,(s,)
RY — ML(RD)
nicht stetig sein.
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