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Sitzung vom 4. Juni 1976 

Zur Existenz und analytischen Darstellung von 
Nullstellenfolgen bei Exponentialsummen 

Von Hermann Schmidt und Gottfried P. Meyer in Würzburg 

Einleitung 

Vor über 50 Jahren hat in diesen Sitzungsberichten G. Polya 

[4] grundlegende Ergebnisse über die Nullstellenverteilung bei 

Exponentialsummen der Gestalt 

(1) f(z) = f P,(z)eV 

V = o 

mitgeteilt (P„(z) nicht identisch verschwindende Polynome, av ver- 

schiedene komplexe Zahlen). Für N > 1 hat eine solche in der 

komplexen Zahlenebene stets unendlich viele Nullstellen; dies 

folgt aus einer asymptotischen Abschätzung bei Polya, scheint 

aber wenig bekannt zu sein; so mag ein sehr kurzer Beweis mit- 

hilfe eines Satzes von Hadamard erwünscht sein, den wir ein- 

leitend geben. Ferner zeigt Pölya, daß außerhalb beliebig enger 

Winkelräume um die äußeren Normalen auf den Seiten eines 

gewissen durch f bestimmten Polygons TI, des „Indikatordia- 

gramms“, nur endlich viele Nullstellen liegen können; dabei 

ist Pf die konvexe Hülle der Menge der „Exponentenpunkte“ äv. 

In der seitherigen, schon recht umfangreichen Literatur des 

Gebiets (von der wir nur unmittelbar gebrauchtes anführen) 

wurde nun eine Fülle weiterer qualitativer und asymptotischer 

Ergebnisse über die Verteilung der Nullstellen zu Tage geför- 
dert. Im Unterschied dazu geht es uns hier darum, für ausge- 

wählte Nullstellenfolgen explizite analytische Darstellungen 

durch konvergente und hinsichtlich des Folgenindex asympto- 

tische Entwicklungen nach „Skalenfunktionen“ zu gewinnen 

(Hauptsatz § 2); letztere setzen sich dabei multiplikativ aus Po- 
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tenzen, Logarithmen und Exponentialfunktionen zusammen, wie 
es S. 136/7 im einzelnen erörtert wird. Die von uns erfaßten Fälle 
sind durch die Gradbedingung gekennzeichnet 

(6) gr Pj < (1 —aj) gr P + a, gr Q. 

Dabei ist i7 so gelegt - was ohne Einschränkung möglich ist -, 
daß die betreffende Polygonseite mit dem Intervall < o, 1 > der 
reellen Achse zusammenfällt; die a.j sind die im Inneren der- 
selben gelegenen Exponentenpunkte, und P-, P, Q sind die die- 
sen bzw. den Endpunkten entsprechenden Polynome. 

Sätze dieser Art sind bisher nur für den Fall bekannt gewesen, 
daß die Polygonseite keine Exponentenpunkte im Innern enthält 
(vgl. die Dissertation von G. P. Meyer, Würzburg 1975). (6) be- 
sagt insbesondere, daß das „erweiterte Indikatordiagramm“ im 
Sinne von Schwengeier [10] § 4 nur eine einzige Strecke über 
der betrachteten Polygonseite besitzt. Beispiele legen es nahe zu 
vermuten, daß sich diese Forderung lockern läßt, worauf aber 
hier nicht mehr eingegangen wird. 

§ 1. Vorbemerkungen 

zv eaz und zv ea z (y, v' G N0, a, a G C) stellen offenbar genau 
dann die nämliche Funktion/: C —* C dar, wenn v = v', a = a . 

Eine endliche Anzahl paarweise verschiedener solcher Funktio- 
nen ist, wie in der Lehre von den linearen Differentialgleichungen 
gezeigt wird, über C linear unabhängig. Eine Darstellung 

N 

(0 /W = ZA(2)e’" 
V = o 

0 4 AO) G 
C

1>]> av G c, av 4= ax (v 4= x) 

ist daher eindeutig bestimmt. 
N' b . 

Ist nämlich f(z) = £ 9x(z) e * eine weitere Darstellung die- 
X = o 

ser Art, {av} — 21, {èx} = S3, so gilt mit 21 (J 23 = {dv} 

z PJL*) ev’ = 0 Pv = Pk - qt dv G 21 n » 

= A 4= o dv G 58 

= — 9kv 4 o dv G 21 

= o 
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Wegen der linearen Unabhängigkeit ist 

Pv = o V v, daher 21 = 25, N = N', pk = qky k. 

N + 1 heiße die Gliederzahl von/. Jetzt läßt sich formulieren: 

Satz: Eine mindestens zweigliedrige Exponentialsumme hat 

stets unendlich viele Nullstellen. Eine mindestens dreigliedrige 

Summe nimmt jeden komplexen Zahlwert unendlich oft an. 

Beweis: Wäre ersteres nicht der Fall, so hätte man für f(z) 

neben der Darstellung (1) auch noch eine Darstellung P(z) es<z> 

(.P(z) Polynom, g(z) ganze Funktion), worin, da f(z) höchstens 

die Ordnung eins hat, nach Hadamard1 g(z) = a + bz sein 

müßte ;/(#)hätte also die eingliedrige Darstellung 

f(z) = P(z) eaelz, gegen die Annahme. Die zweite Aussage des 

Satzes gilt, da f(z) ■—- c mindestens zweigliedrig ist. 

Wir benützen öfters folgende einfache Umgestaltung der Tay- 

lor-Formel für Polynome. 

Hilfssatz: Es sei 

H{z) = V7 + Kz1-1 + . . . + h, G C[z] (/ G N). 

Dann ist für zlt z% G C: 

(2) 

mit 

(3) 

1 fjW,„ \ 
1 + § **) = X zx + Vi' = 

k = O 

= + ‘Z dfz^zf 
k = O 

Tj(k)(„ \ 

d&f) = _ h[_k {k = 01). 

§ 2. Der Hauptsatz 

Wir müssen jetzt die Grundlagen der Theorie des Indikator- 

diagramms nach Polya [5] und Schwengeler [10] für unsere 

Funktionsklasse als bekannt voraussetzen. Hierfür vergleiche 
auch Dickson [1], [2]. Der bequemen Sprechweise halber nor- 

mieren wir das konvexe Polygon 77(/), was immer möglich ist, 

so, daß die gerade betrachtete Seite des Polygons mit der Strecke 

/ : = [0,1] der reellen Achse zusammenfällt, das Innere von 11(f) 

1 Der hier gebrauchte Sonderfall seines berühmten Satzes ist nach Valiron 
[u], Cor. 7 (a), S. 18 mit den einfachsten Mitteln zu erhalten. 
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in der unteren Halbebene liegt; auf / gebe es t + 2 (r £ N0) 

reelle Exponentenpunkte o = a0<a1<...<ar+1= 1. Die 

Exponentialsumme hat also die Darstellung 

(4) F(B) = P(z) + Z P„(B) ek’ + Q(B) P + 
k= 1 

+ Z Q^)e'\ 
T= 1 

wobei (.s, t G iV0) 

(5) o ={= P(z), Q(z) E C[z], 

0 ^ AO). ÔT0) G CM (k = l, . . s) (T = l,..., t), 

O = a0 < <xx < ... < a, + ! = 1, 

G c, bj =4= ^ (J =4= /ê), Im £r > o (T = 1, ..., t). 

Hauptsatz : Gegeben sei die Exponentialsumme (4) mit (5). 

Es sei 

Wd : = M = re'9 E C | r > o, | 9? — y | < <5 ; <5 > o}. 

Es gelte 

(6) grad Pk(z) < (1 — a*) grad />(» + a* grad Ö(» 

(/è = l, ..J). 

Dann besitzt die Exponentialsumme F(z) für jedes noch so 

kleine <5(> o) unendlich viele Nullstellen zn E WV Für n j> iV0 

(JVQ hinreichend groß) existiert für eine absolut konvergente 

Reihendarstellung, aus der sich eine asymptotische Entwicklung 

hinsichtlich n für n —* 00 im Sinne von Herrn. Schmidt [7] ge- 

winnen läßt. 

Be?nerkung : Die Ungleichung (6) besagt geometrisch, daß die 

Punkte (ocj, pÄ) unterhalb der Verbindungsstrecke f von (o, p) 

mit (1, q) liegen, so daß also f einzige obere Stützsehne1) der s P 2 

erwähnten Punkte ist, und daß im Innern von f keine solchen 

gelegen sind. Wenn man die Richtung der äußeren Normalen 

der betreffenden Polygonseite als „Richtung nach oben“ nimmt, 

erhält man so auch eine von der speziellen Normierung der Lage 

von II unabhängige Form der Bedingung (6). 

1 Vgl. hierzu Herrn. Schmidt [8], insbesondere S. 535. 
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P 7 

s = 2 

Beweis : Zur Abkürzung setzen wir 

p : = grad P(z), q : = grad Q{z), 

Pk : = grad Pk{z) (k = 1, .. ., s), 

P(p) : = c^zp + cxz
p~x + ... + cp, 

(pa> • ■ • E Cp +
 \ 

co =t= o. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei Q(z) ein normiertes 
Polynom. Für die Gleichung F{z) = o machen wir für p =j= ? 
die Transformation (n E N) 

(7) * = OJ„ +(p — q) Lg(Cmn) + C 
1 

co„ : = 2w zrf, C : = (— c0)p~f, CEC. 

Dabei bedeute Lg z = Lg \ z\ + i Are z den Hauptwert des 
Logarithmus (Lg | z \ reell, — n <C Arc z < zr). 

Mit (2), (3) und (7), wobei zunächst = C> alsdann gleich 
dem Mittelglied (7) — 17) Lg((Ta)J genommen wird, folgt 

(8) />(*) = c0œ/ [1 + R(con, £)] 

mit 

(9) R(wn, C): = Z evc^~1(a~v + 
V= 1 

+ 1 d&p-q) Lg(Ccun)] wj-'cr1 + 
v = 0 

+ Ï1 [a>„+(J> — g) Cg(Cœ„)Ycon-
pà,(C)c0-\ 

v = 0 

dXt)=^-J~ — cp-v (y = o, ...,p— 1). 

R{a>n, C) hat also die Gestalt: 

9 München Ak. Sb. 1977 
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(10) R(con, 0 = Z £Xn)sX0; 
*> = 1 

dabei ist gv (£) ein Polynom in £, und es ist 

(11) lim £„(«) = o (y = l, . . 3^>). 
w — ►OO 

Analog ergibt sich 

(12) Pk(z) = ßk 0a),fk [i + Rt(tan, Q] (k = 1, ..., s), 

wenn wir mit ßk, 0 den höchsten Koeffizienten von Pk(z) bezeich- 
nen. Rk(o)n, C) ist analog zu (io) von der Gestalt 

(13) Rt(a>„, 0 = 2 G,v(«) gt.XO {k = 1, ..s), 
V = 1 

wobei gk v (f) ein Polynom in Ç ist, und es ist 

(14) hm ek v{n) = o (k = 1, . . J, v = 1 . . ,,pk). 
M—*■ CO 

Schließlich haben wir 

(15) Ô00 = 0>n [1 + R0(con, £)], 

wobei wiederum 

(16) R0(M„, 0 = Z £
0,v («) £o.v (0 

V = 1 

mit Polynomen g0t „(f) ; 

(17) hm e0i v(n) = O (v =■ 1, . . 37). 
n —*■ 00 

(7) liefert vermöge (8), (12) und (15) die zu A(^) = o äquivalente 
Gleichung 

(18) ec—i+ec R0(co„, C) — *(©„, C)■ 

G + —11 — ?«/. vu / A 

-T- 2 
k = 1 

— 2 G(») |-t(0 = o. 

*t1 + 0] ä,O(—^0) * f 
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Dabei haben wir noch berücksichtigt, daß wir mit (7) errei- 

chen (bei passendem t‘ G 7V0): 

(19) ^r^o-1 Z = Z hWlr(C); 
T = 1 T = 1 

gT(C) ist eine ganze Funktion. Wegen Im bx > O gilt nun 

(20) lim cT(n) = 0 (v = 1, . .*')• 
n—+ 00 

Wegen (10, (13), (16) und (19) hat (18) die Gestalt 

h 

(21) £ — 1 — Z £Xn) gS) = ° 
V = X 

mit passendem i £ JV und ganzen Funktionen gv(£), wobei nach 

(11), (14), (17), (20) und der Voraussetzung (6) 

(22) lim ev(n) = 0 (v = 1, . . ., h). 
n—*■ CO 

Es sei die positive Zahl r <C 2n beliebig, dann fest gewählt. 

Wir betrachten die Gleichung (21) für | f | < r. Ersetzen wir in 

(21) die von n abhängigen Größen ev(n) durch Veränderliche 

Cr G C (v = 1so erhalten wir ein reguläres Problem einer 
impliziten Funktion von mehreren komplexen Veränderlichen 

(23) e: — 1 — Z f, gv(0 = o. 
v = 1 

Nach Herrn. Schmidt [6], (§ 1 ; setze speziell tp(w) = w, n = 1) 

besitzt (23) genau eine Lösung f mit | £ <f r, falls 

(24) |C, \<0, (y=i Ä); 

dabei sollen die öv >> o der Bedingung 

h 

Z bvMv<r 
V = 1 

genügen, wo Mv geeignet gewählte positive Zahlen sind, für die 

I -737 gXO I < Mv für I CI < r 

gilt. Die Lösung läßt sich für | | < <5V (v = 1, ..., h) als eine 

absolut und gleichmäßig konvergente Potenzreihe in 7, ..., t,h 
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darstellen (siehe [6], (8) bzw. (10)). Ist^> = q, so führt die Trans- 

formation 

2 = w„ + Lg (— c0) + C, 

wie man sofort sieht, zum Ziel. 

Wegen (22) ist für n > N0 (JV0 G IV hinreichend groß) die Be- 

dingung |e„(«)| < (5V (v = 1, . . /z) erfüllt; (21) besitzt demnach 

für « > genau eine Lösung Ç = C„ mit | £„ | •< r und zn G W6. 

Die Differenz zn — [co„ + (p — q) Lg (Fco,,)] läßt sich in eine für 

n^> N absolut und gleichmäßig konvergente Reihe entwickeln. 

Die auftretenden Glieder zerfallen in drei Klassen: 

1. Produkte von Potenzen und Logarithmen von wn; man über- 

zeugt sich an Hand von (9), (13) und (16), daß sie von der Form 

Mn [Lg (L'w„)]/ (l G fV0, k G Z) sind. 

2. Exponentialglieder der Form yn 
v e v n mit av £ AT0, Yn 

: = 

C0„ +(p — q) Lg(Cco„), Re (Kyn) > o, wobei — lv nur posi- 

tiv ganzzahlige Linearkombinationen der endlich vielen Zah- 

len bv .. ., bt durchläuft. 

3. Produkte von Elementen des ersten und zweiten Typs. 

Wir ordnen die Glieder der Reihe nach unserer Klasseneintei- 

lung um: 

— K + (P — q) L g (CaO] = •S'iK) + + -S'sK); 

die Reihe 5)(<w„) enthalte nur Glieder vom/-ten Typ (j = 1,2,3). 

Treten nur Glieder vom ersten Typ auf (d. h. t = o), so ist 

52(CO„) == S3(œn) = o. Man überzeugt sich an Hand von (3), 

(9)1 (13) und (16), daß in der Reihe ^(coj nur Funktionen der 
Gestalt (Lg Cft)„)’t—x a>„—* (o < A < x, x G IV) auftreten. Die 

Reihe Tx(a)J ist dann eine asymptotische Entwicklung für n —* 00, 

was man ähnlich wie bei Herrn. Schmidt [9] ((4), (6)) zeigt, wo 

nur zwei Größen t2 und f2 auftreten. Wir betrachten die Reihe 

^(«O ÄW = S3(co„) = o <=> grad PG) = grad ß(*) = o). 
Sie ist eine asymptotische Entwicklung ihrer Summe, wofür im 

Falle des Auftretens von positiven Potenzen von yn eine Erwei- 

terung der Bemerkung 2 bei Herrn. Schmidt [6] heranzuziehen 

ist. Hierbei ist (in der dortigen Sprechweise) in dem Faktor 
1 x durch ein ax — 0(<x.x) für z->oozu ersetzen. Im allge- 
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meinen Fall ist G2(OJ„) + S3(mn) immer noch 0(yn° e für 

n —»■ 00 (Re >0, k0 EL Z), da ein maximales Glied her- 

ausgezogen werden kann, so daß S1(a>ll') eine asymptotische Ent- 

wicklung für zn — yn für n —> 00 ist, wenn auch trotz der Kon- 

vergenz von S^coJ keine Darstellung für zn — yn. 
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