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Abstract:

The hamiltonias of quantum electrodynamicn reads in the
Schrodingerpicture A = Hyin + Heowt + Hint + Hqu. If we apply
a transformation wellknown from polaron theory, and a second
one leading to Glauberlike states, we obtain a new decomposi-
tionof / : H = Hy + Heom + H 5. All Glauberlike eigensolutions
of H, are computed rigorously. That is possible if one uses
L-analysis.

1. Einleitung

Kirzlich ist gezeigt worden,!-? dal Massen beim Zusam-
menspiel elektromagnetischer und spinoreller Wechselwirkungen
zustandekommen. Dabei sind zwei Effekte wesentlich. Erstens
nehmen Urfermionen, die als freie Teilchen masselos sind, unter
dem Einflul beider Wechselwirkungen in der Diracsee eine Masse
m an, gegen die der Cutoff sehr groB3, wenn nicht gar unendlich ist

(Clm) > exp (—}) Zweitens kompensieren sich bei Elementar-

teilchen (als Polarisationszustinde in der Diracsee) die zum Cutoff
proportionalen Anteile so, dafl Teilchenmassen relativ zur Urfer-
mionenmasse endlich sein kénnen

In 1. c. 1,2 wurde neben der Spinorwechselwirkung nur die
Coulombwechselwirkung beriicksichtigt. Der Bosonenanteil des
Feldes wurde aus Granden der Einfachheit und ohne Riicksicht
auf den Approximationsgrad unterdriickt. Hier betrachten wir
die volle Quantenelektrodynamik ohne spinorelle Wechselwir-
kung. Damit verzichten wir zunichst wieder auf die Berechnung
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von Massen. Es geht um die Untersuchung einer bisher kaum
beachteten Eigenschaft der Quantenelektrodynamik, die es er-
laubt, eine Schar von Eigenlésungen des bosonischen Anteils des
Hamiltonoperators in Strenge zu berechnen. Da man hoffen darf,
daB3 sie eine gesunde Basis fir Niherungsrechnungen liefert,
dirfte es der Mithe wert sein, diese Lésungen zu bestimmen,
ohne den Blick unmittelbar auf Anwendungen zu richten.

Wie in den fritheren Arbeiten wird die £2-Analysis® extensiv
benutzt, nach der auch divergente Integrale integrabel sein kon-
nen. Ferner gebrauchen wir eine aus der Polaronentheorie? be-
kannte Transformation, die man bisher in der Quantenclektro-
dynamik nicht verwendet hat. Mindestens in Verbindung mit der
0-Analysis macht sie es moglich, Eigenlésungen zu finden, die
mit Glauberzustinden® verwandt sind.

Auch hier verwenden wir das Schrodingerbild und beschrin-
ken uns darum auf Lésungen mit dem Gesamtimpuls P = o. Die
Vorteile sind in 1. ¢. 1 genannt.

2. Der Hamiltonoperator der Quantenelektrodynamik

Der vollstindige Hamiltonoperator der Quantenelektrodyna-
mik lautet im Schrodingerbild (vgl. Anm. nach (2.23)):

H=[dt{y"(—igo-y)y—c@'y ?—ylooy -4
+ = (E* + (ot A)) + E-p & + A-yII}.
Samtliche Operatoren hidngen nur von r und nicht von ¢ ab;

dt = d°r ist das Volumenelement im Ortsraum. Gemal der Ver-
tauschungsrelationen

{9 @ ¥h()} =000 —1),
(2.2) [—E;(), 4,()] =0, 8@ —r),

(LI (), @) =@ —r)
sind die Operatoren paarweise kanonisch konjugiert. Alle anderen
Operatorpaare sind vertauschbar oder (im Falle , y bzw. 1, )
schiefvertauschbar.

Der zu @ kanonisch konjugierte Operator JT kommt schon bei

Heisenberg, Pauli® vor. Er liefert die Gleichung der Lorentz-

(2.1)
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konvention. Bekanntlich ist die Zeitableitung im Schrédinger-
bild” durch

@:3) 0o X =0,X +7[H, X]

definiert (% = 1). Damit erhilt man speziell fir @ wegen 9,® =o
die Gleichung

(2.4) Op @ =—div 4.

Wihrend @ und A4 einen Vierervektor bilden, ist /1 ein Skalar
und E Teil eines Schieftensors. Da wir im Schrédingerbild arbei-
ten, brauchen wir nicht auf positiv definite Vertauschungsrelatio-
nen zu verzichten, um wie Gupta, Bleuler® zu manifest kovarian-
ten Formulierungen zu kommen. Kunststiicke jenseits der Prin-
zipien der Quantenphysik sind nur erforderlich, wenn man mani-
fest kovariante Gleichungen erzwingen und damit mehr mathe-
matisch-idsthetisch als physikalisch-inhaltlich begrindete Forde-
rungen Rechnung tragen will.

Fir die Zeitableitungen von /T erhilt man mittels (2.3) aus (2.1)

(2.5) 0o 1 = eyty + div E.
Daraus folgt

802 IT = 0y (89 IT) = e 0yyplty + div 0, E.
Wegen
(2.6) 00 E = eylpop + rot B + grad IT
(mit B = rot 4) und der Kontinuititsgleichung

(@.7) Sopty + div yle,op =o,

welche man leicht bestitigt, erhilt man fir die zweite Zeitablei-
tung von /7 schlieflich:

(2.8) Gt = ALL

Daraus folgt weder I = 0, was mit den Vertauschungsrelatio-
nen nicht vereinbar wire, noch kann man sich allgemein auf Lo-
sungen II|® >> o beschrinken. Doch geht aus (2.5) und aus
(71, 8,IT] = o hervor, daB man simultan die beiden Gleichungen

(29) II|®>o0, (div. E +eyly) | &> =0
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fordern darf, wie es Pauli und Heisenberg getan haben. Ebenso
erhdlt man aus (2.6)

(2.10)  (pE —eylo,opg4—rot B) | &> =o.

In beiden Gleichungen spiegeln sich die entsprechenden klassisch
physikalischen Maxwellschen Gleichungen. Sie gelten nur fir die
speziellen | @ >. Ohne die simultane Berlicksichtigung beider
Bedingungen in (2.9) kann man in Widerspriiche geraten. Die
letzte der Maxwellschen Gleichungen gilt wie (2.4) fiir belie-
bige | @ >:

(2.11) 0p A =—FE - grad @.

Mit Riicksicht auf die Nebenbedingungen vereinfacht sich der
Schrédingeroperator wie folgt:

(212) H =[dv{yt(—igio-p)y +eyloop-4
+ % (E? + (rot A)?)}.

Wegen der Gleichung fir div E in (2.9) sind aber die Neben-
bedingungen noch nicht vollstindig eliminiert. // in (2.12) ist
ohne Nebenbedingungen noch nicht mit (2.1) dquivalent. Sie
kann darum ohne (2.9) nicht Grundlage der Quantenelektro-
dynamik sein. Die Elimination gelingt auf einfache Weise erst
nach Einfihrung der Fourierkomponenten.

Die Fourieramplituden von 4 und E definieren wir durch

A = g | AG) 5% dpy dpe = o,

1 - ker
Er) = Ve JI EE) e dp.

Sie gentigen denselben Vertauschungsrelationen (mit k statt r).
Wegen der Hermitezitdt von £(r) und 4 (r) gilt:

(2.13)

(2.19) Et(k) = E(—k), Af(k) = A(—F).
Das sind Bedingungen, von denen wir uns am Ende ebenfalls

befreien miissen. Zunichst folgt aus (2.12) (mit ¢ = ]Cfn'a fir
F=1,c=1):
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H =jdrwf(r) (— 10,6 —i——z—ly;Vsz J‘glo'-
(215)  A(R) e dp) p(r)
. %fdﬂ (Ef-E(k)+(k x ATR) - (k x A’(k))).
Zerlegen wir die Felder in ihren transversalen und longitudi-
nalen Zweig gemil
X=X, +X,e=—ex(ex X)+e(eX) e =kEk
so lautet der Integrand in der zweiten Zeile
EYE, + (Bl -E, + #24%- 4).
Darin kann man £, eliminieren. Gl. (2.9) lautet in Fourierkom-
ponenten

kB — oyt

s,—,sfk Eci*rdu|@>=—cyly| &>

Daraus folgt:
k-E:,éE"z_—zl;VzaJ‘zpfy)e"""d‘u=:—2—;V2aQ(k).

Somit ist vor | @ >:

L[ an e, =2 [ % ot om.

14

Das ist gerade die Coulombenergie:

Heon = % [ % 0tk 0(B)

4

o dr, d
= 2 [ I ) () v () @ (o).
(il 2 21

Sie ergibt sich, wenn man

(2.16)

(217) Q(k) = [ y'(r) yp(r) &*"dv

einsetzt. Sei ferner

(2.18) Hy =IdT‘PT<—i91“'V}‘P

die kinetische Energie, so lautet (2.15)

(2.19) H = Hy 4+ Heom + 1;;:& f 1{’1.(7'> 0,0y ‘it (k) et rdt du

+ 2 [ BB, AL,

8 Minchen Ak. Sb. 1977
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Zunéchst steht der Faktor A(k) bei der Stromdichte. Doch ist
A, (k) mit (2.19) vertauschbar, so dafl wir 4,(k) | # > =o0 bzw.
div 4 (r) | ® > = o0 annehmen diirfen.
Mit den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren Qt(k), Q (k)
in
(2.20) d == (a(k) +al(®), B =— i)/ L (at(h)—a(—h)
V2% 2

befreien wir uns von den Bedingungen (2.14). Substitution in

(2.19) ergibt
(2.21) H =HO +Hcou1 +f[0 +H‘

Darin ist /7, die Quantenenergie (ohne Nullpunktsenergie, die
man subtrahieren kann):

(2.22) Hy, =[dpkal-a,

und #7; die Wechselwirkungsenergie

(2.23)  Hi *Va fl/k ooy (a " faflt)

Soweit sind aIIe Umformungen mehr oder weniger geldufig.
Wir hitten uns mit Hinweisen begniigen kénnen, wiren wir nicht
von dem vollstindigen Operator (2.1) ausgegangen, bei dem die
Elimination von I zweifelhaft ist, wenn man / in (2.15) ohne
die Nebenbedingung (2.9) gelten 1i8t. Man gewinnt den Opera-
tor in (2.1), wenn man von A, ausgeht und die Operatoren @
und A4 als Eichfelder einfithrt. Dabei ist es unausweichlich nétig,
neben E den Operator /1 einzufiihren. Darauf gehen wir hier
nicht ein, erwidhnen es aber, um zu begriinden, warum wir den
Operator in (2.1) als den eigentlich fundamentalen betrachten.

Zum Schlull wenden wir eine aus der Polaronentheorie (1. c. 4)
bekannte Transformation an:

H—H = He ™,
=[dpk-ral-a,
Sie fahrt @, at und | in

(2.24)

(2.25) a, =a, e @t =al 0, gl = —i [ dukal -,

uber. Dabei bleiben Heou1 und H, invariant. Ho und 77; gehen in
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Hé =Ho—J - Iduka*'a, J=[dty'e* ey,

2.26

(2.26) , _ Va J‘ +ah

iber. Es empﬁehlt sich, die Glieder neu zusammenzufassen:
(2.27> H =Ho + Heom +HQ + A’

mit

(2.28) A’ =J~jd,u {kaf-a} + = I/_ (a, +ab).

Es tritt eine Art Separation der Fermionen- und Bosonen-
koordinaten ein. Das legt es nahe, den Operator /' losgelést von
den Ubrigen zu untersuchen. Es macht keine Miihe, /7, einzu-
beziehen, also alle Operatoren, die af und @, enthalten. Wir be-
trachten im weiteren den Bosonenoperator:

(2.29) Hy =H, +H".

3. Eigenlosungen des Bosonenoperators

Nach (2.22) und (2.28) mit J aus (2.26) lautet der Bosonen-
operator explizit:

) Hy = [l +k-Dat-a,+ L )L T @+ ah).

Neben den Stromintegralen betrachten wir analog gebaute Spin-
integrale. Sie lauten in Impulsraumdarstellung:

J=[duytoop, K=[duytey,
v =v(p), vt =y'(p), du =d®p,
und geniigen den Vertauschungsrelationen (7, £, / = zy £/ (1,2,3)):

3.2)

UnJd =2iK, [[, K] =2¢/,
(K Ji) =28/, K, K] —2iK,.
Die halbierten Operatoren befriedigen also der Liealgebra der
0 (4), K/2 der der o (3).

Die Struktur des Operators #/, legt es nahe, nach Glauber-
zustidnden zu fragen. Doch stehen dem die Operatoren J zunichst

g*

(3-3)
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im Wege. Immerhin ist es moglich, sich an der Theorie der Glau-
berzustiinde anzulehnen. Wir machen daher den Ansatz

(3.4) Hy— Hy =&t Hy e,
3 b = [ du (a8 w0, (K) — (K @, (R).
Darin sind die #,(k), «!(k) Operatoren und keine ¢-Zahlen. Doch
sollen sie mit a}(k), a,(k) vertauschbar sein. Der Index ¢ € (1,2)
bezieht sich auf die transversalen Komponenten von at(k), a(k);
al, ay seien durch k- al/ bzw. k- al/# definiert.

Bei dieser Transformation dndern sich die Operatoren J und K,
genligen aber auch nach der Transformation den Vertauschungs-
relationen (3.3). Wir schreiben dafir

(3-3) J =t Je 't K =KL

Die Transformationen von Q, und Q! kann man explizit angeben

(3.6) a, = a, — u,, g =a;‘—u2:.

2k Z ):
Hy=[du{t +k-J)(al —ub)(a,— u,)
+ k], (a,—u, + al —ul)}
alsomit k- J' =#/,:

Hy ZJ“Z"“k {(1 +/;;) a}% + (1 -’r—]:;) u'gua—y_/;(ua +1¢D
— () ug— v/ ab—{(t +J3) ul—v]) 4}

Man beachte, daB @, und azf nicht mehr mit ](',,]:; vertauschbar
sind. Das diirfte im allgemeinen zu Schwierigkeiten fithren. Diese
entfallen aber bei Beschrankung auf Glauberzustinde.
Glauberzustinde sind dadurch gekennzeichnet, dal3 es nach der
Transformation keine Quanten gibt. Man kann g, | ® > =o0
annehmen. Doch muB im letzten Operator der Faktor von af

verschwinden, also

(3.7) tty =y (1 + J) Jo th =7/, (1 + J5)7?

sein. Danach erhilt man fir alle Losungen vom Glaubertyp

a /T ST a g [ dpeletee,
47152J\ 52 ./Q-l +/3’_/()'—_4n2\, T J'.

Substitution in (3.1) ergibt sich (mit y = /a

Ho=—

2 ite J
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Darin sind e = k£ und (e, e,, e,) ein rechtshindiges Dreibein.
Fur die dyadischen Quadrate der Basisvektoren gilt die Vollstin-
digkeitsrelation

e le +e|e,+ele=1.
Die Integration tber £ kann man ausfithren. Somit ist (mit C als
evtl. unendlichem Cutoff):

! a L . ’
(3.8) HB::_;C-’ G T
Fiir den Tensor & erhilt man den Winkelmittelwert
V720 1 l—elg )
(3.9) H = %5 ired d .

Der Nenner lautet explizit

Ve J =14 . te], e ],

(3.10) e = (g, &5, &) = (sin & cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos F).

H , in (3.8/9) ist skalar. Da im Integranden nur J’ vorkommt,
ist das Integral eine skalare Funktion der Vektoren J' und K’,
von denen der letzte nach (3.3) durch Kommutationen entsteht.*
Funktionen von J'?, J' - K’ und K'? sind zugleich Funktionen der
Quantenzahlen der o (4)

ZK TP =0 ), K — P =53+ 1),

(3.11) .
TK’Z ={(/ + 1).

Darin sind /;, 7, zugleich ganz- oder halbganzzahlig; / ist stets
ganzzahlig. Es gelten die Ungleichungen

(312) 0<L < Z, 0L <2, |h—4L|<ISL+4L<Z

Die obere Grenze ergibt sich daraus, daB stets 2Z Urfermionen
im Spiel sind.

Bei Beschrinkung auf bestimmte Quantenzahlen /;, /,, sind die
Operatoren endliche Matrizen mit 2/ 4 1 Zeilen und Spalten.
Speziell (3.8) ist ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Jedes Ele-
ment der Einheitsmatrix ist gleich

* Herrn Dr. U. Mutze habe ich hier fir wertvolle Diskussionen zu danken.
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— ; 2l+1 Spur J' § J', also

. I e J)
Hy=— 4”(21_}_1f5pu1‘(l+e J,)a’.Q.
Daraus folgt

’ a J"—l
(313) Hy=——CW, W=1+ PrIcYEu 2H_1>J'Spur 1+e 7 a0,
Nach (3.11) ist

Ga) TP =84 +1) +8 bl +1)—4 /(0 + 1),
Bringen wir e - J' mittels
Ute-J'U =J.

auf Hauptachsen, so folgt nach zyklischer Vertauschung unter
der Spur

= +mjz—l_+li'Sp“r(1+J)dQ

2l+1 Spur (1 +J)
Seien | m,, my > die Eigenldsungen von —= (K' + J')? und T3

(K' — J)?* mit den Quantenzahlen /,, /, und My, My, SO smd
die Eigenfunktionen von%K’2 mit den Quatenzahlen / und
m =m, + m, Linearkombinationen von | m,, 7, >

| D> = 2 C(my, my) | my, my >,
worin C(m,, my) die zu /;, /, und / gehorigen Clebsch-Gordan-
Koeffizienten sind. Daraus folgt unmittelbar

(3.15) We=14+ L=t 3 Comm)

2041 5 v 2 (m—wy)
Substitution in (3.13) liefert das Spektrum. Die Eigenwerte — I¥/
sind Energien in Einheiten —Z— C. Das Ergebnis bestitigt, daB halb-

ganzzahlige Werte von 2, — mz, ausgeschlossen sind. Denn da-
fir wire einer der Nenner in der Summe gleich o.

Ein besonders einfacher Fall ist /, =/, /, = o. Dafir ist im
Falle ganzzahliger /
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+1
1 1 1 1 1
2l + 1Zv~ 2] + 1§ t+2m (20412 T TPy
letzteres wegen J'? =4 /(/ + 1). Somit erhilt man bis auf den

Faktor% C fir

2J? 1
(3.21) L =1, =o0: Wz—.W:_Z(I_W)'
Die ersten Terme lauten
!/ = o 1 2 3
_ 16 _ 48 96
el @ 9 23 49
o —1,78 —1,092 —1,96

Die Energien fir die niedrigsten Quantenzahlen /, /,, / bis

A ==%, I, < /; sind im Anhang (Ziff. 4) berechnet. Wir haben zu

C proportionale Energiebeitrdge erhalten. Diese missen durch
entsprechende Beitrige der spinoriellen Wechselwirkung wie in
1. c. 2 kompensiert werden. Dadurch sind die verschiedenen Kopp-
lungskonstanten bestimmt. Je nach deren Anzahl ist dies nur fur
mehr oder weniger viele, aber stets nur fir endlich viele Werte
von /4, ly, / moglich.

Das hat eine bemerkenswerte Konsequenz. Die meisten An-
sitze von Theorien fir Elementarteilchen, schon der von Pais,°
der durch die Erfindung der Strangeness!! entbehrlich geworden
ist, leiden darunter, daBl eine Menge von Lésungen ad hoc aus-
geschieden werden muB. Hier kiindigt sich moglicherweise ein
Auswahlprinzip an. Nur solche Lésungen tiberleben, deren zu C
proportionale Glieder verschwinden. Damit ist nichts Uber die
richtige Wahl des Modells gesagt, wohl aber sind bei gegebenem
Modell die Kopplungskonstanten bestimmt. Auch die durch die
Quantenzahlen gekennzeichnete Darstellung der Gruppe o (4)
diirfte fir die Teilchen eine Rolle spielen. Klarerweise haben die
obigen Eigenwerte noch keine unmittelbare Bedeutung fiir Teil-
chen.

4. Anhang: Berechnung der Eigenwerte

Die Quadrate C (w2, m,)* der Clebsch-Gordan-Koeffizienten
lauten fiir die Quantenzahlen /7, /,, / bis zu /;, = 3/2, I, > /;:
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1
1 1/2 o 1/2 ! 1
1/2 1 1/2 o | 1
1/2, 1/2, 1 1/2, 1/2,0 1,0,1
l 1 /2 1/6 | o 1/2 1]z ‘ o} o 1/3 |
1/2 2/3 1)z 12 o )2 o 1/3 o |
1/6 12 1 \ 1/2 12 o ‘ 1/3 o o .
1,1, 2 1, 1,1 1, 1,0
I ll o 34l 1 12 15 1f20 |
s 12 [ e a2 | a2 sls ol s
12 3/4 \ 12 14 /s 9/20 3]s 1]z
1/4 1 3/4 o N 1/20 1]5 1]z r
3 3 3 1 3 3
2 502 - ot 21 503
| o 12 12 1/4‘ l o} o 3/10 9/20 | . o o o 14
1/2 o 1/4 1j2|]| o 2[5 120 3/1oli o o 1/4 o
1/2 1[4 o 12 \3/10 1/20 2[5 o 0 1/4 o o |
1/4 1/z 1/z o ‘9/20 3/10 o o ![1/4 o o o l
| -
3 3, 3 3, 3 35
2’ 2! 2’ 2! 2’ 2’

Diese Zahlen sind durch 2/ - 1 und elementweise durch

o s s g
l —1 1 3 5

=5, =% L 3
| =% =4 =& 1

zu dividieren und zu summieren. Das ergibt far
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A lJ’2 Rechnung | 2—1':'__12
A 5/9
012 1(—% —(l)—) (3
1, @l 8%'(—;--#1—1) 1/9
172 8!%'(_1_18'_1_,_—?3;——*_;——*_3%) 89/225
1 24%-(—%—1 +%+1—‘c—,) —11/45
o 32 1-(—%—}-%-}—%5) 13/45
N R
il (latotaiod) s
3302 %-(_%o—lis—j—?)+?+z%+%+$) 4572[14700
2 36 %.(_i_%_%+%+%+é) —412/2100
152 %-(_%_%_%+%+é+%+%) 1388/6300
060 1-(—;—0——;-+1‘—2+2ig) '—76/420

Die Energie berechnet sich in Einheiten % C aus (3.15).

Das ergibt fur

bylyl =2, 21 W = —2,67
e} +2,67
1,0, 1 —1,78
1,1, 2 —4,77
1 +4,62
o —9,96
3 1
;') ?; 2 _2)03
1 —1,60
%, %, 3 —4,42
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2 + 5,87
1 -—12,24
o + 9,68

In nachstehender Figur sind die Energieterme I eingetragen
(in Einheiten ;— C, C = Q-unendlich). Die Balken Uber der Ab-
szisse beziehen sich auf /,. Die nicht eingeklammerten Ziffern
bei den Termen liefern /;. Die Quantenzahl / ist in Klammern
gesetzt.

Legende zur Figur:

Energiespektrum des Bosonenoperators fliir Zustinde mit den
Quantenzahlen /,, /,, /.
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e 312 (0)
3/2 (2)
1/2 (o)
00— o0 —|— Yy —|— 1 —|— 3, —
3/2 (1)
L) 3[2 (2)
1/2 (1)
o 3/2(3)
_3—
= 1ol 1(0)

3/2 (1)

123
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