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Basis-Untermoduln und Quasi-kotorsions-Moduln
iiber diskreten Bewertungsringen

Von Helmut Zéschinger

Sei R ein diskreter Bewertungsring mit dem maximalen Ideal
(#), und sei M ein R-Modul. Ein Untermodul S von M hei3t be-
kanntlich Basis-Untermodu! von M, wenn er die folgenden drei
Bedingungen erfiillt:

(B 1) Sist dicht in M (d. h. M[S teilbar)
(B 2) Sistreinin M (d. h. $p* =S ~ Mp® fur alle n)
(B 3) S ist direkte Summe von zyklischen Moduln.

Wir untersuchen in Abschnitt 1 den Zusammenhang zwischen
den Basis-Untermoduln von M und den sogenannten Xomple-
menten des Radikals von M, d. h. den minimalen Elementen in
der Menge {U C M | U 4 Mp = M}. Ein Untermodul V' von
M ist genau dann ein Komplement des Radikals, wenn er die fol-
genden drei Bedingungen erfiillt:

(K 1) Vist dicht in A7
(K2) Vistneatin M (d. h. Vp = V ~ Mp)

(K 3) V ist koatomar (d. h. direkte Summe aus einem endlich er-
zeugten und einem beschrinkten Modul).

Falls ein solches I existiert, heillt M radikal-komplementiert.
In diesem Fall ist sogar jeder Basis-Untermodul ein Komplement
des Radikals, und man wird fragen, wann umgekehrt jedes Kom-
plement des Radikals schon ein Basis-Untermodul von A7 ist:
Nach Proposition 3 ist das genau dann der Fall, wenn A/ koato-
mar oder der Torsionsuntermodul 7'(A7) teilbar ist. Um diese Ant-
wort zu erhalten, untersuchen wir zuvor die Bedingungen dafir,
daBl M geniigend viele Komplemente des Radikals bzw. Basis-
Untermoduln besitzt, d. h. daf jeder dichte Untermodul von A7
ein Komplement des Radikals bzw. einen Basis-Untermodul um-
faft.
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Bekanntlich ist 4/ genau dann radikal-komplementiert, wenn
M in seiner injektiven Hiille 47 ein Komplement hat. Aber M/
braucht dann nicht in jedem Zwischenmodul zu #7 ein Komple-
ment zu haben, und so suchen wir in Abschnitt 2 nach der ent-
sprechenden Zusatzbedingung. Sie fithrt zum Begriff des Quasi-
kotorsions-Moduls, und mit seiner Hilfe kdnnen wir weiter zei-
gen: Hat J/ in jeder wesentlichen Erweiterung ein Komplement,
so auch in jeder Erweiterung NV, mit NV/A/ torsionsvoll. — Aber
eine genauere Strukturbestimmung dieser Moduln steht noch aus.

1. Die Komplemente des Radikals. Stets sei im folgenden R ein
diskreter Bewertungsring mit Quotientenkdrper X == R und
maximalem Ideal (p). Fiir die Grundtatsachen Uber R-Moduln
siehe [2], Giber radikal-komplementierte R-Moduln siehe [s].

Proposition 1. Flr einen R-Modul 47 sind dquivalent:
(1) Ra(M) hat gentigend viele Komplemente in J7.
(ii) Jeder neat-Untermodul von M ist radikal-komplementiert.

(i) Falls M|Ra(M) nicht endlich erzeugt ist, ist jeder Unter-
modul von M radikal-komplementiert.

Beweis. (1 —1ii) Sei U ein neat-Untermodul von A7, d. h.
Ra(U) = U ~ Ra(M). Bildet man M|U = D(M|U) § M,|U, so
ist auch M, neatin M, und M, + Ra(M) = M. Nach Vorausset-
zung gibt es ein Komplement V' von Ra (M) in M, mit V C M.
Es folgt V + Ra(M,) = M, mit V' ~ Ra (M) klein in V, d. h.
M, ist radikal-komplementiert. Dann ist es aber auch U nach
([5] Lemma 3.2), weil M,/U reduziert ist. (ii — iii) Als radikal-
komplementierter Modul ist 4/ von der Form M == D @ B P F
mit D teilbar torsionsvoll, B beschrinkt, # torsionsfrei und
F|Ra(F) endlich erzeugt. Sei nun M|Ra(M) nicht endlich er-
zeugt, also B = B, @ (B X Bi) mit B zyklisch ungleich Null fiir
allez > 1. Wir miissen nach ([5] Lemma 3.2) zeigen, dafl #und D
endlichen Rang haben. Angenommen es gibt ein X C F mit
X =R ™ so wihle man ein ¥ C Ra(X) mitX)Y =~ P 2 B;.
Offenbar ist dann /' X (X]Y) bis auf Isomorphie direkter Sum-
mand in M, und weil die Diagonale X — 7 x (X]Y) ein neat-
Monomorphismus ist,sogar X bis auf Isomorphie ein neat-Unter-
modul von M. Weil aber X nicht radikal-komplementiert ist, hat
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man einen Widerspruch. Angenommen es gibt eine Zerlegung
D=D,D (D D) mit Dy= K|R fiir alle7 > 1, so wihle man ¥,
C X1 C Dy mit ¥y R/(p") und X1/V; =< By fir alle 7 > 1.
Definiert man ¥ = @ Y; und X = @ X, so folgt ¥V C Ra(X)
und XY = @, By, also wie oben, da3 X bis auf Isomorphie ein
neat-Untermodul von J/ ist, obwohl nicht radikal-komplemen-
tiert. Das kann nicht sein. (iii — 1) Sei X + Ra(M) = M. Falls
M|Ra(M) endlich erzeugt ist, gibt es sofort ein endlich erzeugtes
X; C X mit X, 4 Ra(M) = M. Andernfalls wihle man einen
Basis-Untermodul X; von X, der dann nach Voraussetzung
radikal-komplementiert ist, und fiir den natirlich X7 + Ra (M)
= M gilt. Beide Male ist also X; komplementiert, und ein Kom-
plement von X} ~ Ra(M) in X, ist dann auch ein Komplement
von Ra(M) in M, das in X enthalten ist.

Als einfaches Beispiel fiir cinen radikal-komplementierten Mo-
dul, bei dem das Radikal nicht gentigend viele Komplemente hat,
kann man jetzt M = [K|R x R|(p)] ® wihlen.

Bemerkung. Man zeigt leicht, daf3 fiir einen beliebigen Unter-
modul U von M gilt: Ist IV ein Komplement von U in M,
V=0,R @ V' mitvy, =0, unduy & U,soistauch W = (vy + 2R
+ V' ein Komplement von U in M. Damit 140t sich die der
Proposition 1 entgegengesetzte Situation sofort beschreiben: Hat
Ra (M) nur eir. Komplement in M, so ist M bereits koatomar oder
teilbar.

Proposition 2. Fir einen R-Modul A sind dquivalent:
(i) M hat gentigend viele Basis-Untermoduln.
(if) Jeder dichte neat-Untermodul von A/ ist rein in M.
(iii) Falls 47 nicht koatomar ist, ist 7' (/) teilbar.

Beweis. (ili — ii) Falls M koatomar ist, ist nur # dicht in 47;
falls aber 7°(/) teilbar ist, zeigt man sogar fiir jeden neat-Unter-
modul U von M durch Induktion {iber 7, dal Up? = U~ M p® fiir
alle n ist. (if — i) Sei X + Ra (M) = M. Die Menge {U C X |
U neat in M} hat nach Zorn ein maximales Element X7, und weil
X[X, keinen von Null verschiedenen neat-Untermodul von M/X;
umfaft, folgt X/X; C Ra(M|X,),und daraus Xy + Ra(M) =M.
Wihlt man einen Basis-Untermodul X, von X}, so ist auch X,
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dicht und neat in M, nach Voraussetzung also rein in M, d. h.
ein Basis-Untermodul von M. (i — ii) Sei U dicht und neat in /.
Nach Voraussetzung gibt es einen Basis-Untermodul S von 4/,
mit S C U. Weil U/S direkter Summand in A7[S ist, folgt U rein
in M.

(ii — iii) Behauptung 1: N = K[R X R|(p!), mit ¢ > 1, erfiillt

nicht die Bedingung (ii). Zum Beweis wihle man Zwischenmo-
duln o =Y C X C K/R mit X/¥ == R[(p*). Die Diagonale
X — K|R x (X]Y) ist dann ein neat-Monomorphismus mit
dichtem Bild, aber ihr Bild ist nicht isomorph zu R/(p?), also auch
nicht rein. Behauptung 2. Erfullt N =N, B N’', mit N, =
R|(pY) und N’ torsionsfrei, die Bedingung (ii), so ist V' bereits
endlich erzeugt. Angenommen nimlich, es ist V' nicht koatomar,
so gibt es einen Basis-Untermodul 7’ + N’. Wihlt man dazu
O0=f=a E N' mitaR ~ V' =o,und NV = vy R, 1y = ap, so folgt
(vg +2ug) R = R, (vy +ug)R A"V =0, W = (v +us) RSBV
dicht und neat in V. Nach Voraussetzung ist /" rein in &V, also
Basis-Untermodul, also isomorph zum Basis-Untermodul V ==
R @ V', der nicht torsionsfrei ist. Das kann nicht sein. Bekaup-
tung 3: N= @ X Ny, mit Ny 2= R[(pt) und o <ty t; < £, ...,
erfiillt nicht die Bedingung (ii). Zum Beweis wihle man in
N = @ Nj zwei Basis-Untermoduln V’, V" mit V" ~ V" =o
(etwa wie in [3] Lemma 1),und dann 2 & V"' mit apt**! == o. Mit
Ny = voR und z,==ap folgt dann (vy + #y)p¥ #=0, (v, +
ug)R A V' =0, W= (vy +2y)R P V' dicht und neat in N.
Aber weil W nicht isomorph zum Basis-Untermodul V7 =
voR @ V' ist, ist W nicht rein in N.
Gelte nun (ii) fur M, und sei 7(M) nicht teilbar, also M = M,
@ M, mit My = R[(pY). Weil esvon M nach M, x (M,[T(My))
einen Epimorphismus mit reinem Kern gibt, gilt auch fiir diesen
Modul die Bedingung (ii), so dal [T (M) = M|7T(M)endlich
erzeugt ist nach Behauptung 2. Bleibt zu zeigen, dall 7(A/) be-
schrinkt ist: Nach Behauptung 1 ist es reduziert, und ein Basis-
Untermodul S von 7'(M) erfullt wieder (ii), ist also nach Behaup-
tung 3 beschrinkt, also auch 7°(M).

Bemerkung. Die entgegengesetzte Situation, dafl ndmlich M
nur einen Basis-Untermodul hat, ist wohlbekannt (zumindest im
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Torsions-Fall; siehe [1] p. 149): Sie ist dquivalent damit, dafl A/
koatomar oder teilbar ist, oder dall 7(47) beschrinkt und
M|T(M) teilbar ist.

Proposition 3. Fiir einen radikal-komplementierten Z-Modul M/
sind dquivalent:

(i) Jedes Komplement des Radikals ist ein Basis-Untermodul.
(i) Die Komplemente des Radikals sind zueinander isomorph.
(iti) Falls M nicht koatomar ist, ist 7 (M) teilbar.

Beweis. Nach dem vorhergehenden ist nur noch (ii — iii) zu
zeigen. Man hat die Zerlegung M = D @ B @ F mit D teilbar
torsionsvoll, B beschrinkt, # torsionsfrei und F#/Ra(F) endlich
erzeugt. Besitze nun J/ die Eigenschaft (i), und sei 7°(#/) nicht
teilbar, also B = By @ B’ mit By =~ R/(p*) und B'pt = 0. Ange-
nommen, es ist D =0, also D = Dy @ D' mit Dy, =~ K|R, so gibt
es nach dem Beweis der Behauptung 1 in Proposition 2 Komple-
mente V7, V, des Radikals von Dy @ By, mit V; =2 R/(pt) und
Vo= R[(p¥1). Wihlt man ein Komplement W von Ra(F) in £,
sosind Vi @ B" @ W fir 7 = 1, 2 Komplemente von Ra(M) in
M, nach Voraussetzung also isomorph. Dann sind aber auch die
Torsionsanteile isomorph, d. h. (weil W torsionsfrei) I/, B B =~
Vy @ B’, was nicht maglich ist. Angenommen, es ist # nicht end-
lich erzeugt, so gibt es nach dem Beweis der Behauptung 2 in
Proposition 2 Komplemente Wy, W, des Radikals von B, @ 7,
mit W) = R/(pt) x R®und W, = R**1 wobei n der p-Rang von
Fist, d. h. die Dimension des Vektorraumes 7[R a(F). Weil dann
Wy @ B’ fir 7 = 1, 2 Komplemente von Ra(M) in M sind, sind
nach Voraussetzung insbesondere die torsionsfreien Anteile R®
bzw. Rptl isomorph, was nicht wahr ist.

2. Quasi-kotorsions-Moduln. Zur Frage, welche radikal-
komplementierten Moduln in jeder wesentlichen Erweiterung ein
Komplement haben, erinnern wir zuerst an ein Ergebnis aus [3]:
Genau dann hat 47 in jeder Erweiterung ein Komplement (was
wir als Eigenschaft (£) bezeichneten), wenn 3 radikal-komple-
mentiert und kotorsion ist. Es gilt also, fiir unser Problem den
Begriff | kotorsion‘* abzuschwichen. Dazu eignet sich Rotmans
Charakterisierung der Kotorsions-Moduln in [4] Proposition 4.6,
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die man (weil wir ja D(M) ==0 zulassen) so lesen muB: Genau
dann ist / kotorsion, wenn fiir jede Erweiterung M C N gilt:
DWN|M)= (DWN) + M)|M. Die fir uns geeignete Abschwi-
chung liegt nahe:

Definition. Ein R-Modul M heille guasi-kotorsion, wenn fir
jede Erweiterung A, mit N/M torsionsvoll, gilt: D(N|M) =
(DN + MM,

Wir behaupten, dafl M/ genau dann quasi-kotorsion ist, wenn es
in jeder Erweiterung &V, mit NJ/M =~ K|R, ein Komplement hat:
Ist M quasi-kotorsion und V wie angegeben, so folgt aus D(V) +
M = N, dal} es ein teilbares, direkt unzerlegbares X C NV gibt
mit X @ M, und dieses X ist schon ein Komplement von 47 in V;
hat aber #/ die angegebene Komplementeigenschaft und ist N/ 3/
torsionsvoll, so folgt D(N|M) = @ A1/ M mit Ai|M =~ K|R fir
alle Z, und wihlt man fiir jedes 7 ein Komplement I von M in A;,
so sind alle Vj teilbar, so daB3 aus 2'V; C D(N) folgt D(N|M) C
(D) + M)|M wie gewiinscht. — Jetzt liBt sich unsere Frage
leicht beantworten:

Proposition 4. Fir einen K-Modul M sind dquivalent:
(i) M hat in jeder wesentlichen Erweiterung ein Komplement.
(if) M ist radikal-komplementiert und quasi-kotorsion.

(ii1) M hat in jeder Erweiterung &V, mit N/M torsionsvoll, ein
Komplement.

Beweis. (i — ii) Ist ¥ ein Komplement von M in [, so ist
V'~ M ein Komplement von Ra(M) in M. Sei nun M C N mit
N|M =~ K|R. Weil sich (i) auf Faktormoduln vererbt, hat auch
My = M|T(M) in jeder wesentlichen Erweiterung ein Komple-
ment. Fir N, = N|T(M) gilt, dal 7(/V,) als Untermodul von
N/ Null oder direkt unzerlegbar ist, und dall (44, + 7(Vy))]
T(Ny) groB in N,/T(N;) ist. Es folgt, daB M, 4 Z(V,) ein
Komplement in /] hat, also auch ;. Und weil 7(4/) die Eigen-
schaft (£) hat, hat endlich auch 47 ein Komplement in V. (ii —
iii) Sei M C N mit N[M torsionsvoll. Um zu zeigen, dal3 47 ein
Komplement in /V hat, kann man nach ([5] Hilfssatz 5.1) gleich
N|M teilbar annehmen. Aus quasi-kotorsion folgt dann D(V) +
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M = N,und weil M|D(N) ~ M reduziert ist, ist auch D(NV) ~ M
radikal-komplementiert, hat also im teilbaren D(/V) ein Komple-
ment, das dann auch ein Komplement von A/ in /V ist.

Die Klasse der Quasi-kotorsions-Moduln ist — falls R unvoll-
stindig — nicht gegeniiber endlichen direkten Summen abge-
schlossen. Wir zihlen zum AbschluBeinigeihrer Eigenschaften auf.

Proposition 5. Sei U ein Untermodul von M:

(a) Ist M quasi-kotorsion, so ist auch MU quasi-kotorsion.

(b) Ist M quasi-kotorsion und M|U reduziert, so ist auch U quasi-
kotorsion.

(c) Ist U kotorsion und M|U quasi-kotorsion, so ist auch M
quasi-kotorsion.

(d) Genau dann ist / X R quasi-kotorsion, wenn A/ kotorsion ist.

(e) Ist M quasi-kotorsion und R vollstindig, so ist M bereits
kotorsion.

Beweis. (a) Das zeigt man ebenso, wie in ([5] Lemma 1.3) die
Tatsache, daf} sich die Eigenschaft (£) auf Faktormoduln ver-
erbt. (b) Sei U C N mit N/U =~ K[R. Via Fasersumme kann man
einen gemeinsamen Obermodul # annehmen mit NV 4+ M = F
und N ~ M = U. Nach Voraussetzung hat M ein Komplement
Vin F, und weil V teilbar, also in D(F) = D(V) enthalten ist, ist
V auch ein Komplement von Uin V. (¢) Zu M C N, mit N/ M =
K|R, gibt es zunichst ein Komplement VU von M|U in N|U,;
weil aber U kotorsion und V/U isomorph zu K oder K[R ist, hat
man noch ein Komplement von U in V, das dann auch ein
Komplement von A7 in AV ist. (d) Nach Proposition 4 ist &£ quasi-
kotorsion, so dafl nach eben aus M kotorsion sofort A/ X R
quasi-kotorsion folgt. Sei umgekehrt 4/ X R quasi-kotorsion und
M C N mit N/M =~ K. Wihlt man dazu einen nichttrivialen
Zwischenmodul M C X C N, soist X = M x R und N/X =
K|R. Nach Voraussetzung hat X" ein Komplement 7 in /V, und
weil X/M klein in N/ ist, ist I7 auch ein Komplement von A7 in
N, also schon V' @@ M = N. (e) Es ist jetzt R kotorsion, nach (c)
also M x R quasi-kotorsion, so daB3 (d) die Behauptung liefert.
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Bemerkung. Ist A ein nicht-lokaler Dedekindring, so ist in
Proposition 4 die Aquivalenz (i <> iii) fast trivial (siche [5]
Lemma 5.5). Dafir wird jetzt die Beschreibung der 4A-Moduln,
die in ihrer injektiven Hiille ein Komplement haben, ein Problem —
erschwert dadurch, daB sich diese Eigenschaft nicht mehr auf
direkte Summanden vererbt,
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