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1. Das linearisierte Stabilitdtsproblem

In der sogenannten idealen magnetohydrodynamischen Nahe-
rung wird ein Plasma durch den folgenden Satz dynamischer
Gleichungen beschrieben: [1]. [2]

(1) g%lti—{-g(v-grad)v:—gradp—{—ij
(2) %—Ij = rot (v X B)

do .
(3) —37=—d1vgv

% .
(4) g——_——v-grad p—opdivoy
mit pj=rotB; divB=o

(1 = Permeabilitit des Vakuums; v > 1 Adiabaten-Koeffizient)
Die Giiltigkeitsdauer dieser Gleichungen setzt voraus, dal3
mehrere Annahmen berechtigt sind:

Es gilt das ideale Gasgesetz; insbesondere ist der Druck
isotrop.

Die Zustandsinderungen sind isentrop, d. h. dp/p = ydo/e.
Die Wirmeleitfihigkeit, die Viskositit und der elektrische
Widerstand sind vernachlissigbar klein.

Die Berechtigung dieser Annahmen in den tatsidchlichen An-
wendungsfillen soll hier nicht diskutiert werden. Die meisten
realistischeren Alternativen zu dieser Annahme fithren zu sehr
viel komplexeren Gleichungen, so dafl man trotz berechtigter Be-
denken diese Gleichungen jedenfalls dann benutzt, wenn geo-
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metrische Bedingungen die Lésung komplexerer Gleichungen aus-
sichtslos erscheinen lassen.

Besonderes Interesse gilt den statischen Losungen des Systems,
d. h. den Gleichgewichten, samt deren infinitesimaler Umgebung
(Index o fiir die Gleichgewichtsgrafen)

(s) grad po = jo X By
>*v
© B3R = Lv
mit 0o L v = grad (v grad p, + yp, div v)

—f——;—rotB X By - j, x B

wo B = rot (v X By)
Aus der Gleichung (3) folgt
(7 B, - grad p, = 0;

also verliuft eine bestimmte Feldlinie ganz auf einer isobaren
Fldche, die man daher auch ,,magnetische’’ Fliache nennt. Bei den
interessierenden Losungen des Gleichgewichtes bilden die Iso-
baren ineinandergeschachtelte toroidale Flichen, wobei auf dem
innersten, zu einer geschlossenen Linie (der ,,Secle’) entarteten
Toroid der Druck seinen hochsten Wert annimmt, und auf jedem
isobaren Toroid der Druck geringer ist als in seinem Innern, bis
zu einem dublersten Toroid, auf dem der Druck Null ist. Zur Lo-
sung der Bewegungsgleichung (6) oder auch von (1) . .. (4), kann
man oft auf der Null-Isobare eine materielle Wand mit verschwin-
dendem elektrischen Widerstand annehmen, so dal3 dort die (er-
filllbaren und gentigenden) Randbedingungen gelten:

(8) Vi, = O bzw. Uiy = O
B(n) = 0 B(n) =0

wobei (72) die Normal-Komponente bezeichnet.

Soll ein praktisch Plasma-freier Raum zwischen Plasma und
Wand beschrieben werden, ist es am einfachsten anzunchmen,
dall im ganzen Volumen auBerhalb der beschriebenen Nulliso-
baren der Druck verschwindet, die Magnetfeldlinien jedoch auch
dort auf ineinandergeschachtelten Toroiden verlaufen (d. h. ma-
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gnetische Fliachen bilden), und auf einer solchen Fliche dieselben
Randbedingungen wie vorhin gelten. ZweckmiBig ist dann die
— nicht unrealistische — Annahme, daf3 im drucklosen Aufen-
bereich, die Dichte g néckt verschwindet, sondern einen verhilt-
nismiBig kleinen positiven Wert hat.

Der Operator L, der nur die Abhingigkeit vom Ort enthilt, ist
bei den angegebenen Randbedingungen selbstadjungiert [1}; er
besitze die reellen Eigenwerte 2, und die dazugehorigen Eigen-
funktionen v,. Lésungen der Gleichung sind daher

O) v =3 (a,0,e*V" 4 5,0, V5
14

mit beliebigem «,, &, (jedoch so, dafl die Summe der rechten
Seite existiert). Die Folge der 4, besitzt keine untere, bei stetig
differenzierbaren py und j, jedoch eine obere Grenze. Existiert
kein positiver Eigenwert von A,, so heil3t die Konfiguration szaéz/.

Obwohl die Aquivalenz der Gleichungen (6) und (8) mit einem
Variationsproblem die Herleitung von Stabilititskriterien erfaubt,
und zwar sowohl von notwendigen wie hinreichenden, ist es nicht
gelungen, auf analytischem Wege einen hinreichenden Uberblick
zu gewinnen, der es gestattet, fiir die meisten Konfigurationen
von praktischer Wichtigkeit zu entscheiden, ob sie stabil sind.
Dies gilt insbesondere, wenn das betrachtete Gleichgewicht keine
Symmetrieen besitzt. Ein praktisch benutzter Weg zur Entschei-
dung dieser Frage besteht dann darin, daf3 zu weitgehend willkiir-
lich gewihlten Anfangsbedingungen (die (8) erfiillen) die Glei-
chung (6) numerisch gelost wird. Ist das Gleichgewicht instabil,
und ist die Anfangsbedingung nicht (zufillig) gerade so gewihlt,
dal} sie orthogonal auf den instabilen Eigenfunktionen ist, so setzt
sich nach geniigend langer Zeit die Eigenfunktion gréBter An-
wachsrate durch. Durch Modifikation der Parameter des Gleich-
gewichtes kann man dann versuchen, die Anwachsrate dieser
Mode und schlieBlich aller instabilen Moden zu verringern und
méglichst zum Verschwinden zu bringen. Eine erhebliche prak-
tische Schwierigkeit bietet dabei die numerische Trennung der
instabilen Moden von den unvermeidbar gleichzeitig ,,angereg-
ten", stabilen — und das heiBt hier oszillatorischen — Moden. Dies
gilt umso mehr, je geringer einerseits die Anwachsrate der In-
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stabilitit ist und je kleiner andererseits die Frequenzen der an-
geregten stabilen Moden sind. Erschwerend ist hierbei die Be-
sonderheit des Operators L, dessen Eigenwert o hoch entartet ist,
da bereits

(10) vy = a (po)Jo + & (po) By

fur beliebige Funktionen 2(p,) und 4(p,) Eigenfunktion zum Ei-
genwerte o sind und daher zeitunabhingige Ldsungen von (6)
darstellen.

Es ist besser anstatt dieses Ublichen Losungsverfahrens fir
Gleichung (6) nun folgende Gleichung mit denselben rdumlichen
Operator Z und denselben Randbedingungen numerisch zu [gsen:

(11) %—?—_—Lw

Lssungen dieser Gleichung sind mit beliebigen C, entsprechend
zu (9):

(12) w= '€ "

Offenbar ist (11) genau dann instabil, wenn es auch die Glei-
chung (6) ist. Gibt es nur esne Eigenfunktion zum groBten (po-
sitiven) Eigenwert von L, wird sie asymptotisch in beiden Fillen
die Losung dominieren, sofern sie durch die Anfangsbedingung
angeregt ist. Oszillatorische Beitridge existieren hier nicht, und
im Falle stabilen Gleichgewichts konvergiert jede stetige Losung
von (11) iiberall gegen Null, abgesehen von maéglichen zum Ei-
genwert Null gehdrenden Beitrigen, die als solche erkennbar sein
sollten.

Bei der praktischen numerischen Lésung der durch eine Diffe-
renzengleichung angeniherten Gleichung (11) steht den Vorteilen
das bekannte ungiinstigere numerische Verhalten einer paraboli-
schen verglichen mit dem der urspriinglichen hyperbolischen
Gleichung entgegen. Bei der Wahl einer engen riumlichen Ma-
schenweite des zur Diskretisierung verwendeten Netzes kann der
bei expliziten Verfahren firr die numerische Stabilitit gréfte zu-
lassige Zeitschritt unangenehm klein werden. In einem gewissen
Umfang kann diese Einschrinkung durch den Ersatz der Dichte g,
in der Definition von L (siehe Gleichung (6)) durch eine andere
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{iberall positive Ortsfunktion verbessert werden, da die Stabi-
lititsgrenze der Differentialgleichungen hierdurch nicht verdndert
wird (wohl aber im allgemeinen die Moden und die GréBe der
Eigenwerte). Die bekannten — etwas umstindlicheren — impliziten
Verfahren mildern die Auswirkung der Forderung nach numeri-
scher Stabilitit jedenfalls betrichtlich.

2. Asymptotische Gleichgewichte

Die Wirkung des Ersatzes von Gleichung (6) durch (9) kann
(abgesehen wieder von den zum Eigenwert o gehorigen Beitrdgen)
anschaulich so beschrieben werden, dafl mit den gednderten Glei-
chungen die Lésung sich einem stabilen Gleichgewicht ndhert
(die GréBen erster Ordnung werden Null), von einem instabilen
Gleichgewicht sich aber i. a. entfernt. Es entsteht daher die Frage,
ob eine Modifikation der vollen nichtlinearen Gleichungen (1) . ..
(4) so moglich ist, daB sich ihre Losungen steézlen Gleichgewich-
ten asymptotisch anndhern. Die Antwort ist von Uberraschender
Einfachheit: Man ersetze das Trigheitsglied in (1) durch ein
»Reibungsglied mit dem positiven ,,Reibungskoeffizienten‘* p,
so dafl man erhilt:

(13) w=—gradp +j x B
(14) 2% = rot (wx B)
d .
(15) -ag- = —divpw
(16) %‘é—:—wgradp—yﬁdivw
mit nj =rot B

und den Randbedingungen
(17) w,, = 0; B(n) =0

Linearisierung dieser Gleichungen in der Umgebung von w = o
fuhrt offenbar wieder zu (5) und (11) mit demselben Operator L.
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Das System (13) ... (17) besitzt einen Energiesatz, der bei In-
tegration uiber das ganze (toroidférmige) Gebiet innerhalb der
begrenzenden Wand lautet:

(18) J‘szd:’r:—%flp/(y-—l) + B2 u; dPt

Der Integrand auf der rechten Seite ist positiv definit; wegen (17)
kann sein Integral nie zunehmen, daher muB jede (stetige) Lo-
sung von (13)...(17) die Eigenschaft besitzen, dal} w tberall
asymptotisch verschwindet. D. h. aber wegen (13), daB} ein sta-
tisches Gleichgewicht asymptotisch erreicht wird. Nach der voran-
gegangenen Diskussion {iber das Verhalten in der infinitesimalen
Umgebung von Gleichgewichten ist dieses Gleichgewicht sogar
stabil, sofern nicht etwa instabile Moden ,,unangeregt‘ bleiben.
Mit dieser Moglichkeit mull gerechnet werden, wenn Rand- und
Anfangsbedingungen Symmetrieen besitzen, die durch die Diffe-
rentialgleichungen erhalten bleiben. Dies wiire bel Rotations-
symmetrie um eine Achse oder Spiegelsymmetrie zu einer Ebene
der Fall.

Die Gleichungen (14), (15) und (16) kdnnen als Erhaltungs-
sidtze fiir den magnetischen FluB, die Materie und die Entropie
interpretiert werden. Insbesondere bleiben zwischen jezweiinein-
andergeschachtelten magnetischen Flichen (die sich verschieben
und deformieren kénnen) die eingeschlossene Masse und die bei-
den eingeschlossenen magnetischen Flusse (entlang dem Toroid,
bzw. um die ,,Seele’" herum) konstant.

Diese Bedingungen verkntipfen die Anfangskonfiguration, die
durch die Anfangsbedingungen beschrieben wird, ziemlich eng
mit dem asymptotischen Gleichgewicht. Dadurch wird i. a. aus-
geschlossen, dal dieses zur trivialen Klasse p = const gehort.
Andererseits verhindert die Bindung an diese Erhaltungsgréfien
den Zugang zu Gleichgewichten noch niedrigerer Energie (die
also ,,stabiler’ sind), der erwiinscht sein kann. Der Ersatz der
Gleichung (14) etwa durch

(14 %1; = rot (w X B) —rot (g w(w - j))

mit g beliebig nicht-negativ
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fihrt mit der zusitzlichen Randbedingung
(w X B)(n) (w-j)=o0

auf der Wand zu einer weiteren Abnahme der Energie, ohne die
statischen Losungen und ihre infinitesimalen Umgebungen zu
beeinflussen.

Obwohl zu erwarten ist, dal} eine beliebige vorgegebene (nicht-
symmetrische) Anfangssituation zu einem stabilen Gleichgewicht
fihrt, darf nicht auch erwartet werden, dalB3 das Gleichgewicht
vom physikalischen Standpunkt aus akzeptabel ist; insbesondere
ctwa deshalb nicht, weil der Druck in der Nihe der Wand un-
zulidssig grofl wird. Das Verfolgen der Entwicklung der nume-
rischen Losung sollte wegen der Anschaulichkeit der Gleichun-
gen (13) ... (16), ein intuitives Verstidndnis herbeifithren, so daf3
durch gezielte Verdnderungen in den Anfangs- und Randbedin-
gungen akzeptable Gleichgewichte erreicht werden kénnen.

Die berichtete Untersuchung habe ich im Max-Planck-Institut
fiir Plasmaphysik im Rahmen des Vertrages mit Euratom durch-
gefihrt. Ich danke insbesondere den Drs. P. Merkel und K. U.
von Hagenow fiir niitzliche Diskussionen.
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