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Bemerkung zu einem Satz von Morita

iitber Frobenius-Erweiterungen

Von Takeshi Onodera in Miinchen

Vorgelegt am 8. November 1968

Sei I' ein Ring mit 1-Element und A4 ein Unterring von I'" mit
1. I ist eine Frobenius-Erweiterung von /A nach Fr. Kasch [1],
wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

(1) 4I' ist endlich erzeugt und projektiv.
(2) Iy = pHom (4TI, 44)4.

Sei £ der Endomorphismenring der additiven Gruppe I
von ['. Fir eine Untermenge U (== 8) von Z bezeichnen wir mit
V,(U) den Zentralisator von U in E. Fir « & I bezeichne «,
bzw. o, den Endomorphismus von I'+, der durch Linksmultipli-
kation bzw. Rechtsmultiplikation von I' mit « erzeugt wird.

Fuar 4 < I'sei

A, ={a;|a € A} bzw. Ax = {ogz|a € A}.
Offenbar gilt Iy & V(4,) und daraus folgt
VE(VE<AL>) S Ve =17,
Also gibt es einen Unterring A" & I" mit
A A A = Va(Vi(4)).

Sei ferner 4, der Unterring von 4, der von 1 & 4 und allen Ele-
menten f(y) mit f & Hom(,I', ,4), y € I', erzeugt wird.

Kiirzlich hat K. Morita den folgenden Satz bewiesen. ([2],

Theorem 1.1).
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Satz. Wenn I" Frobenius-Erweiterung von 4 ist, dann ist I" auch
Frobenius-Erweiterung von jedem Unterring 7 & I’ mit

A, S TS A

Fiir diesen Satz wollen wir hier einen einfachen Beweis angeben.

Zum Beweis wird die folgende Kennzeichnung von Frobenius-
Erweiterungen benutzt ([3], Satz 7):

I' ist Frobenius-Erweiterung von 4 dann und nur dann, wenn
es Elemente »y, ..., 7,, 4, ..
A-Homomorphismus (= Frobenius-Homomorphismus) 4 von I"
in A gibt, so daB gilt:

Z, von I'und einen zweiseitigen

A ”

™ y = :EZ Alyr) b = 2 7:hly)

fir jedes y & I'.

Auf Grund dieser Tatsache gentigt es zum Beweis zu zeigen,
daB das zuvor angegebene /4 sogar ein zweiseitiger 7-Homomor-
phismus von I' in 7 ist. Es ist zuniichst klar, da3 % ¢in 7-Homo-
morphismus von ,I" in ;7 ist, weil 2 & Vg(A4,) und A(I") =
C 4, = 7. Es bleibt zu zeigen, daB /2 ein 7-Homomorphismus von
I'; in T ist. Seien y ein beliebiges Element von I"und ¢ cin be-
liebiges Element von 7. Dann gilt fiir ein beliebiges Element 3
von I

() — ) )y} = 2{r(yt)Y — h(y) ty'}
= h(y) h(y") — h(y) h(@y") = R{yth(y")y — h(y) h(2¥')
= h{YA@EYD}—R() h(Y') = A(y) h(tY') — h(y) 2 (¢y") = 0.

Da wegen (*) kein von Null verschiedenes Rechtsideal im Kern
von /% enthalten ist, folgt

hyt) —h(y)t=o, yEI, tET,

d. h. ist £ ein 7-Homomorphismus von I'yin 7.

Bemerkung 1. Seien 4,, 4, und 4, die folgendermaBen defi-
nierten Unterringe von I



Bemerkung zu einem Satz von Morita iber Frobenius-Erweiterungen gg

A, ={y €I h(yyy) = yiA(y) fir alle y € '},
Ay ={ys € I'; h(yyy) = A(y)y, fir alle y € I'},
/13 = VE(VE<AR))'

Dann gilt 4, = A4, = Ay = A",
Diese Tatsache kann man leicht aus der Gleichung (*) und dem
obigen Beweis entnehmen.

Bemerkung 2. Mit Hilfe der hier durchgefiihrten Uberlegung
kann man auch einen einfachen Beweis fir Theorem 1.2 in [1]
angeben.
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