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1. Einleitung

Das klassische Aquivalenzprinzip der Wahrscheinlichkeits-
(WS-)theorie besagt, etwa in der Formulierung von Loéve [s],
S. 251, dal flir die Folge der endlichen Partialsummen stochas-
tisch unabhingiger reellwertiger Zufallsvariablen iber einem
WS-Raum (£, U, P) fast sichere, stochastische und Verteilungs-
konvergenz dquivalent sind. Schaut man sich den Beweis dieses
Satzes genauer an, so sicht man leicht ein, daBl eine eventuelle
Verallgemeinerung fiir Zufallsvariable auf (2, %, 2) mit Werten
in RY (N > 2) anstelle von R! mit gréfB3eren technischen Schwie-
rigkeiten verbunden ist, falls man sich nicht von den Grundideen
des klassischen Beweises entfernt. Dies liegt wohl daran, daf3
nicht offen zutage tritt, welche Struktureigenschaften von R
wesentlich eingehen. Das Ziel dieser Note ist die Verallgemeine-
rung des Aquivalenzprinzips fiir Zufallsvariable mit Werten in
gewissen lokalkompakten separablen Gruppen, denen unter
anderen die Vektorgruppen RY (N > 1) angehéren. Zudem
wird der genaue Giiltigkeitsbereich des Aquivalenzprinzips fest-
gelegt und somit eine Klasse von lokalkompakten Gruppen (nim-
lich die aller lokalkompakten separablen Gruppen ohne echte
kompakte Untergruppe) wws-theoretisch charakterisiert.

Eine Teillosung des Problems steht bereits bei Loynes; in [6]
werden jedoch nur abelsche Gruppen betrachtet. Der Beweis der
Aussage (VI) des Equivalence Theorem in [2], welches eine ab-
geschwiichte Form des von uns betrachteten Aquivalenzprin-
zips darstellt, ist unnétig lang. Wir liefern einen kurzen und direk-
ten Beweis der Verallgemeinerung des Aquivalenzprinzips, ge-
stiitzt auf ein Resultat von Csisz4ar [1] und geben auBerdem
1 Minchen Ak, Sh. 1068
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eine Verallgemeinerung fiir gewisse Zufallsvariable in homoge-
nen Riumen nach einer kompakten Untergruppe an. Letztere hat
Uibrigens eine weitere Behauptung in [2] zur Folge.

2. Terminologie

2.1 Sei G eine lokalkompakte separable (multiplikativ geschrie-
bene) Gruppe mit neutralem Element ¢.1 Mit 113 : = M (G) werde
die Menge aller WS-MalBle (positive RadonmaBe der Norm 1)
auf G bezeichnet. Jedes Mafl aus 117 kann als reguldres Borelmaf
auf der o-Algebra B : = B (&) der Borelschen Mengen von G auf-
gefalBt werden. Versicht man die Menge I¥ mit der durch die #a/-
tung gegebenen multiplikativen Struktur und auBerdem mit der
vagen Topologie, so wird 111 zu einer topologischen Halbgruppe,
die genau dann vag kompakt ist, wenn G kompakt ist.

Auf G existiert ein bis auf eine multiplikative Konstante ein-
deutig bestimmtes og-endliches invariantes Mal3 w, das Haarsche
Maff von G. Es ist genau auf kompakten Gruppen endlich und
daher normierbar, also ein Element von 1%. Ist /7 cine kompakte
Untergruppe von G, so bezeichnet wm, das auf A rormierte Haar-
sche Mafi. Dies ist ein Idempotent in 17, und die Idempotenten
von {11 sind genau die MaBe o, fiir kompakte Untergruppen A
von G. Ein MaB g & WY heilt H-invariant, falls {iir jedes x € H
und alle B € B gilt u(B) = p(Bx). Offenbar ist u € I} H-inva-
riant genau dann, wenn g = p * wy erfullt ist. Fiir jedes v & G
bezeichnet ¢, das Punktmafl in x.

2.2 Sei () eine Folge in Y3 und (»,) die Folge der MaBe
v, 1=y *. . .%xpu firallexz > 1. Falls dann (v,) Hiufungspunkte
v und v" (in 117) besitzt, so gilt " ~ ', d. h. es existiert ein x € &
mit der Eigenschafty” =" * ¢_.

Ein Beweis dieser Behauptung befindet sich in [1], S. 286.

2.3 Es seien nun eine lokalkompakte separable Gruppe G und
eine kompakte Untergruppe 77 von G vorgelegt. Dann lidBt sich
bekanntlich die Menge M : = G/H aller Linksrestklassen von /7

L (7 heiBt separabel, falls G o-kompakt ist und im Element ¢ eine abzihlbare
Basis besitzt (G besitzt also eine abziihlbare Basis fiir secine Topologie).
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mittels der natiirlichen Abbildung m von G auf G|p, definiert
durch z(x): = x/ fir alle x € G, mit der Quotiententopologic
ausristen. Der entstehende Aomogene Rawum M ist lokalkompakt
und separabel, da G lokalkompakt und separabel ist. G|z ist ge-
nau dann cine topologische Gruppe, wenn /& ein Normalteiler ist in
G. Die Menge Wi, : = W1, (G) aller (rechts-) H-invarianten WS-
Mafle auf & kann vermoége der natiirlichen Abbildung = ein-
cindeutig auf die Menge 1" : = Y11 (M) aller W5-MaBe auf der
Borelschen o-Algebra B’ : = B’ (M) von M abgebildet werden.
M, ist gegeniber Bildung konvexer Linearkombinationen so-
wie Faltung, aber auch bezlglich der vagen Topologie abge-
schlossen.

2.4 Sei (u;) eine Folge in Y11, und (v,) die Folge der Male
v,: = pq *...* g, fir alle #» > 1. Besitzt dann (v,) Hiufungs-
punkte " und ¥" (in 1), so existiert ein x & G mit x ' = Hx,
so daf gilt " = v" *¢_.

Der Beweis dieser Behauptung ergibt sich in Analogie zum
Beweis von 2.2. Eine etwas allgemeinere Fassung des Resultates
steht bei Tortrat in [8], S. 286, 287.

Alle im folgenden auftretenden Limesrelationen fir Folgen von
IWS-MaBen werden im Sinne der vagen Topologie verstanden.

3. Definitionen

Der Begriff der G- bzew. M-Zufallsvariablen auf einem WS-
Raum (2, %, P) 1iBt sich analog zur klassischen Theorie einfiih-
ren. Ebenso {ibertrigt man die (stockastische) Unabhingigkeit
fiir Familien von G- bzw. M-Zufallsvariablen. Unter der WS-Ver-
teilung einer G- bzw. M-Zufallsvariablen X versteht man das
BildmaB P,: = X (P). Sind X; und X, zwei G- bzw. M-Zu-
fallsvariable (auf (2, %, P)), so gilt fiir die Verteilung des
Produktes X, - X,, falls X, und X, unabhingig sind, P, ., =
= Py *P,.

Jede im folgenden auftretende Umgebung U von ¢ in G wird
stets als symmetrisch (d. h. mit U~1 = U) vorausgesetzt.

3-1 Definition. Es sei (X)) eine Folge von G-Zufallsvariablen.

1*
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(I) (X)) konvergiert stochastisch gegen eine G-Zufallsvariable
X (X, = X)), falls flir jede Umgebung U von ¢ gilt
lim P[X,E UX] = 1.2

(A1) (&X,) konvergiert fast sicker gegen X (X, s X)), falls fir
jede Umgebung U in ¢ gilt
lim P [X;€E UX]=1.

”n—oo 1.2"
(II1) (X)) konvergiert in Verteilung gegen X (X, e ), falls
Py, — P im Sinne der vagen Topologic (in I17).
Sei nun ein homogener Raum M = G/ 7 wie in 2.3 gegeben. Fiir
jedes U einer Basis U in ¢ definieren wir durch U(x"): = a(Ux H)
eine Basis W' von 2’ = n(x) in M.

3.2 Definition.: Es sei (X)) eine Folge von M-Zufallsvariablen
(I) (X)) konvergiert stochastisch gegen eine M-Zufallsvariable
X' (X = X", falls fiir jede Umgebung U von e gilt

lim P[X, € UX)] =1.3

(I1) (X)) konvergiert fast sicher gegen X' (X, EiN X7, falls fiir
jede Umgebung U in ¢ gilt:

lim 2 () [X!€ UX)] = 1.

n—oo

i2Zn
(111) (X)) konvergiert in Verteilung gegen X', (X . X", falls
Pay— Pu-

Fir eine G-Zufallsvariable X ist X' = @ X eine M-Zufalls-
variable. Wir nennen ecine Folge (X)) von G-Zufallsvariablen
mod H-konvergent (stochastisch, fast sicher bzw. in Verteilung),
falls die zugehérige Folge (o X)) von M-Zufallsvariablen kon-
vergiert (stochastisch, fast sicher bzw. in Verteilung). In diesen
Fillen schreiben wir

x, 25 x, x, 75 X baw. x, Z5 ¥,

2 Dabei wird stets (X, € UX]fiir {o € 2: X, (0) € UX (»)}
= {w € Q2: X X Y w) € U} stehen.
3 Wie in 2 hat man [X, € U(X")] ={w € Q: X (v) € U X (w))} zu
lesen.
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4. Ein Satz von Cziszdr:

Wir benétigen das folgende Resultat aus [1], S. 201.

4.1 Satz von Csiszdr. Essei (X)) eine unabhingige Folge von
G-Zufallsvariablen (auf (2, 4, P)). Durch V,: = X, - ... - X,
fiir alle 2z > 1 definieren wir die zugchoérige Folge (V) der n-ten
Partialprodukte von (X;) und weiterhin fiir jedes 0 <k <l (2 =
=1,2,..) Vi =X, ... X,. Eswerde schlieB8lich vorausge-
setzt, daB V7 L Z, fur alle o <A2<n (12— 00).

Dann existiert eine eindentig bestimmte kompakte Unter-
gruppe /7 von G mit den Eigenschaften

(I) Py ist H-invariant fur alle o < £ <{# und
an v, 2y

4.2 Zusatz . Ist K eine kompakte Untergruppe von G und wer-
den die Verteilungen Py fiir alle 7 > 1 als K-invariant vorausge-
setzt, so existiert eine eindeutig bestimmte kompakte Unter-
gruppe // von G mit A D K und mit den Eigenschaften (I) und
(IT) des Satzes.

Beweis : ergibt sich aus der Konstruktion von /7 in der folgen-
den Weise: Mit 2, fir alle 7 =1 ist auch Ppr sowie Py, und
schlieBlich g : = lim 2, K-invariant. Nach Konstruktion ist

{3

aber u = o, fiir eine kompakte Untergruppe /7 von G ([1],
S.291), also 7D K.

5. L-Gruppen:

Eine lokalkompakte separable Gruppe G heit L-Gruppe?,
wenn fiir jede kompakte Untergruppe A von G gilt: /7 = {¢}. Es
sei & die Klasse der Z-Gruppen.

5.1 Wir erhalten folgende Eigenschaften und Beispiele fur Ele-

mente von £:

* Die Bedeutung der hier definierten Klasse von Gruppen fir die 1#°S-Theo-
rie wurde zum ersten Mal von Loynes in (6] hervorgehoben; daher die Be-
zeichnung.,
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(1) Sei G & & und U eine Untergruppe von G. Dann folgt U & L.

(2) Sei U ein Normalteiler von G. Dann gilt das Induktionsprin-
zip: U,Glye = GE L

(3) Sei G eine zusammenhingende, cinfach zusammenhingende,
auflosbare Lie-Gruppe. Dann gilt G & £

(3") Speziell ist die Zusammenhangskomponente der Gruppe aller
2 X 2-oberen-Dretecksmatrizen in £,

(4) Fiir jedes NV > 1 liegt die Vektorgruppe R in €
(5) Unter den diskreten Gruppen gehoren die torsionsfreien zu £.

Allgemeiner erhdlt man die folgende Charakterisierung der
Klasse R.

5.2 Proposition. G & ¥ genau dann, wenn G Lie-Gruppe und
torsionsfrei ist,

Beweis : Als L-Gruppe ist G bereits Lie-Gruppe aufgrund des
corollary in [7], S. 172 zusammen mit dem Resultat, daf} lokal-
kompakte Gruppen ohne kleine Untergruppen bereits Lie-Grup-
pen sind (vgl. [7], S. 163 oder {3], S.go). Die Torsionsfreiheit
folgt direkt.

Sei umgekehrt G torsionsfrei und A eine kompakte Unter-
gruppe von G mit K S x == ¢. Dannist K': = {»":n & Z} eine
kompakte abelsche Untergruppe == {¢} von G. Dies ist aber ein
Widerspruch, wie man im Falle diskreter Gruppen & sofort und
im Falle von Gruppen A7 mit dim K’ > o mittels des Struktursat-
zes fiir zusammenhidngende kompakte abelsche Gruppen einsieht

(vgl. [7], S. 190).
6. Aquivalenzprinzip fiir Gruppen :

6.1 Satz 1. Es sei (X)) eine unabhingige Folge von G-Zufalls-
variablen (auf (2, %, 7)) und (V) die zugehérige Folge ihrer -
ten Partialprodukte ¥V, = X;-...- X, . Dann sind fast sichere

und Verteilungskonvergenz der Folge (V) genau dann dquiva-
lentd, wenn G eine L-Gruppe ist.

“in dem Sinne, daB aus der fast sicheren Konvergenz der Folge (V,) die
Verteilungskonvergenz folgt und umgekehrt.
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Beweis . (1) Sei G keine L-Gruppe. Das heillt: es existiert eine
kompakte Untergruppe # == {¢} von G. Wir betrachten die spe-
zielle Folge (X)) von G-Zufallsvariablen mit Py, = oy fir alle
% > 1. Dann folgt wegen der Idempotenz von w,, (vgl. 2.1) sogar
Py = oy fiir alle 22> 1 und somit Py, — w,,. Hingegen diver-
gicrt die Folge (V) fast sicher, wie nach Anwendung des o-1-Kri-
teriums von Borel (vgl. [5], S. 228) folgt.

(2) Seinun G eine L-Gruppe. Wir definieren V: =V, . ,-...- ¥,
sowie v 1 = Pyn fir alle 0 < &<z und 7 > 1.

Ferner werde vorausgesetzt, daB fiir die Folge (v,) mit v, : = %}
gelte v, — », wobel » & Y11 ist. Dies bedeutet aber, daB3 fur belie-
bige Hiufungspunkte ¥ und " der Folge (¥}),, die folgende
Gleichung erflllt ist

vixy = vl = v (o< k<)
Also erhalten wir v/, v" € Y17 und somit nach 2.

V" ~ 7', d. h. es existiert ein x & G mit

” 1
V=" *e.

Somit ergibt sich

y=kxy = 113*1"*8x = p*g,
und also

v=vx*eg flrein x € G.

Wir zeigen nun, daB3 fir den Fall einer Z-Gruppe notwendig x =
= ¢ folgt. Denn sei x == ¢, C eine kompakte Teilmenge von G mit
»(()>> o. Dann existiert eine Folge (#;) in Z, so daf3 die Mengen
Cx fur 7 > 1 disjunkt sind. Anderenfalls wire nimlich die von
x erzeugte abgeschlossene echte Untergruppe von G kompakt
und mithin & keine Z-Gruppe. Somit gilt fiir die Borelsche
Menge €7: = | Ca™ vermdge obiger Gleichung:

iz
v(C) = v(J Cx) = Fv(Ca) = 2 v¥*e.q (C)
j=1 j=1 ;=1 .
= ') = oo
s=1

im Widerspruch zur Endlichkeit von ».
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Also kann die Folge (#}),~ nur einen Hiufungspunkt haben.
Da G separabel ist, ist dieser der Limes, und wir erhalten die
Konvergenz auch der Folge (v}),, ., fiir jedes o < £<C#. Damit ist
der Satz in 4. anwendbar. Es existiert also eine eindeutig be-
stimmte kompakte Untergruppe /7 von G, so dal3 der Limes von
(v3) H-invariant ist fiir alle o < £2<C 7, und es gilt

H-fs

Kx . Y

Da G eine L-Gruppe ist, muB3 /7 = {¢} sein, und es folgt

I
Yo—=¥%,

womit der Beweils beendet ist.

6.2 Korollar: Fur die Implikation ¥, Ly Y, Ly st
unter den Voraussetzungen des Satzes folgende Bedingung hin-
reichend:

Py ist fur keine kompakte Untergruppe X == {¢} von G (rechts-)

K-invariant.

6.3 Definition : Eince lokalkompakte separable Gruppe G gendig?
dem Aquivalenzprinzip (AP), wenn fiir jede Folge (X;) von G-
Zufallsvariablen und die zugehorige Folge (V) der #-ten Partial-
produkte der X fast sichere, stochastische und Verteilungskon-

vergenz dquivalent sind.

6.4 Satz 2. Es sci G eine lokalkompakte separable Gruppe.
Dann geniigt G dem (4 P) genau dann, wenn G eine Z-Gruppe ist.

Beweis: Wegen Satz 1 bleibt noch zu zeigen, daB fir Folgen
(Y,) von G-Zufallsvariablen fast sichere und stochastische Kon-
vergenz idquivalent sind. Da die fast sichere Konvergenz fir be-
liebige Folgen von mefibaren Abbildungen auf einem W.S-Raum
(2, ¥, P) die stochastische Konvergenz nach sich zieht, muf3 nur
noch die umgekehrte Implikation begriindet werden. Diese er-
gibt sich aber nach dem klassischen Vorbild etwa wie in [4].

Mit der Aussage von Satz 2 ist nicht nur das klassische Aquiva-
lenzprinzip von R! auf die Klasse der Z-Gruppen verallgemeinert,
sondern auch sein genauer Gultigkeitshereich festgelegt.
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7. Verallgemeinerung fiir homogene Réume.

Die Ergebnisse von 6. lassen sich ohne weitere Schwierigkeiten
auf die folgende Situation verallgemeinern.

Vorgelegt seien wie in 6. eine lokalkompakte separable Gruppe
G sowie eine kompakte Untergruppe A von G.

7.1 Satz 3. Es sei (X)) eine unabhingige Folge von G-Zufalls-
variablen (auf (2, %, P)) mit der Eigenschaft, da3 Py, K-invariant
ist fiir alle 7 > 1. Mit (V) werde wie ublich die Folge der #-ten
Partialprodukte ¥, = X, - ...+ X, bezeichnet. Dann sind X-fast

sichere und K-Verteilungskonvergenz genau dann dquivalent,
wenn K maximal kompakt ist.

Beweis : 1iBt sich analog zum Beweis von Satz 1 erbringen.
Man hat nur die Eigenschaften der Menge !, auszuniitzen (vgl.
2.3). Im einzelnen kann man sich auf 2.4 stiitzen, um zu je zwei
Hiufungspunkten»’ und »” der Folge (#}) einx € G mitx K = Kx
zu finden, so dal " = ' * ¢_ gilt. Betrachtet man nun die von x
erzeugte abgeschlossene Untergruppe L von G, so hat diese die
Eigenschaft LK = KL, d. h. LK ist selbst Untergruppe von &
und nach dem entsprechenden Schluf in 6.1 sogar kompakt.
Da X maximal kompakt ist, folgt also x & K und somit »" = v/,
womit die Konvergenz jeder der Folgen () fir o < £<Tu ge-
zeigt ist. Der Rest des Beweises erfolgt unter Heranziehung von
4.2.

7.2 Korollar: Hinreichend fiir die Implikation ¥, > ¥
-

= vV, Ly st die folgende Bedingung

”

Py ist fur keine von X verschiedene kompakte Untergruppe
K" D K von G (rechts-) K'-invariant.

SchlieBlich ergibt sich:

7.3 Satz 4. (Verallgemeinertes Aquivalenzprinzip). Es sei die
Situation von Satz 3 vorgelegt. Es sind fiir die Folge (V) K-
fast sichere, K-stochastische und K-Verteilungskonvergenz genau
dann dquivalent, wenn K maximal kompakt ist.
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Beweis: Man hat nur die Verallgemeinerung des einzigen
nicht-trivialen Schlusses im Beweis von Satz 2 durchzufiihren.
Diese ist ibrigens im Beweis des Satzes von Csiszar ([1], S.202,
293) enthalten.

8. Zusammenhang mit Markoff-Prozessen.

Eine Anwendung von Satz 4 steht in etwas abgeschwichter
Form bereits in [2].

Essei (2, U, P, M, (Z);~,) ein (diskreter) Markoff- Prozefs mit
einem homogenen Raum M : = G//{ als Zustandsraum, wobei G
eine lokalkompakte separable Gruppe und X eine kompakte Un-
tergruppe von G ist. Der ProzeB besitze zudem Ubergangswahr-
schetnlichkeiten P, definiert flir alle y € M und alle B & B (M)
durch

P, (B) = PlZ,E B|Z,=1y] (n,m >1 und n<m)

»

und sei G-invariant in dem Sinne, dal fur alle x € & gilt:

P32, (xB) = P, (B).

n,m

Derartige Prozesse werden gelegentlich reguldre Markoff-Pro-
zesse genannt. Als Referenz fiir die Terminologie beniitze man
etwa [3], section 38.2. Dann gilt

8.1 Satz 5. Fur regulire Markoff-Prozesse mit einem homoge-
nen Raum M = G[x als Zustandsraum sind f.s. Konvergenz,
stochastische Konvergenz und Verteilungskonvergenz genau
dann dquivalent, wenn X maximal kompakt ist.

Der Beweis beruht auf den folgenden in [2] bewiesenen Aus-
sagen:

(1) Fiir jede Folge (Y}) mit den in Satz 4 formulierten Eigen-
schaften definiert die Folge (Z,) mit Z; = mo ¥, fiir alle j > 1
einen reguliren Markoff-Prozef3 mit Zustandsraum M.

(2) Zu jedem reguliren Markoff-ProzeB (R, %, P, M, (Z));%,)
existiert eine Folge (¥}) von (-Zufallsvariablen wie in (1), so
dal} die Folgen (m oY) und (Z)), als Prozesse aufgefaflt, iqui-
valent sind.
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8.2 Ein Beispiel fir die Situation in Satz 5 bietet die Speziali-

sierung G = GL (i, RY) und X = O (»).

(1]

{4
[5]
[6]
(7]

(8]
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