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1. Einleitung

Wir betrachten die folgende Minimumsaufgabe 7. Fest vor-
gegeben seien die reelle Zahlenfolge ¥V = (¥, ¥, ..., V), > 1,
wobei wir zunichst V; == ¥, ; voraussetzen fir 1 <7 < #, und
das Intervall [, 4] der reellen Achse. Gibt es unter den ,,Stellen-
verteilungen’ X = (X, X, ..., X,) mit

(@0 b2X,>X,>...>X,>a

eine, fir die die n-te Steigung S(X, ¥) das Minimum ihres ab-
soluten Betrages annimmt und wieviele ? Dabei ist

S(x S &
&= = TE—x% -
7

Es zeigt sich, dal3 die Beantwortung dieser Frage nur dann nicht
trivial ist, wenn die vorgegebene reelle Zahlenfolge als ,,oszil-
lierend*’ vorausgesetzt wird:

Definition 1: Die reelle Zahlenfolge ¥ = (¥, V1, ..., V), n =1,
heiBt oszillierend, wenn Y, == ¥V, ist fur 1 <7 < %, und wenn
sign(V;— Y,.)) = (—1)"" . sign(¥V;— V), d. h. wenn die
,»groBer-als““-und die ,,kleiner-als‘’-Relation zwischen benach-
barten Elementen abwechseln.

Die Losung der so eingeschrinkten Aufgabe geht Hand in
Hand mit der Beantwortung der folgenden Frage 77 Die oszil-
lierende Folge ¥ = (¥, Y4, ..., ¥,) und das Intervall [, 4] der
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74 Dietbert Ehresmann

reellen Achse seien wieder vorgegeben; gibt es unter den Stellen-
verteilungen X = (X, X, ..., X,) mit

(I b=X,>X,>...>X, =a

solche, fiir die das Interpolationspolynom 2, . die Werte
Yy, ¥, ..., Y, als relative Extremwerte annimmt ?
Dabei ist Py ;- erkldrt durch

Py (X)) =Y, 71 =0,1,..., 7.

Das erste Ergebnis dieser Arbeit ist die Aquivalenz der Frage-
stellungen I und II in dem Sinn, daBl beide bei vorgegebener
oszillierender Folge V in eindeutiger Weise zu ein und derselben
Stellenverteilung X aus [, 6] fihren (vgl. Satz 1, 2 und 3). Ein
konvergentes Verfahren zur Bestimmung dieser eindeutigen
Stellenverteilung X wird angegeben.

Im letzten Abschnitt wenden wir unsere Ergebnisse auf ein
approximationstheoretisches Problem an: Fir den bei der Best-
approximation von in [—1, 1] g-mal beschrinkt differenzierbaren
Funktionen f durch Polynome von nicht gréBerem als #-tem
Grade auftretenden Fehler 6 (#, ¢) werden fur »# = p-—1 und
n = p ,,Abschitzungsfaktoren’* y (7, ¢) bestimmt, mit denen die
Ungleichung

8(n,0) Sy(me)- sup [f9@)|, n=90—1,0,

x e [-1,1]

scharf. Wihrend

y(o—1, p) bereits auf anderem Wege bestimmt worden war
[S. N. Bernstein], ist unser Faktor y(p, p) besser als die bisher
fur diesen Fall bekannten Abschitzungen.

Diese Arbeit ist ein Auszug aus der Abhandlung des Verfassers,
die auf Grund einer Anregung von G. Aumann entstand und
von der Fakultdt fiir Allg. Wissenschaften der Technischen
Hochschule Miinchen als Dissertation angenommen wurde. Die
Beweise, die hier zu einem Teil weggelassen oder nur skizziert
sind, sind dort ausfiihrlich dargelegt.

erfiillt ist. Dabei ist y(p—1, p) =
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2. Vorbereitungen

Wir wollen zunichst verschiedene Symbole und Bezeichnungen
zusammenstellen:

X,Y) =X Xy, .0 X3 Yy, Yy, .0, Y,) heilt Verteilung
der Folge Y = (Y, Yy,..., Y) aus [a, 6], wenn
b2Xy>X > .>X, 2a

Pyy bezeichnet das zur Verteilung (X, V) =
=Xy, Xy, .. X, Y, Yy, ..., V) gehorige Inter-
polationspolynom, das durch Py, (X)) = Y, ¢
=0,1,..., n erklirt ist.

ce bezeichnet die Menge der im Intervall [a, 4] reellwer-

tigen, #-mal beschrinkt differenzierbaren Funktionen.
Chv: = {1 fECHLFX)= Y. fiti=0,1,....,%
d

und =ofir1 <7 L n—1}.

dx |x=Xx;

N, o D G £ b B

NP SO - SRR ¢’ (. . 2
VX)) =

1 X, D ¢ ¢t ¢

1 X, D ¢ D ¢ Sl ¢

ist die Vandermondesche Determinante von X.

T X, X ... xt oy

n
2 ~1
1 X A R

n—1
W(X, V) =

1 X, X L xtt' oy
1 XO Xf .o IYS_I Yo

-
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SX,Y) = —L—VV({YTM ist die n-te Steigung der Folge Y beziiglich
der Stellenverteilung X .
WX, f] . . . .
S[X, 1 = ol bezeichnet die #-te Steigung der Funktion
f &€ C* bezliglich der Stellenverteilung X.
zZt geht aus der Folge Z = (£, Z4, ..., Z,) durch Strei-
chen des Elementes Z; hervor.
0
D, : = X,
62
‘Dx'j: =‘——‘aX;a‘X}.

Das Vorzeichen von S(X, V) wird fixiert durch

Hilfssatz 1. Ist (X, ¥)eine Verteilung der oszillierenden Folge ¥,
dann ist die Steigung .S(X, ¥) von Null verschieden und genau
dann positiv, wenn ¥, > Y ist.

Der Beweis kann leicht durch vollstindige Induktion mit Hilfe
der Rekursionsformel

) S, V) = =5 (S, ¥P)— S, y)
0 n

gefiihrt werden. Hilfssatz 1 erlaubt, die beiden Fille S > o0 und
S < o im folgenden einheitlich zu behandeln.

Ist die Folge ¥ bzw. die Funktion f & C” fest vorgegeben,
dann werden wir hiufig S(X, V) bzw. S[X, f] auffassen als
Funktion der » -+ 1 Verdnderlichen X, X7, ..., X,. Dabei sind
diese auf den durch (I) gekennzeichneten Bereich beschrinkt. Es
gilt

Hilfssatz 2. Ist (X, V) = (X,, Xy, .., X,; ¥y, V4, ..., V) eine
vorgegebene Verteilung der Folge ¥V, danngiltfirz =o0,1,..., 2

VX 9%,y

D;|S(X, 1)) X=X (—-1>i+1 sign (Yo— Y1) V(X) dx ,x:—X;.

Beweis. S[X, Py ] ist eine Konstante, also ist

D |SX, V)| = D;|SX, V)| — D, |S[X, Pg ]l
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Da W[ZX, Pgy] = W(X, Y) ist, reduziert sich diese Differenz

wegen

D,|SX, Y)| = VZ(X (V(X)D |W(X, V)| —|W(X, )| DV (X))
und
D;|S[X, f1] = Vz(X)(V(X)DIW[Xf]I—lW[Xf]lD V(X))

zu der Gleichung
D ISy = i (PAW X, V)= DAWIX Pl )
— sign (¥, — ¥7) ( >i+1 V(X'[i]) dPx,y(x)

(X) dx

denn D; |W(X,Y)| bzw. D; |W[X, f]| geht aus |W(X,V)| bzw.
| WX, f1| dadurch hervor, daB die Zeile (1, X;, X7, ..., X7, V)
= w,(X, V) baw. w,[X, f] = (1, Xy, X2, ..., X078, F(X) ersetzt
wird durch

D;w,(X,Y)=(0,1,2X;,...,(n—1) X" 0) bzw.

3

z=X

D;w; [ X, f] =(O, l,ZXi,,._,(n__1>Xn—2 ar | )

' dx |x=X;

Hilfssatz 3. Ist die oszillierende Folge ¥V = (¥, V¢, ..., ¥,) vor-
gegeben, und nimmt der absolute Betrag der Steigung S(X, V), X
aus [a, 8], fir X = X ein relatives Minimum an, dann gilt X,
= a und X, = 4.

Diese Aussage folgt unmittelbar aus den Bezichungen

sign Do|S (X, y>}'X=)_( = —1 und sign D,|S(X, Y)”X:)_(: F1,

die man leicht mit Hilfe von Hilfssatz 2 erhilt.

3. Der Aquivalenzsatz

Satz 1. Ist die oszillierende Folge ¥V = (¥, ¥1,..., ¥,) vorge-
geben, dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
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(1) Der absolute Betrag der z-ten Steigung S(X, V), X aus
[, 6], nimmt fir X = X ein relatives Minimum an.

(2) Das Interpolationspolynom Pz , X =(4,X,,X,,...,X,;,a),
gehért zu C% ,.

Beweis. Unmittelbar aus Hilfssatz 2 folgt die Aquivalenz von
(2) und der Aussage

1) X,=a X, =éundD,-(S(X,Y)[.X_)_(=ofijr1 <i<n—1.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dal aus (2) die in (1) dariiberhinaus
noch enthaltene Minimumseigenschaft folgt. Dies aber erledigt
sich nun in der einfachen Weise, dal} sich die Matrix

Dy 1SE VI, 1 <ijSn—,
der zweiten partiellen Ableitungen von | S(X, V) | als Diagonal-

matrix mit positiven Elementen in der Hauptdiagonalen ergibt.
Man erhilt ndmlich nach kurzer Rechnung

DS _ o= (DAW X DI=ISE NI, VD)5

und mit P = Pz

DISIX,Pl|,_z= ey (DAWIXPY-ISXPID, V)| o

und hieraus, da D, | S[X, P] [‘X= -=o,

1
DS o= X

Dy \W (X, V)[— Dy, WX, Pl))|
Wie man leicht bestitigt, verschwindet diese Differenz fiir 7 == 7,

1 <4, <n—1.Firi=j 1 <7 < n—1, ergibt sich

sign D, | S(X, V) |‘|X= =1

X

Damit ist Satz 1 bewiesen.
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4. Die Existenz einer Losung

Hilfssatz 4. Ist die oszillierende Folge YV = (V,, V;, ..., V)
vorgegeben, so wichst |S(X,Y)| {ber alle Schranken, wenn
zwei benachbarte Elemente X;_,, X;, 1 £ 7 < », der Stellenver-
teilung X gegen denselben Wert streben und wenn zugleich
Xo— X, beschrinkt bleibt.

Dieser Hilfssatz kann wieder leicht durch vollstindige Induk-
tion nach » bewiesen werden.

Satz 2. Zu jeder oszillierenden Folge ¥V = (¥, Yy,..., V) gibt
es eine Stellenverteilung X, fiir die | S(X, ¥) |, X aus [q, 6], sein
Minimum annimmt.

Beweis. Wegen inf |S(X,Y)] = o haben wir nur zu
X aus [a, b]

zeigen, daf es eine Verteilung X aus [a, 4] gibt, fur die | S(X, V)|
sein Infimum wirklich annimmt. Auf Grund von Hilfssatz 4
ist aber klar, daB man aus jeder ,,Minimalfolge’ PX =

= (WX, X, ..., MX,) von Stellenverteilungen aus [a, ], fiir
die

im [SX, V)| = inf |SX, 1)

A —>o00 X & [a.b]
gilt, eine gegen eine Stellenverteilung X = (X,, X;,..., X,)

konvergente Teilfolge auswihlen kann. Und da |S(X, V)| eine
stetige Funktion von X ist, ist damit die Behauptung bewiesen,

Dieses Ergebnis bedeutet nach Satz 1 zugleich, daB es zu vor-
gegebener oszillierender Folge ¥ immer eine Stellenverteilung X
gibt, mit der P, zu C  gehért.

5. Die Eindeutigkeit der Lésung

Satz 3. Zu jeder oszillierenden Folge ¥V = (¥, ¥;, ..., V) gibt
es hochstens eine Verteilung (X, V) von Y derart, daB X, = 6
und X, = a istund daB Pz, € Cy ,.



8o Dietbert Ehresmann

Beweis. Wir gehen aus von zwei Stellenverteilungen WX =
= (PX,, Pxy, ..., X)), 1=1,2, mit PX, =4 und DX, =
= a, fiir die P, = Py, € Clyy y, und fragen nach derjenigen
stetigen Abbildung x, = @(x;) der reellen Achse auf sich, die die
folgenden Eigenschaften hat:

(1) x, = @(x,) ist monoton und ¢(e) = a.
(2) Fir alle reellen x; gilt Py (x,) = Py(p(xy)).

Da P;(x) und P,(x) die gleichen relativen Extremwerte in der-
selben Reihenfolge annehmen, existiert die gesuchte Abbil-
dungsfunktion sicher und ist durch die Eigenschaften (1) und (2)
eindeutig charakterisiert.

Insbesondere ordnet ¢ jedem Punkt “.X, der Stellenverteilung
WX den Punkt X der Stellenverteilung ®X zu,7 = 0,1,.. ., .
Unser Ziel ist zu zeigen, dafl die Funktion ¢ (x) unter den gesteli-
ten Bedingungen nur die Identitit sein kann.

a) Fiir allereellen x; ist ¢ holomorph und umkehrbar eindeutig.
Kritisch sind dabei nur die Punkte VX, 1 <7 <n—1, der
Stellenverteilung ‘X. Fiir diese Punkte aber folgen beide Ei-
genschaften aut Grund der Monotonieforderung (1) fiir g.

Wir betrachten nun die analytische Fortsetzung @ der Funk-
tion @ ins Komplexe und schreiben z, statt x;, A = 1, 2. Dabei ver-
stehen wir unter 2, = @(z,) eine Losung der Gleichung

(Iv) Py (21) = Py(zy),

deren Einengung auf die reelle Achse mit x, = @(x;) iiberein-
stimmt. Aus dem Newton-Diagramm der Gleichung, die aus (IV)

] . 1
durch die Transformation z; = % A =1, 2, hervorgeht, ent-

nimmt man ferner, dal @ im Punkte 2z, = oo einen Pol erster
Ordnung hat. Damit ist also @ in einem Gebiet G*, das die reelle
Achse und den unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthilt,
eindeutig. Wir wihlen nun ein Teilgebiet G von G* derart, dall &
die Punkte "X, 0 <7 < #, und den Punkt oo in seinem Innern
enthilt, daB auch das Bild @(G) die Punkte ®X,, 0 <7 < %, im
Innern enthilt und dal3 sein Komplement einfach zusammenhin-
gend ist.
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b) Mit /7, bezeichnen wir die der w,-Ebene iiberlagerte Rie-
mannsche Fliche der Umkehrfunktion von w, = P,(z,).
Das Funktionenpaar

2, = D(zy), wy, = Py(zy)

bildet G auf einen Teil A, von H, ab, der a/le Windungspunkte
von H, enthilt. Im Komplement /7, = H,— H, ist die Umkehr-
funktion eindeutig. L4t man 2, auch noch das Komplement von
G durchlaufen, so beschreibt das Funktionenpaar

29 = C(Pl(zl))r wy = Py(2y)

das Komplement /. Daher ist z, =, (P, (2p) die analytische
Fortsetzung von z, = @ (z,). {, (P1(2y)) ist aber eindeutig und
reguldr. Also ist z, = @(z;) in der ganzen z,-Ebene eindeutig und
reguldr fortsetzbar. Als ganze Funktion, die im Punkte z; = co
einen Pol erster Ordnung hat, ist @ linear, und wegen @ (a) = a
und @ (6) = & folgt P, = P,. Damit ist Satz 3 bewiesen.

Folgerung. Zu jeder vorgegebenen oszillierenden Folge ¥V =
= (Y,, ¥,,..., Y, gibt es genau eine Stellenverteilung X =
= (X,, X;,..., X)) derart, daB

1. Py & Cj;,'y

2. |S(X, V)|, X aus [a, 4], fiir X = X sein absolutes und zu-
gleich relatives Minimum annimmt.

Bemerkung zu den Beweismitteln. Wihrend wir alle tbri-
gen Sitze dieser Arbeit mit Mitteln der reellen Analysis beweisen,
haben wir bei Satz 3 die Theorie der Funktionen einer komplexen
Verinderlichen zu Hilfe genommen. In dem fiir unsere Anwen-
dungen wichtigen Spezialfall, da8 ¥ eine alternierende Folge be-
tragsgleicher Elemente ist, 148t sich aber ein Beweis geben, der
sich nur auf die reelle Analysis stiitzt (vgl. die Bemerkung im
Anschlu3 an Satz 4).
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6. Zur Konstruktion der Losung

Zu einer vorgegebenen oszillierenden Folge kann man die nach

dem Vorangehenden eindeutig bestimmte Stellenverteilung X
folgendermallen approximieren: Man gehe von einer Verteilung
(X, V) von YV aus [a, 6] aus, bei der Xy = 6, X = a, die aber
sonst beliebig ist. Nun kann man durch eine kleine Verschiebung
jeweils nur eines der Punkte X, 1 <7 < »#—1, den absoluten
Betrag S(X, V) verkleinern, wenn man X, in der durch Hilfs-
satz 2 vorgeschriebenen Richtung verschiebt. Man hat dazu im
wesentlichen nur den Wert der Ableitung von 7 ;- an der Stelle
x = X, zu bestimmen.

Dieses Verfahren konvergiert, da | S(X, ¥) | nur ein einziges
relatives Minimum besitzt.

Bemerkung. Die obigen Untersuchungen und Resultate lassen
sich ausdehnen auf ,,schwach oszillierende' Folgen, welche als
Grenzfille von oszillierenden Folgen definiert werden kénnen [3].

7. Anwendungen auf Abschitzungsfaktoren in
Approximationsproblemen

Es sei jetzt {a, ] = [—1, 1].

A) Auf dem Vektorraum C der im Intervall [—1, 1] der reellen
Achse reellwertigen, beschrinkten Funktionen betrachten wir
die Norm

2 [f]= sup |f]

fx| =1
und die Pseudonorm
p[f], falls f 7-mal beschrinkt

differenzierbar ist, co sonst.

7,lf1=

Dabei bezeichnet £ die 7-te Ableitung von f nach x in [—1, 1].
Wenn nicht anders vermerkt, ist stets » = 1 vorausgesetzt.

Wir wollen nun das Approximationsproblem U(n, r) erkliren:
Die zu approximierenden Elemente sind die Elemente des Teil-
raumes (" = {g: g € C"und ¢,[g] << oo} von C, also die r-mal
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differenzierbaren Funktionen mit beschrinkter »~ter Ableitung;
der Teilraum der approximierenden Elemente ist der Nullraum
A"t von g, . ,; er besteht genau aus den Polynomen héchstens
n-ten Grades.

Nach dem Satz von A. Haar gibt es zu jedem g & (7 ein Ele-
ment aus A" das wir mit 2, [g] bezeichnen wollen, fiir das
gilt:

ple—P.lell <plg—4l

fiir alle @ &= P, [g], a € AT,

Wir sehen ¢,{g] als ,,zugdnglich’ an und fragen nach einem
moglichst guten nur von # und #» abhdngendem Faktor y = y (»,7),
mit dem die Ungleichung

tle—P.lgll = ve.l8]

fur alle g & C7 erfiillt ist.

Die Differenz g— P, [g] nimmt den Wert 6: = ¢, [¢g] =
= plg— P,lg]] an mindestens z 4 2 Stellen Xy, X;, ..., X, .,
in [—1, 1] mit wechselndem Vorzeichen wirklich an; und die-
se Ligenschaft charakterisiert P, [g]. Die Folge Y (§) =
=+ (6,—9,..., (—1)rtt 6) ist eine oszillierende Folge. Wir sagen
in diesem Fall kurz, daB ,,g die Verteilung (X, Y (8)) zuldfit.
Es gilt

Hilfssatz 5. Isty = y(#, #) eine nur von » und » abhingige Funk-
tion mit der Eigenschaft, daB die Ungleichung 6,{¢g] < y¢,[¢]
fir alle Funktionen g & C” erfullt ist, die eine Verteilung
(X, Y(8,[g])) zulassen mit X, =1, X, ,, =—1, dann ist die
Ungleichung auch fiir alle tibrigen Funktionen aus C” erfiillt.

Beweisskizze. LiBt g(x) die Verteilung (X, ¥ (4,[g])) mit
X = (X,, Xy, ..., X1 aus [-—1, 1] zu, dann betrachte man etwa
den Koordinatenwechsel x — &

B (x— Xo+ X, 4 1) ( 2 )
‘ 2 Xo—X, 41 ]’
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der dieUberginge g (2) — 4(8)= g [ (E(Xo—X, 1)+ X+ X, 1))
und P,[g] — P, = P,[#] nach sich zieht.

B) Die Stellenverteilung X = (X, X}, ..., Xp) mit X, =

3

= COoS Z, i=0,1,... 4 heillt die A-te Tschebyscheff-Vertei-
lung. Die X, sind die relativen Extremstellen des Tschebyscheff-
Polynoms vom Grade 4. Die relativen Extremwerte dieser Poly-
nome haben alle den gleichen absoluten Betrag. Es folgt also aus

den Sitzen 1, 2 und 3 sofort

Satz 4. Die £-te Tschebyscheff-Verteilung minimalisiert den Be-
trag der zur oszillierenden Folge Y (8) =+ (8, — 6, & . . .,(—1)*d)
gehdrenden 4-ten Steigung, und es gibt keine andere Stellen-
verteilung aus [—1, 1], flur die der absolute Betrag der Stei-
gung S(X, Y (9)) ein relatives Minimum annimmt.

Bemerkung. In diesem Spezialfall der oszillierenden ,, Tscheby-
scheff-Folgen' Y(d) kann man die Eindeutigkeit der den Betrag
von S(X, Y(6)) minimalisierenden Stellenverteilung auch mit
Hilfe des Theorems von P. L. Tschebyscheff, also Satz 4 aus-
schlieBlich mit den Mitteln der rellen Analysis beweisen.

C) Wir wenden uns jetzt dem A pproximationsproblem U (r—1,7)
zu. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt fir
g€ Cq[g] =7"|S[X,g]| fir irgendeine (» + 1)-stellige Ver-
teilung X aus [—1, 1]. Ferner gilt S[X, g] = S (X, Y(5,_([£])),
falls g die Verteilung (X, ¥ (8,_; [£])) zuldBt. Da fiir die Tscheby-
scheff-Verteilung X die Gleichung | S(X, ¥(8)) | = 27716 gilt,
folgt nun aus Satz 6 und Hilfssatz 3 fiir alle ¢ & €7 die Unglei-
chung

V) fl[gJé - qr[g]

Esistalso y = —_r—Ll—_| ein nur von » abhingiger Abschitzungsfak-
2 7l

tor. Fiir das Approximationsproblem %(» — 1, #) ist y der Ver-
gleichsfaktor; denn flir g mit g (x) = 27 steht in (V) das Gleich-
heitszeichen. Wir kénnen also den folgenden Satz aussprechen:
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Satz 5 [S.N.Bernstein]. Der groBte bei der Approximation einer
in [—1, 1] reellwertigen, »-mal differenzierbaren Funktion f mit
beschrinkter 7-ter Ableitung, » = 1, durch Polynome héchstens
vom Grade »— 1 auftretende absolute Fehler 6,_, [ f] genligt der
ohne weitere Annahmen tiiber / keiner Verschirfung mehr fihi-
gen Ungleichung

o1 [f] & —=— ¢ [/]

Bemerkung. Beim Beweis dieses Satzes sind wir wesentlich an-
ders vorgegangen als S. N. Bernstein. S. N. Bernstein hat
die Klasse derjenigen Funktionen f aus C” betrachtet, deren »-te
Ableitung £ die Bedingung

P E M

bei festem M > o erfiillt, und den Satz bewiesen, da83 aus

/7@ <7, x€[—1,1],
stets

0,1 [f1 = 6,.1[g]

folgt. Mit g(x) = r—ﬂ{x' erhilt man hieraus Satz 5. Wir haben

demgegeniiber die Teilmenge (7 derjenigen Funktionen aus €
betrachtet, fiir die 6,_, [ /] gleich dem festen Wert ¢ ist, und haben
die Frage gestellt, welche Verteilung (X, ¥ (6)) eine Funktion f
aus Cj zulassen muB, damit der absolute Betrag von S (X, ¥(6))
fiir X = X minimal wird (Satz 4).

D) Unser Vorgehen hat dabei den Vorteil, da3 wir auch noch
tiir das Approximationsproblem U (r,r) einen guten Abschit-
zungsfaktor erhalten. Diesen wollen wir nun herleiten. Jetzt ha-
ben wir durch Polynome vom Grade # = 7 zu approximieren.
Mit 6= 90,[g] gilt 276 = | S (X, ¥ (0)) |. Wegen der Rekursion
(ITI) und des Mittelwertsatzes gilt ferner

S[X,g]émax(IS[X[”'*'l], ]I ‘ X[O] ]!) Yr[g]

so daB nun fiir alle g € €7 folgt 8,[g] <

1
>, ¢-lel-

7 Miinchen Ak, Sb, 1966
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Es gilt also

Satz 6: Der grofte bei der Approximation einer in [—1, 1] reell-
wertigen, 7-mal differenzierbaren Funktion f mit beschrinkter
r-ter Ableitung durch Polynome vom Grade » auftretende abso-
lute Fehler 6 = &, [f] gentigt der Ungleichung

/1.

Man erkennt an der Funktion g = |x|— —, daf} dieUngleichung

des Satzes 8 wenigstens im Falle » = » = 1 scharf ist.
Die bisher beste Abschédtzung fiir diesen Fall war (vgl. [4])

O S — 7. [/1-
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