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Radikale und kleine Moduln
Von Bodo Pareigis in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Karl Stein am 10. Dezember 1963

1. Eine der Methoden, die Struktur von Moduln zu bestimmen,
ist die getrennte Untersuchung des Radikals eines Moduls und
des radikalfreien Faktormoduls. Das duale Verfahren, den Sockel
und das Koradikal, das heillt den Faktormodul nach dem Sockel,
zu untersuchen, ist weniger gebriuchlich. Da wir jedoch die
Dualitdt von abelschen Kategorien verwenden wollen, werden
wir auch hierfiir Aussagen erhalten.

In der vorliegenden Arbeit sollen im wesentlichen Untermoduln
des Radikals bzw. Faktormoduln des Koradikals genauer unter-
sucht werden. Um die Dualitiit in abelschen Kategorien verwen-
den zu kénnen, werden wir unsere Resultate weitgehend in der
Sprache der Kategorien formulieren und erst im letzten Teil
einige Anwendungen fiir die Kategorie der Moduln iber einem
Dedekindring geben. Daflir werden wir die Klasse der endlich
erzeugten Untermoduln aller Radikale, der sogenannten kleinen
“oduln, und die Klasse der kokleinen Moduln, die gewisse
I'aktormoduln der Koradikale sind, bestimmen. Letztere wird
genau die Klasse der Torsionsmoduln sein.

Sei im folgenden € eine abelsche Kategorie mit unendlichen
dirten Summen und Produkten.
in wir von einer Kategorie voun R-Moduln sprechen, so ist
da nit immer die volle Kategorie aller unitdren R-Moduln tber
eincm Ring K mit Einselement gemeint. Die volle Kategorie
alle  beliebigen Moduln tber einem Ring R, der kein Eins-
eleront zu haben braucht, ist ndmlich isomorph zur vollen Kate-
gorie der unitdren S-Moduln, wobei S der Ring ist, der aus &R
durch Adjunktion einer Eins entsteht.
Fir eine Menge von Unterobjekten U, eines Objekts 4 in €
definieren wir
15* Mdnchen Ak. SB. 1965
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UU,: =Bi(YXU,%a

@ NU,: = Ker(d->114/U)
2.1
U*A4[U,: = Cobi (4->114]U)

N* AJU,: = Coker (3 U, 2> 4),

wobei f und g die durch die natiirlichen Morphismen U, — A4
und 4 — 4 /U, definierten Summen- bzw. Produktmorphismen
sind. Mit U, bezeichnen wir sowohl die Unterobjekte als auch
die Reprisentanten der Unterobjekte. U U, und M U, sind wie-
der Unterobjekte von 4. Man sieht, da3 U und () zu U* und M*
duale Begriffe sind. Weiter ist klar, dal3

U* A|U, = A|N U,

(2.2)

N* 4|U, =AU U,.
Far U U, wird bei Moduln meist >’ U, geschrieben. Wir wollen
das im allgemeinen vermeiden, um Verwechslungen mit direk-
ten Summen auszuschlieBen. Bei Moduln stimmt M mit dem
mengentheoretischen Durchschnitt iiberein.

Ein Unterobjekt &K eines Objekts A in € heille £lein in A, wenn
fiir alle Unterobjekte B von 4 aus KU B = A folgt B = A.
Ein Objekt K in € heille £lein, wenn es als Reprisentant eines
kleinen Unterobjekts von einem Objekt A in € vorkommt.

Ein Unterobjekt & eines Objekts A in € heille groff in A, wenn
fiir alle Unterobjekte B von 4 aus G B = o folgt B = o,

Dual zu klein definieren wir kokleine Objekte. Diese sind wegen
(2.2) Faktorobjekte nach groBen Kernen.

Wir nehmen von jetzt an an, daB3 in € die Unterobjekte jedes
Objekts eine Menge bilden. Dann definieren wir das (Jacobson-)
Radikal eines Objekts 4 durch

Ra 4: = N {M|M maximales Unterobjckt von A}.
Dual dazu definieren wir das Koradikal durch

Cora 4 : = M* {M*|M* maximales Faktorobjekt von 4}.
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Der Sockel von A werde definiert durch

So A4 : = U{U|U einfaches Unterobjekt von A4 }.

Dann ist nach Definition 4/So A = Cora A4.
Fiir Modulkategorien sind nun folgende Aussagen bekannt

[5, 6]

(2.3) Ra 4 = U {U|U kleines Unterobjekt in 4}

(2.4) So A = N {G|G groBes Unterobjekt in A}.

Die Aussage (2.4) wurde zuerst von F. Sandomierski bewiesen
(unveroff.).

Wegen der Definition von U * und (M* ist dann

(2.5) Cora A = U* {V/|V kokleines Faktorobjekt von A4}.

Die Beweise von (2.3) und (2.4) verwenden nicht duale Eigen-
schaften von €, wir wollen daher nur fordern, daB3 in € (2.3) und
(2.3) erfillt sind.

Im folgenden bendtigen wir zwei weitere zueinander duale
Eigenschaften von €, die wir jetzt fiir den Fall von Modulkate-
gorien herleiten wollen. Zunichst bemerken wir, dal das Radikal
eines Objekts Vereinigung (Summe) von kleinen Objekten ist,
und zwar von solchen kleinen Objekten, die sich monomorph in
das Radikal abbilden lassen. Das Radikal eines Objekts ist also
die Vereinigung der im Radikal enthaltenen kleinen Unter-
objekte. (Diese sind im allgemeinen nicht klein im Radikal!)

Milfssatz 2.1 [6): Jeder Untermodul U eines Radikals Ra 4
von etnemr Modul A ist Summe der in U enthaltenen Unter-
moduln, die als Moduln klein sind.

Beweis: Da U die Summe der einfach erzeugten Unter-
moduln von U ist, geniigt ¢s zu zeigen, dal jeder einfach erzeugte
Untermodul des Radikals Ra 4 klein in A ist. Sei m & Ra A
und R nicht klein in 4. Dann existiert ein echter Untermodul 5
von 4 mit Rm 4+ B = A. B kann mit dem Zornschen Lemma
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maximal beziiglich dieser Eigenschaften gewidhlt werden, und
man sieht, daBl dann B ein maximaler Untermodul von A4 wird.
Dann ist aber wegen m € Ra 4 = N {#M| M maximaler Unter-
modul von 4} auch R» C B im Widerspruch zu B + Rm = A.
Also ist Rwe klein in A.

Hilfssatz 2.1%: Jeder Faktormodul V eines Koradikals Cora A
von einem Modul A ist Kovereinigung (\U*) der Fakiormoduln
von V, die als Moduln koklein sind.

Beweis: Jeder Untermodul B von 4, der den Sockel So 4 ent-
hilt, ist Durchschnitt derjenigen groen Untermoduln G von 4,
die B enthalten. Dann ist ndmlich

(A]So A)[(B[SoA) = A|B =~ AING = U*A4[G.

Wir zeigen dazu, daB fiir jedes @ & A mit @ & B ein grofles G
so existiert, daB B C G und e & G. Sei G maximal beziiglich
dieser Eigenschaft gewihlt. Wir wollen zeigen, daB G groB in 4
ist. Sei G nicht groB3 in 4. Dann existiert ein Untermodul U
von Amit UfFound GC U=0. Alsoist G+ U =G ® U.
Da ¢ maximal und BC G ® U, ist a & G @ U, also erhalten
wir eine eindeutige Darstellung ¢ = g + 2. Wegen o = U N G
= UM So 4 ist U nicht einfach. Es existiert also ein W C U
mit « & Wund W==0. DaGNW=0und BC G+ W=
= G ® W, ist wieder a €& G @ W, also erhalten wir wieder eine
eindeutige Darstellung ¢ = g 4+ w. Damit ist # = w im Wider-
spruch zu » & W. Also ist G groB in A.

Die zueinander dualen Eigenschaften der Hilfssitze 2.1 und
2.1* werden wir spiter flir die abelsche Kategorie € fordern. Zu-
nichst aber wollen wir die Begriffe klein und koklein in € weiter
untersuchen.

3. Wir nennen einen Monomorphismus [ wesentlich (2, 3,6, 8,
10], wenn gilt: gf ist genau dann Monomorphismus, wenn g
Monomorphismus ist. Es ist trivial zu sehen, daB das Bild eines
Monomorphismus f : 4 — B genau dann grol} in A ist, wenn f
wesentlich ist. Also ist ein Objekt genau dann koklein, wenn es
als Kokern eines wesentlichen Monomorphismus auftritt.
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Ein Epimorphismus f heille wesentlick, wenn gilt: fg ist ge-
nau dann Epimorphismus, wenn g Epimorphismus ist. Ein Ob-
jekt ist genau dann klein, wenn es als Kern eines wesentlichen
Epimorphismus auftritt.

Hiltssatz 3.1: Sez K klein in A und f : A — B ein Morphismus.
Dann ist Bi(K — A4 — B) klein in B [6].

Beweis: Sei f(K) UU = B. Dannist 4 = fFY(f(K)UU) =
=f1fK) U1WU)=K Uf1(U). Da KX klein in 4 ist, ist
FHU)= 4, also ist U= B. Dieser SchluB ist berechtigt
wegen [2, Th. 4.31 und Th. 7.34].

Hilfssatz 3.1%: Sei K ein kokleines Faktorobjekt von A und
fi1B—A en Morphismus. Dann ist Cobi (B—A —K)
kokleines Faktorobjekt von B.

Hilfssatz 3.1* besagt also, daB das Urbild eines groBen Unter-
objekts G von A4 bei f: B— A groB in B ist.

Satz 3.2: Die volle Unilerkategorie & der kleinen Objekte von €
ist eine abelsche Kategorie.

Satz 3.2*%: Die volle Unterkategorie &* der fkokleinen Objekte
von C ist eine abelsche Kalegorie.

Beweis: Sind X bzw. L klein in A bzw. B, so ist offenbar
K®L kleininA®B,denn K\ UL =K®L in AP B,und da
K und L klein in 4 @ B (Hilfssatz 3.1), ist auch KU L klein in
A ® B. Um zu zeigen, daB & cine abelsche Kategorie ist, gentigt
es jetzt zu zeigen, daB die Kerne und Kokerne von Morphismen in
& schon selbst in & liegen [2, Th. 3.41]. Dann existiert nimlich
fiir jeden Morphismus in & eine Analyse, also ist & abelsch. Ist
nun K ein Objekt in &, so existiert ein 4, so da3 K klein in A ist.
Ist L C K, so ist auch Z klein in A, also ist auch Z ein Objekt
in &. Ist £ — L ein Epimorphismus mit Kern M, so ist L klein
in A]M nach Hilfssatz 3.1.
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4. Wir uberlassen im folgenden die Formulierungen und Be-
weise der dualen Sdtze dem Leser und beweisen nur die Sitze
fiir kleine Objekte.

Hilfssatz 4.1: Fiir das Objekt K sind folgende Aussagen
dquivalent :

1) K ist klein.
2) Esexistiert ein Objekt A und ein Monomorphismus f: K — A
derart, daff aus der Existenz eines kommutativen Diagramms

(4.1) gl /

mit Epimorphismus g immer Q = o folgt.

Beweis: Ist K klein, so sei X klein in 4. Nach Hilfssatz 3.1
ist dann Q = o. Ist K nicht klein, so ist fiir alle 4 und alle
Monomorphismen f: K —A4 auch XK nicht klein in 4. Es
existiert daher immer ein Unterobjekt B von A, das echt in A4
enthalten ist, mit KU B = A. Also ist K —A|B = ein
Epimorphismus mit Q == o.

Wir wollen jetzt annchmen, dall die Kategorie € auch ge-
niigend viele injektive Objekte besitzt, d. h., daB jedes Objekt
monomorph in ein injektives Objekt abgebildet werden kann.
Aus Dualititsgriinden besitze € auch geniigend viele projektive
Objekte. Dann gilt:

Hilfssatz 4.2: K st genaw dann klein, wenn K in jeder injef-
tiven Erweiterung I von K klein ist.

Beweis: Sei K klein in 4 und 7 injektive Erweiterung von X.
Dann existiert ein kommutatives, exaktes Diagramm

0—->K — A
|

¥

Nach Hilfssatz 3.1 ist also X klein in /.
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Folgerung 4.3: Folgende Aussagen sind dquivalent :
1) K ist klein.

2) Fiir alle injektiven Erweiterungen I von K und alle kommuta-
tiven, exakten Diagramme

0o—K— 7
(4-2) gl {
Q ¥

mit Epimorphismus g ist Q = 0.

Fiir einfache und halbeinfache Objekte wird unsere Charakteri-
sierung der kleinen Objekte wesentlich einfacher. Wir wollen ein
Objekt /kalbeinfack nennen, wenn jedes Unterobjekt direkter
Summand ist.

Folgerung 4.4: Sei K halbeinfach (einfack). Dann sind dqui-
valent .

1) K ist klein.

2) K besitzt kein von Null verschiedenes injektives Unterobjekt
(K ist nicht injektiv).

Beweis: Sei K nicht klein. Dann existiert ein Diagramm (4.2)
mit == 0, und da X halbeinfach ist, zerfallen die Morphismen g
und 4, also besitzt £ ein injektives Unterobjekt (. Ist umgekehrt
Q = o cin injektives Unterobjekt von &, so existiert fiir alle 7 ein
Diagramm (4.2), also ist A nicht klein,

Sei von nun an € eine abelsche Kategorie mit unendlichen
Summen und Produkten, die (2.3) und (2.5) erfullt, mit gentigend
vielen injektiven und projektiven Objekten und mit Generatoren
und Kogeneratoren.

Ein Objekt A in € heile Alein erzeugt, wenn es die Ver-
einigung derjenigen in A enthaltenen Unterobjekte ist, die durch
kleine Objekte reprisentiert werden. Das Radikal eines Objekts
in € ist also klein erzeugt. In Hilfssatz 2.1 hatten wir bewiesen,
dafBl Untermoduln des Radikals eines Moduls klein erzeugt sind.
Das wollen wir jetzt allgemein fiir € fordern. € erfille also die
Bedingungen:



192 Bodo Pareigis

(4.3) Jeder Reprisentant eines Unterobjekts von einem Radikal
eines Objekts in € sei klein erzeugt.

(4.4) Jeder Reprisentant eines Faktorobjekts von einem Ko-
radikal eines Objekts in € sei koklein erzeugt (d. h. die
Kovereinigung von kokleinen Objekten).

Sei 4 in € klein erzeugt und sei / eine injektive Erweiterung
von A. Dann sind die Unterobjekte von A4, die durch kleine
Objekte reprisentiert werden, nach Hilfssatz 4.2 kleine Unter-
objekte von 7. Damit ist 4 im Radikal von 7 enthalten. Ist
B C A, soist B in Ra 7 enthalten, nach (4.3) also klein erzeugt.

Hilfssatz 4.5: Jeder Reprisentant eines Unterobjebts von einem
klein erzeugten Objekt ist klein erzeugt.

Folgerung 4.6: Ein Objekt A ist genaw dann klein erzeugt, wenn
es im Radikal einer (und damit jeder) injektiven Erweiterung
von A enthalten ist,

Satz 4.7: Ein Objekt reprdisentiert ein Unterobjekt eines Radi-
kals genau dann, wenn es klein erzeugt ist.

Fir eine Untersuchung der Radikale von Objekten in € wiire
es daher jetzt von Interesse, die klein erzeugten Objekte von €
zu kennen. Der folgende Satz 4.8 und die Beispiele in Teil 6
zeigen allerdings, daf3 diese Methode in einigen interessanten
Fillen viel zu grob ist, um daraus Aussagen {iber das Radikal zu
erhalten.

Satz 4.8: Folgende Aussagen iiber die Kategorie € sind dqui-
valent :

1) Es existiert ein klein erzeugter Generator G.

2) Alle Objekte in € sind klein erzeugt.

3) Alle injektiven Objekte in € sind klein erzeugt.

4) Kein injektives Objekt besitzt maximale Unterobjekte.

5) Es gibt eine injektive Evweiterung I eines Generators in €, die
mit threm Radikal tibeveinstimmt: Ra I = 1.
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Beweis: 1 impliziert 2: Sei 4 ein beliebiges Objekt in €. Dann
ist bekanntlich Bi (3G —A4) = 4. Da G = Bi (3] K —G), ist
also 4 = Bi (3 3 K — A), wobei die Abbildungen der K in 4
durch die Zusammensetzung K — G — A definiert seien. Jedes
Bild K" eines K in A reprisentiert ein Faktorobjekt von X, ist
also nach Satz 3.2 klein. Daher ist 4 = Bi (3K’ — A4), wobei
die K klein sind und Unterobjekte von A reprisentieren. Also
ist A klein erzeugt.

2 impliziert 3 trivialerweise.

3 impliziert 4: Durch Folgerung 4.6 folgt aus 3 die Aussage
Ra 7= [7 fiir alle injektiven Objekte 7. Nach Definition des
Radikals ist daher 4 erfullt.

5 ist ein Spezialfall von 4 und 1 folgt aus 5 durch die Fol-
gerung 4.6.

Gilt fir € eine der dquivalenten Aussagen von Satz 4.8, so
nennen wir € &lein erzengt. Wir bemerken, daf3 nicht alle Ob-
jekte in € klein sein kénnen, d. h. dal & und € nicht {berein-
stimmen, da nach Hilfssatz 4.2 die injektiven von Null verschie-
denen Objekte nicht klein sein kénnen. Es besteht also ein ganz
wesentlicher Unterschied zwischen den kleinen und den klein er-
zeugten Objekten in €. Wenn wir allerdings zur Erzeugung nurend-
lich viele kleine Objekte zulassen, also 4 = U {K;|i =1,...,7}
bilden, dann ist 4 wieder klein, da & eine abelsche volle Unter-
kategorie von € ist.

Wir geben jetzt noch ein hinreichendes Kriterium fiir kleine
Objekte an, das spiter zur Charakterisierung der kleinen Moduln
uber Dedekindringen verwendet werden wird.

Yolgerung 4.9: Sei € klein erzeugt. Sei A ein Objekt mit der
Eigenschaft, daf} jedes von Null verschiedene Faktorobjekt von
setnem Radikal verschieden ist. Dann ist A kletn.

Beweis: Sei X nicht klein, dann existiert ein Diagramm (4.2)
mit @ == 0 nach Folgerung 4.3. Also ist @ == Ra Q, d. h. Q hat
maximale Unterobjekte, also einfache Faktorobjekte. Daher hat 7
einfache Faktorobjekte, also maximale Unterobjekte im Wider-
spruch zu Aussage 4 von Satz 4.8.
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5. Die bisher gewonnenen Ergebnisse lassen sich auf Grund der
dualen Voraussetzungen alle dualisieren. In diesem Teil wollen
wir die Ergebnisse auf Modulkategorien anwenden. Daher miis-
sen von jetzt ab die kleinen und die kokleinen Moduln gesondert
untersucht werden. Wir wollen trotzdem versuchen, weitgehend
duale Resultate zu erzielen.

Sei R ein beliebiger Ring und g die Menge der Elemente aus R,
die keinen Linksannullator in & haben. Wir nennen einen
R-Linksmodul A4 zeilbar, wenn fir alle » € ¢ gilt 74 = A.
Offenbar ist ein Faktormodul eines teilbaren Moduls teilbar. Ein
Element 4 =F 0 eines R-Rechtsmoduls B heile Torsionselement,
wenn es ein 7 & g gibt mit 67 = o. B heille torsionsfres, wenn es
in B keine Torsionselemente gibt. Ein Untermodul eines torsions-
freien Moduls ist torsionsfrei. Wie im Falle eines Integritiits-
bereiches zeigt man, dal3 alle injektiven Moduln teilbar und alle
projektiven Moduln torsionsfrei sind [1].

Hilfssatz 5.1: Hat K Feinen von Null verschiedenen teilbaren
Faktormodul, so ist K klein.

Beweis: Sei K nicht klein. Dann existiert ein Diagramm (4.2)
mit Q =F o und Q ist teilbar. Analog beweisen wir

Hilfssatz 5.2: 7st K ein Torsionsmodul, d. ). hat K keinen von
Null verschiedenen torsionsfreien Untermodul, so ist K koklein.

Nennen wir einen Integritidtsbereich R echt, wenn R kein
Kérper ist, so gilt:

Folgerung 5.3: Jeder echte Integrititsbereich R ist klein in der
Kategorie der R-Moduln. Die Kategorie der R-Moduln ist klein
erzeugt.

Beweis: Die Aussage folgt aus Hilfssatz 5.1 und Satz 4.8, da
R ein Generator ist.

Folgerung 5.4: /st R ein echter Integrititsbereich, so ist die
Kategorie der R-Moduln koklein erzeugt.

Beweis: Wir weisen das Duale der Aussage 4 von Satz 4.8
nach. Da & ein echter Integrititsbereich ist, enthilt &£ keine ein-
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fachen Untermoduln. Sei nimlich £ C R einfach, so hitte fiir
0 = ¢ & E der Epimorphismus » —>7¢ von R auf £ den Kern 7,
d. h. 7 ist der Annullator von Z. Da R cin Integritdtsbereich ist,
ist / = 0, also R =~ E. Aber R ist kein Koérper. Damit ist unsere
Aussage bewiesen. Eine direkte Summe von Kopien von R be-
sitzt also auch keine einfachen Untermoduln, und ein projektiver
Modul als direkter Summand dieser Summe erfillt ebenfalls die
Eigenschaft.

Miltssatz 5.5: Sei der Modul M Fklein erseugt und endlich er-
zeugt. Dann ist M klein.

Beweis: Da jeder klein erzeugte Modul 4/ Untermodul eines
Radikals ist, ist jeder einfach erzeugte Untermodul von A/ klein,
wie im Beweis von Hilfssatz 2.1 gezeigt wurde. Da A/ als endlich
erzeugter Modul von endlich vielen kleinen Untermoduln er-
zeugt wird, ist M selbst klein.

Folgerung 5.6: Fin Ring R ist genanw dann klein, wenn die
Kategorie dev R-Moduln klein erzeugt ist.

Es ist klar, daB unendlich erzeugte Moduln in einer klein er-
zeugten Modulkategorie im allgemeinen nicht klein sein werden,
wie etwa die injektiven Moduln. Wir kennen aber trotzdem eine
groBe Klasse von kleinen unendlich erzeugten Moduln:

Satz 8.7: Ser die Kategorie der R-Moduln klein erzeugt. Dann
sind die halbeinfachen Moduln klein.

Folgerung 5.8: /st die Kategorie der R-Moduln klein erzeugt, so
existieren keine von Null verschiedenen injektiven, halbeinfachen

Moduin.
Beweis: Der Satz folgt aus Folgerung 4.9, da jeder Faktor-
modul maximale Untermoduln enthilt. Analog zeigt man:

Satz 5.9: Sei die Kategorie der R-Moduln koklein erzeugt. Dann
sind die halbeinfachen Moduln koklein.

Folgerung 5.10: /st die Kategorie der R-Moduln koklein er-
zeugt, so existicren keine von Null verschiedenen projektiven,
halbeinfachen Moduln.
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Damit haben wir fiir Integritdtsbereiche R eine Klasse von
Moduln angegeben, die sowohl koklein als auch klein sind.

Ehe wir zur Charakterisierung der kleinen und kokleinen
Moduln iiber einem Dedekindring kommen, wollen wir noch eine
Bemerkung zur abelschen Kategorie der kleinen Moduln machen.
Die Frage, ob diese Kategorie wieder als eine Modulkategorie
darstellbar ist, ist negativ zu beantworten, falls der Ring R klein
ist. Sei nimlich 7 ein injektives Objekt von &, so ist 7 bezliglich
aller Einbettungen von Idealen in R injektiv, da diese in & liegen.
Also ist / ein injektiver Modul. Da / klein und injektiv ist, ist
7 = o. Also gilt:

Satz 8.11: Sez der Ring R kletn und & die abelsche Kategorie
der kleinen R-Moduin. & besitzt keine von Null verschiedenen
injektiven Objekie.

6. Im letzten Teil wollen wir die injektiven und die endlich
erzeugten, projektiven Moduln tiber einem Dedekindring charak-
terisieren [11, 12] und damit die kleinen und kokleinen Moduln
untersuchen.

Satz 6.1: Sei R ein echter Integrititsbereich. Folgende Aus-
sagen sind dquivalent :

1) Ein Modiwl I ist genaw dann injektiv, wenn er mit seinem
Raditkal iibereinstimmet.
2) R ist ein Dedekindring.

Beweis: 1 impliziert 2: Ist Ra / = /, so stimmen auch alle
Faktormoduln / von 7 mit ihrem Radikal {iberein. Also sind alle
Faktormoduln eines injektiven Moduls injektiv. Damit ist &K
hereditir, also ein Dedekindring.

2 impliziert 1: In Satz 4.8 wurde schon bewiesen, dal das
Radikal eines injektiven Moduls mit dem Modul {ibereinstimmt.
Sei nun / nicht injektiv. Dann ist / nicht teilbar [1 S. 134 Prop.
5.1]. Also existiert ein » & R, » == 0 mit »/ = /, also auch

RrI==1 Aber Rr = 1l (p)" als Ideal in einem Dedekind-

i=1

ring. Daher existiert ein maximales Ideal pmitp/ == /. I[p/ =+ 0
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ist ein R[p-Vektorraum, hat also einfache R/p-Faktormoduln.
Diese sind auch einfache R-Faktormoduln. Da 7 jetzt maximale
Untermoduln hat, ist 7 == Ra /.

Satz 6.2: Sed R ein echter Dedekindring. Ein R-Modul M ist
dann und nur dann klein, wenn alle von Null verschiedenen
Faktormoduln N von M von ihrem Radikal verschieden sind.

Beweis: Wegen Folgerung 4.9 brauchen wir nur eine Rich-
tung zu zeigen. Habe M einen Faktormodul N = 0 mit
Ra N = N, so ist V injektiv. Nach Hilfssatz 4.1 ist damit A7 nicht
klein.

Folgerung 6.3 (Leonard): Zine abelsche Gruppe G ist dann und
nur dann klein, wenn zu jeder Untergruppe H wvon G eine
maximale Untergruppe existiert, die H enthilt.

Das folgt direkt aus Satz 6.2, da die Bedingung dquivalent ist
zu Ra (G|H) == G/H und da Z ein echter Dedekindring ist.

Wir geben jetzt die Beweise fiir den dualen Fall der kokleinen
Moduln iiber Dedekindringen.

Satz 6.4: Sed R ein echter Noetherscher Integrititsbereich. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent :

1) Ein endlich evzeugter Modul P ist genau dann projektiv, wenn
sein Sockel Null ist: So P = 0.

2) R ist ein Dedekindring.

Beweis: 1 impliziert 2: Nach Satz 4.8* haben alle projektiven
Moduln den Sockel Null. Wegen 1 sind dann alle endlich erzeug-
ten Untermoduln von projektiven Moduln projektiv. Also ist R
ein Pritferring. Da R ein Noetherscher Ring ist, ist & ein Dede-
kindring.

2 impliziert 1: Wegen Satz 4,8* brauchen wir nur zu zeigen,
daB endlich erzeugte Moduln mit Sockel Null projektiv sind. Sei
M endlich erzeugt, aber nicht projektiv. Dann ist 4/ nicht tor-
sionsfrei [1 S. 133 Prop. 4.1]. Also existiert ein » & R, m & M,
r==0, m=F0 mit Rrm=o0. DaRr=1(0p)4, i=1,...,s5s,
existiert ein maximales p und ein »’' & M, m' == 0 mit pm’ = o.
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Also ist pRm' = 0. Da Rm' ein R[p-Vektorraum wird, besitzt
Rm' einen einfachen R/p-Untermodul, der auch einfacher &-

Untermodul ist. Damit besitzt M einen einfachen Untermodul,
also ist So M == o.

Hilfssatz 6.5: Sez R ein echter Dedekindring. Ein R-Modul M
ist genawn dann koklein, wenn fiir alle von Null verschiedenen
Untermoduln U von M der Sockel von Null verschieden ist.

Beweis: Wegen Folgerung 4.9% brauchen wir wieder nur eine
Richtung zu beweisen. Sei X koklein. Wegen Folgerung 4.3* be-
sitzt K keine projektiven Untermoduln. Sei U C K, U == 0. Dann
existiert ein endlich erzeugter Untermodul I von U, der als Un-
termodul von X nicht projektiv ist. Wegen Satz 6.4 ist So V' == 0.
Damit ist auch So U == 0, da der Sockel die Summe der einfachen
Untermoduln ist.

Satz 6.6: Ses R ein echter Dedekindring. Ein R-Modul M ist
genau dann koklein, wenn M ein Torsionsmodul ist.

Beweis: Sei M ein Torsionsmodul. Wegen Hilfssatz 3.2 ist
dann M koklein. Sei M kein Torsionsmodul. Dann existiert ein
m & M mit Rm = R. Nach dem Beweis von Folgerung 5.4 ist
So R = 0, alsoSo Rm = o.Nach Hilfssatz 6.5 ist M nicht koklein.
Damit ist Satz 6.6 bewiesen.

Satz 6.6 legt eine weitere Frage nahe, die wir noch untersuchen
wollen. In jedem Modul iiber einem Integrititsbereich existiert
ein grofiter Torsionsuntermodul. Fiir Dedekindringe heiBt das,
daB in jedem Modul ein gréBter kokleiner Untermodul existiert.
Wir fragen, ob sich dieses Resultat verallgemeinern 1i83t. Nach
Hilfssatz 5,2 ist klar, daB jeder Torsionsmodul {iber einem echten
Integritdtsbereich kokleiner Modul ist. Ein gréBter kokleiner
Untermodul miBte also den gréBten Torsionsuntermodul ent-
halten.

Satz 6.7: Sei R ein Integrititsbereich. [eder R-Moaul M be-
sitzt einen griften kokleinen Untermodud.

Beweis: Sei {K,} die Menge aller kokleinen Untermoduln
von M. Seien 0 — G, — P, — K, — 0 exakte Folgen mit freien
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R-Moduln 2,. Nach Hilfssatz 4.2* sind diec G, groB in P,. Wir
bilden ® G, — @ P,. Dannist ® G, groBin ®7,. Sei U C® P,
u & U, w=0. Dann ist v = Y'u;, ¢=1,..., = mit u; = 0.
Also ist Ru; (N G, == 0, da die G, groB in £, sind. Also ist 7,2, =
=g, & Ru; NG,. Sei » = 1l#;, dann ist » %= 0, da R ein Inte-
grititsbereich ist. Wir definieren s, = 7, i =1,..., n, ¢ == /.
Dann ist ru = D's; g, & ®G, N U, also ist ®G, groB in @ 7,.
Bilden wir @ 2, in M ab vermége der Homomorphismen 7, —
— K, —> M, so ist ®G, im Kern von @ P, — M enthalten und
die K, sind im Bild enthalten. Das Bild ist ein kokleiner Modul,
der alle kokleinen Untermoduln von A/ enthilt, also der gesuchte
groBte kokleine Untermodul.
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