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Die Grundgleichungen (Richtungs- und Vertriglichkeitsbedin-
gungen) der Charakteristikentheorie fiir Systeme partieller Diffe-
rentialgleichungen bei Problemen vom hyperbolischen Typus
werden in den meisten Lehrbilichern nur fiir den Fall von 2 unab-
hingigen Verdnderlichen hergeleitet. Der allgemeine Fall einer
beliebigen Anzahl der unabhingigen Verdnderlichen wird dann
gewbhnlich mit einigen kurzen Bemerkungen abgetan oder nur
fur Sonderfille erértert. So ist z. B. in meinem Buch , Anfangs-
wertprobleme bei partiellen Differentialgleichungen®, 2. Auflage,
Springer-Verlag, 1958, in § 30 die Untersuchung auf 2 quasiline-
are Differentialgleichungen mit 3 unabhingigen Verinderlichen
beschriinkt. Der Ubergang von dieser Untersuchung zum allge-
meinen Fall wiirde eine sehr undurchsichtige und zudem nur spe-
zielle Form der Vertriglichkeitsbedingungen liefern.

In der vorliegenden Note wird gezeigt, dal3 sich die Grund-
gleichungen der Charakteristikentheorie mit Hilfe von Linear-

Miinchen Ak. SB. 1964



98 Robert Sauer

kombinationen der vorgelegten Differentialgleichungen und mit
Verwendung des Matrizenkalkiils im allgemeinen Fall in dersel-
ben einfachen Weise herleiten und in derselben durchsichtigen
Form darstellen lassen wie im Spezialfall von 2 unabhingigen
Verinderlichen. Zum Schlufl wird ein fiir die Numerik wichtiger
Spezialfall und ein Beispiel aus der Physik mit 4 unabhingigen
Verinderlichen (Ausbreitung nichtlinearer Druckwellen idealer
Gase im Raum) erértert.

§ 1. Systeme quasilinearer partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung

Wir setzen voraus, dal sich das vorgegebene System partieller
Differentialgleichungen auf ein System von 7 > 1 quasilinearen
Differentialgleichungen erster Ordnung fir s Funktionen
F1s -+ f,, der # 4+ 1 unabhingigen Verdnderlichen ¢, xy, .. ., x,
zuriickfiihren 1d8t. Die durch die Bezeichnung ¢ hervorgehobene
Verinderliche bedeutet in den physikalischen Anwendungen die
Zeit, Das Problem soll beziiglich # vom hyperbolischen Typus
sein, d. h. die Anfangswertaufgabe, bei der die Anfangsdaten fiir
¢ = 0 in einem gewissen Bereich der x, . . ., x, vorgegeben sind,
soll ein ,,sachgemil} gestelltes'* Problem fiir ein gewisses Zeit-
intervall o < # < 7 sein.

Wir fassen die 2 Funktionen f5, . . ., f,, und die rechten Seiten
ky, ..., h, der Differentialgleichungen zu den Spaltenmatrizen
J1 hy
b des , h = ;
fm, /Im ,/
ferner die Koeffizienten der Ableitungen von f nach den x;
(z =1, ..., ) zu den quadratischen Matrizen
() ()
Gii « o By

i [ aesimerens

(7) ) (?(1)

ml * ‘mm

a
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zusammen, Die Koeffizienten der afj')y sowie die rechten Seiten
Ry .k, sind Funktionen der #, xy, ..., x, und der /4, .. ., £,,.
Dann 14aBt sich das System der s quasilinearen Differentialglei-
chungen in matrizieller Form schreiben:

(1) iy a4
=1 z

ot

§ 2. Charakteristische Flichenelemente

Ein #-dimensionales ,,Fldchenelement' (Hyperflichenelement)
durch einen Punkt des R, der ¢, x4, . . ., x,, ist festgelegt durch

n

(.2;' Z pt’ dxi =d?.
=1
Hierbei sind die p; Funktionen von ¢, xy, . .., z,.
Wir zeichnen irgendeine der x-Achsen, ectwa die x,-Achse
't = # < #n), aus und spannen das Flichenelement auf durch #

linear unabhingige Richtungen, nimlich

a) durch 1 Richtung parallel zur (x,, #)-Ebene:

dx, 1 ..
= ——, dx;= o flr i &= £,

(21a S
ol ) dit -/j,('

b) durch 72— 1 Richtungen parallel zu den 2z —1 (x,,x,)-Ebenen

mit z == £:

dx :
3Db) R —/7—', d¢t =0 und a’xj=o fir 7 == 7 und =+ 4.

dx; 2,

Die Ableitungen einer Funktion nach diesen Richtungen be-
zeichnen wir mit
(4a) -;{ = fld- b _d_
N dt at Py 91,
bzw.
174 14 2 a

(4h) rrl P fir 7 =F 4.
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Man kann nun 2 Klassen von Flichenelementen unterscheiden,
ndmlich regulire und charakteristische Flichenelemente:

Bei einem reguliren Flichenelement lassen sich mit Hilfe der
Gl. (1) die duBeren (d. h. aus dem Flichenelement herausfithren-
den) Ableitungen der Funktionen f im R, ,, berechnen, wenn
thre inneren Ableitungen im Flidchenelement bekannt sind.

Bei einem charakteristischen Ilichenelement sind durch die
inneren Ableitungen der Funktionen f im Flichenelement die
dulBleren Ableitungen von f durch die Gl. (1) nicht festgelegt. Die
Gin. (1) liefern statt dessen mindestens eine lineare Bezichung
(Vertrdiglichkeitsbedingung) zwischen den inneren Ableitungen
der /. Die inneren Ableitungen der f in einem charakteristischen
Flichenelement sind also nicht beliebig wihlbar, sondern Ver-
triglichkeitsbedingungen unterworfen.

§ 3. Ermittlung der charakteristischen Flichenelemente

Bei einem charakteristischen Flichenelement durch einen fe-
sten Punkt des & ., mull mindestens eine Lincarkombination der

. . . . d
m Gln. (1) existieren, in der nur innere Ableitungen — und -~
;

(¢ == #) von f auftreten, wihrend duBere Ableitungen nicht vor-
kommen. Diese Linearkombinationen sind dann die Vertriiglich-
keitsbedingungen fiir das betreffende charakteristische Flichen-
element.

Wir bilden nun zunichst irgendeine Linearkombination der
GlIn. (1) durch vordere Multiplikation mit einer Zeilenmatrix

= (r, ..., T,

m/*

Vorher formen wir die Gln. (1) mit Hilfe der Gln. (4a) und (4b)

um in

df 1 F/ 1 - of 1 4 df
A 4L S Sy -
G T et g S pA ek S A =

Dabei wird in den Summen 2" iiber 7 von 1 bis # mit Auslassung
von 7 = £ summiert. Wegen
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5 Z/ piAz' =j;_ - A piAz'

[AFED 3 £ =1
und
of of
ox, N
ergibt sich
g "A A—FE =17 4.
(.D) ( +Z ‘dx) p (‘pr ) % T h

Z ist die Einheitsmatrix.
Wenn nun das durch die p; festgelegte Flichenelement charak-
teristisch ist, enthilt die Linearkombination (5) bei gecigneter

Wahl von 17 nur die inneren Ableitungen % und —— (z =+ £).
Umgekehrt: Wenn die Linearkombination (5) nur dlese inneren
Ableitungen enthilt, ist das Flichenelement charakteristisch.
Daraus ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die charakteristischen Flichenelemente, dafl das in den
7y, ..., T, homogen-lineare Gleichungssystem

(6) rT(Z’ p,.Ai—E) . oJ

f=1

eine nichttriviale Losung 7/ zuliBt, daf also

{7/ det (szAt_E) =0
i=1
gilt.
Die der Gl (7) (Richtungsgleichung) gentgenden Wertesy-
steme py, ..., p, liefern die durch einen festen Punkt des &,

gehenden charakteristischen Flichenelemente. Hierauf ergeben
sich zu jedem dieser charakteristischen Flichenelemente aus der
Gl. (6) nichttriviale Lésungen 7, fiir welche die Linearkombina-

tion GI. (5) sich auf
)=

d ,
<8) T7 (T{ +1‘LZI" A,

8 Minchen Ak, SB, 1964




102 Robert Sauer

reduziert. Jede sich so ergebende Gl. (8) ist Vertrdglichkeitsbedin-
gung fur das betreffende charakteristische Flichenelement.
Wenn das zu lésende Anfangswertproblem, wie in § 2 voraus-
gesetzt, hinsichtlich # vom hyperbolischen Typus ist, hat Gl. (7)
eine (n# — 1)-parametrige Menge reeller Lésungen pq, ..., 2,
d.h. es existiert in dem betreffenden Punkt des &R, ,, eine (% — 1)-
parametrige Menge charakteristischer Flichenelemente mit d7==o.

§ 4. Erginzungen

Man kann die Ausfithrungen des § 3 dadurch verallgemeinern,
dafl man die Richtung (3a) des betreffenden charakteristischen
Flichenelements, die parallel zur (x,, f)-Ebene verlduft, durch
eine beliebige Richtung mit 47 == o in diesem Flichenelement er-
setzt. Dann tritt

i[ z - 1 da.

G G =g @ it

anstelle der Gln. (3a), ferner

ad \* d 0 J 1 J 0
* —_— = — ) — = —_— ’\,.—‘-
42 () =% + S e =gt o t 2

anstelle der Gl. (4a) und die allgemeine Vertriglichkeitsbedin-
gung

7

d * T/ g ~\ 1// A
(8% T (J) + 2 (A= L E) g =TTk

dat =

anstelle der spezielleren Vertriglichkeitsbedingung (8).

Fiir die numerische Behandlung hyperbolischer Anfangswert-
probleme mit Hilfe von Differenzenverfahren auf Grund der Cha-
rakteristikentheorie (vgl. Literaturverzeichnis [1], {3]) ist es
zweckmiBig, sich auf spezielle charakteristische Flichenelemente
zu beschrinken, nimlich auf solche mit

A
p,=o fir 7 == 4.
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Gl. (4b) spezialisiert sich dann zu

— d 0 L

Anstelle der Gin. (6) bis (8*) treten die spezielleren Gleichungen
©  (di—E) =o,

(1) det (pd,~E) = o,

< r{af S oaf\ _ _r

® ()=

(8%) r"'{(j_{)* + 2 A= ) —jf—} — 1Tk

§ 5. Ausbreitung nichtlinearer Druckwellen idealer Gase
im Raum

Wir erliutern die allgemeinen Erérterungen der vorhergehen-
den Paragraphen an folgendem Beispiel (vgl. Literaturverzeich-
nis [2]): Die Ausbreitung rdumlicher nichtlinearer isentropischer
Druckwellen in idealen Gasen (¢, ¢, = konstante spezifische
Wirmen bei konstantem Druck bzw. Volumen, y = %/, > 1) ge-
niigen den 4 quasilinearen Differentialgleichungen

2

7, + 1w, + v, + wu, 4+ =3 aa, = 0,
2

v, +unv, + vy, + wu, 4 = aa,= o0,
2

w, 4+ nw, +vw,+ ww, + e aa, = 0,

-;’_2 - (@, + na, + ve, + wa,)+ a(u, + v, +w,) =0

fiir die 4 Funktionen #, v, w, @ der 4 unabhingigen Verinder-
lichen ¢, x, v, z. Dabei sind #, v, w die Komponenten der Stro-
mungsgeschwindigkeit in einem Cartesischen rechtwinkligen (x,
v, z-)Koordinatensystem, « ist die Schallgeschwindigkeit (= Aus-
breitungsgeschwindigkeit ,,kleiner* Stérungen) und ¢ die Zeit.
=
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Es handelt sich hier um ecin Problem mit 7 = % = 3. Wir
setzen x¥ = x, = x,, ferner y = 2, und z = x5.

Die Richtungsbedingung (7), in der wir jetzt;l— = g setzen,
liefert nach elementarer Rechnung g

(w—0) [(u—0P—a%] = o,
woraus sich fiir g die Werte

P =uta, =¢=u

ergeben. _
Aus der Gl. (6) erhilt man hierauf 4 Linearkombinationen

(1, o, o, 1),

T = (1, o, o,—1),
o (ol 1; O: 0))
(o, o, 1, o).

Als Richtungsgleichungen (3a*) bekommt man

dx)

— = u -+ a,

(dt lpS 4y _ auzse P53
(dx) . (dx) - dt '
dt s ~\dr T %

und als Vertriglichkeitsbedingungen (8*)

? 2 o0 . 2

(a,it)f (u + y2—1 a) _ |G —2) gy(u + }?;()vj—_;_(!::;— w) E(u LT a)
D — ) g2 LI P

(%): (u— yil a) — (A — o) 3y (u 7’3_1 :Lj-i#:i), w) ;Z (u = a)

)* v = (-0, + P —w) v, — yil aa,,

& ! 2
(dt)4 w= (A=) w, + (M —n) w, = aa..
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Dabei ist

a \* 7] . .

dz
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