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Der Existenzsatz für die gewöhnlichen Differentialgleichungen 

n-ter Ordnung wird üblicherweise durch Übergang zu einem 

System von Differentialgleichungen erster Ordnung gezeigt, für 

welches dann das Approximationsverfahren nach Picard ange- 

wendet wird. Dieses Verfahren läßt sich speziell für lineare 

Differentialgleichungen n-ter Ordnung 

yM(x) + "z oi(x)-yV)(x) = f{x) (1) 
>=o 

ohne den Umweg über ein System von Differentialgleichungen 

erster Ordnung auch so modifizieren, daß man bei der Approxi- 

mation mehrfache Integrale heranzieht und die Lösung direkt als 

Reihe von iterierten Integralen anschreibt, die in dem Intervall 

konvergiert, in dem (1) definiert ist und die Koeffizienten Z-inte- 

grierbar sind. 

Die dabei auftretenden Formeln und Abschätzungen speziell 

für große n zeigen nun, daß eine nicht verschwindende unbe- 

schränkt differenzierbare Funktion, die an einer Stelle mit allen 

Ableitungen verschwindet, für hinreichend große n nicht die 

Lösung einer Differentialgleichung (1) mit beschränkten Koeffi- 

zienten sein kann. 

Von den Funktionen ai(x) und f(x) setzen wir nur Z-Inte- 

grierbarkeit in einem festen Intervall /, das den Nullpunkt ent- 

hält, voraus. Wir beschränken uns stets auf die Lösungsfunktion 

mit 

y (°) = / (o) = • • • = y
(
"~

1)
 (o) = o, (2) 

n — 1 

die durch Übergang von y auf ÿ = y -f Z ajx’ mit geeigne- 

ten cij stets erreicht werden kann. ■
/ = 1 
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Für eine Z-integrierbare Funktion g(x) in / schreiben wir kurz 

fdSi ïdSt-YzWdSj = \g{H)dH, (3) 
0 0 0 (j) 

dieser Operator definiert in /einey-fach differenzierbare Funktion 
G (x) mit 

G(r) (x) = J g{H)dH r = o, ... j. (4) 
U-r) 

Dann läßt sich (1) in der Form anschreiben: 

TW = J m dHI a,(H) />(£) dH. (s) 
(«) < = 0 („) 

Wir bilden dann eine Folge von Funktionen yÄ(x) mit 

yi(x) = J f(H)dH (6) 
(») 

und 

y*+x « = J /(*) dH - V J (I) rff. (7) 
(») > = 0 („) 

Man sieht sofort, daß alle so gebildeten^* «-fach differenzierbar 
sind, und es gilt 

rfh (*) = J /(£) dH - z J *,■($) dH. (8) 
-» 1 = 0 (,,-j) 

Nach (6) und (7) ist also 

y*+i(*)-yk(x) = - Z J z(f) • ~Æi (0] dH (9) 
>' = ° (») 

und schließlich 

tt-n (*)—.?*(*) = (— O* 1 Z J o,^i) dH! ■ 
’1=0 („) 

i2-° ‘*_1=0 (n-iA 2) 
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Wir zeigen die Konvergenz der Reihe 

OO 

y(x) = y1 (x) + 2; [yi+i(x)—yt(x)] = limyk(x). (10) 
1 = 1 

Sei 

dann ist 

F = sup |/(|) I 
{ e / 

-S'- = sup I or(f) I ; 
{£/ 

J mdit\ < F 
(>< -J) 

\*\
n 

(n -j) I (11) 

und 

# (?) —y^ (,x) I < ”z 
i = 0 

also 

\y*+i(
x

) — yi(
x

)\ < 

n-1 «-1 

j' omtftod* 
<« -y> 

«—1 
< y F-s ——— 

-,fo '(a *-*•-/)! 

(y = o,..., ») 

|2 n-i-j 

I» + (»- » 1) + (- (» -«*) 
(U) 

' ' ' Si* (« + + ••• + (*- 4)) ! ' 

Analoge Formeln gelten für die/-ten Ableitungen 

ytf+iW—yPi*)- 

Für die Konvergenz der Reihe (10) ist also die Konvergenz der 

Reihe 

00 n — 1 n — 1 

y y y 
in + (J»-»'I)  h («-«'*) 

Æ = 1 » i = 0 »'^ = 0 d~ *1) + '• ‘ + in~z*)) ! 
(H) 

für alle* hinreichend. 

Jede natürliche Zahl N läßt sich auf 2jV_1 verschiedene Arten 

als Summe natürlicher Zahlen mit Berücksichtigung der Anord- 

\x\n + N 

auf nung darstellen; daher kommt in (14) jedes Glied ——^ ^ 

höchstens 2
n + N

~
l Arten vor und es konvergiert die Reihe (10) 

für jedes * absolut. 

Die Reihe (10) liefert also die Lösung von ( 1) mit der Bedin- 

gung (2) für jedes x in I. 
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Durch die Abschätzungen (14) wird gleichzeitig die Güte der 
Approximation unserer Lösung durch die Reihe (10) gegeben. 

Auf Grund dieser Darstellung der Lösung und wegen der Ab- 
schätzung (13) können wir auch asymptotische Aussagen über 
die Lösungen von Folgen von Differentialgleichungen (1) mit 
wachsendem n machen. x 

Bei festem # strebt das iterierte Integral J g(Jj) dÇ mit n-*- 00 
(») 

gegen Null. Daraus und aus (13) (14) folgt: 

Für eine Folge von Differentialgleichungen 

y»\x) + "z G>(*) •y„
,)
 = /„(*) (15) 

i = 0 

mit n —*■ 00 und mit gleichmäßig beschränkten Koeffizienten 

I °V, n (
x

) I < K und |/„(^)| < K in / strebt die Folge der Lö- 
sungen yn von (15) mit den Bedingungen y„(p) — y'„(p) = 

= ... = y^(p) = o gegen Null. Es folgt also: 

Zu jeder nicht identisch verschwindenden, unbeschränkt dif- 

ferenzierbaren Funktion h(x) in I, die im Nullpunkt mit allen 

A bleitungen verschwindet, und zu jeder Zahl K> o gibt es eine 

Zahl N so, daß für alle n > N die Funktion h(x) sicher nicht 

eine Lösung einer Differentialgleichung (1) mit Koeffizienten 

I ai(.
x

) I K und I f (x) I < K ist. 


