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1. Einleitung

1.1. Seit C. Juel [1]* weil man: Die Newtonsche Klassifikation
der ,,Gestalten* der reellen algebraischen Kurven 3. Grades in
der (reellen) projektiven Ebene erschopft schon im wesentlichen
alle ,,Gestalten’’, welche bei reellen (nicht-algebraischen) Kurven
(mit stetiger Tangente) von 3. Ordnung bezliglich des Systems
t* der Geraden auftreten. Dabei werden zwei Kurven als von
,,gleicher Gestalt'‘ bezeichnet, wenn sie — kurz gesagt — die gleiche
Anzahl je gleichartiger singuldrer Punkte besitzen und sich ,,in
gleicher Weise'' aus lokal konvexen Bogen zusammensetzen, die
in den singuliren Punkten zusammenstoBen; singuldr heit ein
Punkt, wenn er keine konvexe Umgebung besitzt, also Wende-
punkt oder Dorn oder Schnabel oder Doppelpunkt ist.

Im Anschlull daran sind von Juel selbst und anderen Autoren
Untersuchungen iiber Kurven und Bogen in der projektiven
Ebene als ,,Grundbereich ausgefiihrt worden, bei denen eben-
falls £*, d. h. das System der Geraden, als System der ,,Ordnungs-
charakteristiken zugrunde gelegt. wird.

1.2. Es scheint bisher nicht bemerkt zu sein, daB die meisten
(wenn nicht alle) dieser Untersuchungen, auf welche in Nr. 1.1
verwiesen wurde, auch fiir sogenannte (vgl. Salzmann [1],
§ 1, S. 403) topologisch ebene projektive Ebenen gelten diirften;
dies sind gewohnliche projektive Ebenen E (oder topologische

* Ziffern in eckiger Klammer im Text verweisen auf das Literaturverzeich-
nis, ohne Angabe eines Namens auf Arbeiten des Verf.
Miinchen Ak, Sb. 1962
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Bilder von solchen), in denen statt der Geraden ein System f von
zur reellen Kreislinie homéomorphen Kurven A gegeben ist mit
folgenden Eigenschaften:

(I) Zu beliebigen zwei verschiedenen Punkten p’, p" € £ exi-
stiert genau eine, " und p” enthaltende Ordnungscharakteristik
K&t alsop', p’e K.

(IT) Zu beliebigen zwei verschiedenen Ordnungscharakteristi-
ken X', K” & F existiert genau ein in beiden enthaltener Punkt p,
also {p} = K' ~ K".

(I1I) Mit p’, " in (I) dndert sich & stetig und mit A, K" in (II)
indert sich p stetig. Dabei bezieht sich die Stetigkeitsdefinition
fiir die K &  auf die Topologie im (metrisierbaren) Raum a der
Kompakta des (metrisierbaren) Raumes Z.

1. Anmerkung. Beispiele solcher topologisch ebener projekti-
ver Ebenen liefern die vielfach konstruierten Nicht-Desargue-
schen projektiven Ebenen (Literaturzusammenstellung dariiber
bei Salzmann [1], 404); die Ordnungscharakteristiken (,,Gera-
den*’) in solchen Ebenen kénnen sogar simtlich algebraisch sein.
Eine Konstruktion aller topologisch ebenen projektiven Ebenen
findet sich bei Salzmann, a. a. O. S. 403-404).

2. Anmerkung. In diesem Zusammenhang kann an die Kenn-

zeichnung der topologischen Bilder der affinen Ebene mit Hilfe
des Jordanschen Kurvensatzes erinnert werden (vgl. van Kam-
pen [1]).
1.3. Untersuchungen der in Nr. 1.1 erwidhnten Art in topolo-
gisch ebenen projektiven Ebenen sind gemif der in Nr. 1.2 ge-
gebenen Definition von topologischem Charakter, d. h. invariant
gegeniiber Homéomorphismen.

In den folgenden Teilen soll skizziert werden, daf3 die Juel-
sche Theorie der Kurven 3. Ordnung in diesem Sinne topologisch
ist und daf} gleiches hinsichtlich der Bogen 3. Ordnung sowie der
Bogen und Kurven 2. Ordnung gilt. Entsprechendes wurde [4]
fiir eine Verallgemeinerung des Satzes von Mobius gezeigt,
demzufolge jede einfache Kurve in der projektiven Ebene, welche
von ungerader Ordnung beziiglich der Geraden ist und stetige
Tangente besitzt, mindestens drei Wendepunkte oder mindestens
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eine Dornspitze und einen Wendepunkt (ev. eine Schnabelspitze)
besitzt.

Beweise sind im Folgenden nur an wenigen Stellen gegeben;
im iibrigen wird auf eine spiter erscheinende Darstellung ver-
wiesen.

2. Bogen und Kurven vom schwachen Punktordnungswert Zwei

O. B. d. A. sei also Z die (gewdhnliche) projektive Ebene und £
ein System von Ordnungscharakteristiken, abgekiirzt: OCh, in %,
welches die in Nr. 1.2 geforderten Eigenschaften (I)-(I11) besitzt.

2.1. Vorbemerkungen.

2.1.1. Es sei Ky & ¥ beliebig und £y = CK, = E— K, ge-
setzt. Fiir jedes K € E—{K}ist Egy— K = E (K ; +) W E (K ;—),
wobei £y(K; 4) offen und einfach zusammenhingend und wobei
E (K; +) Ey(K; —) = 8 ist. Wir bezeichnen die £,(X; +)
als die beiden Sezten von K in E, (positive und negative Seite)
oder als die (von K begrenzten) ¥-Halbebenen in £,. Diese beiden
Seiten dndern sich ,,stetig’ mit X, d. h. zu beliebig kleiner Um-
gebung n von X in t existiert eine Umgebung {/ von X in £ der-
art, dal3 (£, —U)~ Ey(K'; o) = (Ey— U) ~ Ey(K; o) fur je-
des K€ n und jedes & = 4.

Eine Menge M ( E heile ¥-beschrankt?, wenn es ein zur abge-
schlossenen Hiille 47 von M fremdes K& ¥ gibt oder also ein
Eymit M C E,

Jeder einfache Bogen, welcher mit der, seine Endpunkte ent-
haltenden OCh nur diese beiden Endpunkte gemeinsam hat, ist
E-beschrinkt (vgl. [4], Nr.1.2). Ebenso ist jeder echte, abge-
schlossene Teilbogen einer OCh f-beschrinkt.

Ist K& | —{Ky} und a,6E K~ E,, a+ &, so liegt genau
einer der beiden, von ¢ und & begrenzten abgeschlossenen Teil-
bogen von X in £,

2.1.2. Es ist ¥ bompakt (im Raum a der Kompakta von ).

Dies ergibt sich vermége Dualitit (vgl. z. B. Salzmann [1],
Bemerkung 1.3) oder als Spezialfall eines Satzes tiber allgemei-

nere Systeme F (vgl. [5]).
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2.1.3. Es besitzt ¥ weiter die nachstehende verschirfte Limes-
eigenschaft:

Es sei K (a, b) ein abgeschlossener Teilbogen von X & E mit den
Endpunkten &, 4. Zu hinreichend kleinem % (0 << 5 << n* (K; a, 4))
gibt es immer ¢ > o und (e-)Umgebungen % von a (in £)
sowie B von 4 (mit U~ B = 8) von folgender Art: Gehért K’
zur 7-Nachbarschaft n(s; KX) C a von X und ist &' ~ A == 8,
K' A8 8, so gibt es /€ XK'~ U und 6’ & K' ~ B, so daB
einer der (beiden) von @’ und 4’ begrenzten Teilbogen XK' (a', 4")
von K' in der n-Umgebung U(yn; K(a, 6)) C E von K(a, b)
liegt.

Zusatz. Es kann ¢ > o so gewihlt werden, daB %P (
U(n; K (a, b)) und dann fiir jedes a' © K’ ~ Aund jedes 4’ €K' ~B
auch K'(a',8") C U (y; K(a, b)) ist, ferner dafl jedes XK' & ¢t
mit K’ ~ A == ound K" ~ B = 0 5-benachbart ist zu K (in a).

Bew. («) Folgendes sei vorausgeschickt. GemiB3 Nr.2.1.1 ist
B = B = K(a, §) f-beschrinkt, etwa B ( E,= CK,. Es gibt
ay, by© Ey K derart, daB B C K(ay, b,) und K(ay, b,) C FE,t
Weiter gibt es K, & f-—{K,} —{K} mit ¢, K,. Es existieren
E EyK; )N K und &'E Ey(K; —) ~ Ky sowie Ky, K, & E
mit 8y, ¢' € K3 by, d' & K. Unter den von 4, und ¢’ begrenzten
offenen Teilbogen von K, gibt es einen, der in £ (K; +) liegt;
er sei mit K, (4, ¢') bezeichnet. Entsprechend existiert K3(4y, ")
C Ey(K; —) sowie K, (c', d") C E,. B

Nun ist C = K, (', d") v Ky(d', by) “ K;y(by, ') eine einfache
geschlossene, f-beschrinkte Kurve (C C Zj). Es sei D = D das
von C begrenzte, E-beschriinkte Gebiet, fiir welches also D C E,
sowie B ( D gilt. Dieses D werde fiir das Folgende festgehalten.

(f) Indirekter Beweis. (1) Ist die Beh. (vgl. oben Nr. 2.1.3) nicht
richtig, so gibt es beliebig kleine 5 > o, zu welchen keine £ >> o
bzw. U, B von der in der Behauptung gekennzeichneten Art exi-

1Ist M C E, so bezeichnet 47 die abgeschlossene Hiille und 47 den offenen
Kern von M. Ist B = B ein abgeschlossener Bogen mit den Endpunkten
@, b, so schreiben wir auch B = £ (a.b) und B = B —{a} —{4}; es wird
B auch als der groBte in /2 enthaltene offene Bogen bezeichnet. Ist /7 eine
abgeschlossene HalbOCh mit dem Anfangspunkt o, so setzen wir /7 = f{—{a}.
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stieren. Es gibt daher beliebig kleine %, ¥ und dazu mindestens
ein &' & n(xn) (bei irgendwie vorgegebenem %) mit A ~ K’ & 0,
B~ K' == 0, bei welchem fiir jedes 2”& U ~ K’ und fir jedes
" & B ~ K' keiner der beiden, von 4, §” begrenzten Teilbogen
von K’ in U(n; K (a, b)) liegt. — Demgemil existieren a,& ¥,
b, Bmita =lim a,, b =1im ,und dazu X, tmita,, 6,E K,
derart, daB fiir jeden der beiden von @, 4, begrenzten Teilbogen

nt Yn

7,von K, gilt 7, ~ C U(yn; K (a, b)) == 0.

(II) Da 5 > o beliebig klein sein darf (vgl. Ziff. (I)), kann 5
von vorneherein so gewihlt werden, daBl U = U(n; K (a,6)) C D
(vgl. (@)). Und da auch ¢, unabhingig von der Wahl von #, beliebig
klein sein darf, kann und soll iiberdies A B C U (n; K(a, b))
angenommen werden. Weil aber K, nicht E-beschrinkt ist,
also K, ~ C D == 9, ist von vornherein eines der beiden 7', nicht
in U enthalten, nimlich das 7, mit 7, ~ K, & 8. Das andere

7, sei mit 7, =K, (a, b,) bezeichnet, Es ist 7. ( D; denn
andernfalls enthilt 7, ~ C, wegen a,& U C D, 6,E B C D
mindestens 2 Punkte; da auch 7, ~ C 2-punktig ist (fiir das
erste 7)), ist somit K, ~ C mindestens 4-punktig und mithin
(mindestens) eines der K, ~ K, 7 = 1, 2, 3, mindestens 2-punk-
tig im Widerspruch zu K, == K; und Nr. 1.2 (II). Zufolge der
Definition von K, ist aber 7, ~ (D -—U)= 8, so dal3 ein
x,E T~ (D— U) existiert. Durch Auswahl (soweit nétig) aus
der Folge der x, erreicht man (wegen der Kompaktheit von £),

daB x = lim x, & D — U ( E existiert.

() Ist x € E,— K, so gibt es ein K" € f — {K} mit
ay& K7 derart, daB x,E Ey(K”; +) und @, b, € Ej(K"; —)
fiir schlieBlich alle 7; man braucht nur auf dem ¥-beschrinkten,
offenen von x und 4, begrenzten Teilbogen Qg der, x und &,
enthaltenden OCh ein y zu wihlen und ¢4, v &€ K" zu
nehmen. — /st hingegen x © K, also x € K — K (a, 4), so gibt es
a' € K (ay, by) — K (a, b) derart, daB firr jedes K" & f—{K}
mit ¢"& K" gilt: v, & Ey(K"; +) und a,, 6,E E(K"; —) fir
schlieBlich alle 7.

(IV) Wegen x,, a,6, & 7. =T und gemiB der Definition

von A" haben di¢ in D enthaltenen Teilbogen B, = X, (a,, x,)
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und B! = K, (x, 6,) von T, (wobei B, B = 0) je minde-
stens einen Punkt mit K7 gemeinsam. Daher ist & ~ X" minde-
stens 2-punktig im Widerspruch damit, dall A = K”, also
K ~ K” einpunktig ist. — Damit ist die Behauptung in Nr. 2.1.3.
bewiesen. — Der Beweis des Zusatzes ergibt sich (indirekt) mit
Hilfe der Behauptung.

2.2, Man erklirt den beschrinkten (f-) Punktordnungswert
POW (M ; £) einer Menge M als die obere Grenze der Michtig-
keiten POW(M ~ K) der M ~ K fur alle K € ¥. Als schwacher
Punktordnungswert schwPOW (7; t) wird dann die kleinste
der Zahlen ¢ bezeichnet, fiir welche die Menge der X & ¥ mit
POW (M ~ K) > ¢ nirgends dicht ist in .

Ferner erkliart man eine Menge M als E-konwvex, wenn M E-be-
schriankt ist und mit ¢, 4 © M auch der t-beschriankte abgeschlos-
sene, von @ und 4 begrenzte Bogen K (@, b) zu M gehort (wobei
K& tmite, & K).

2.2.1. Jedes E-konvexe, abgeschlossene M ( £, ist der Durch-
schnitt aller M enthaltenden E-Halbebenen (beziiglich £;). Es
existiert zu jedem f-beschrinkten V eindeutig die abgeschlossene
E-konvexe Hiille als kleinste abgeschlossene f-konvexe Ober-
menge von V.

Es gilt der Satz von Blaschke [1]: Der f-beschrinkte Limes
einer konvergenten Folge f-konvexer Mengen ist (falls nicht
leer) selbst E-konvex.

Anmerkung. Es gilt auch der Satz von E.Helly [1] fiir
f-konvexe Mengen.

Die (einfachen) Kurven € bzw. Bogen B mit schwPOW (C; F)
= 2 bzw. mit schwPOW(B; E) = 2 sind identisch mit den
E-konvexen Kurven bzw. Bogen, d. h. mit den Begrenzungen der
E-konvexen Mengen bzw. mit Teilbogen solcher Begrenzungen
(wobei sich ein solcher Bogen auch auf einen Teilbogen einer
OCh reduzieren kann).

2.2.2. Ist KE P —{K,} und e € K~ E,, so ist K ~ E, Ver-
einigung zweier, bis auf a fremder, von @ begrenzter abgeschlos-
sener Teilbogen, der sogenannten ¥-HalbOC/ Kh(a; K; +).
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Ist schwPOW(B;f) = 2 und ¢ & B, so existieren in @ an B
eindeutig die vorderen und hinteren f-Paratingentcn, d. h. die
Limiten der OCh X, welche zwei gegen a konvergierende, nicht
hinter @ bzw. nicht vor @ gelegene Punkte von B enthalten. Eben-
so existieren eindeutig die vordere und hintere ¥-Halbtangente
an Bin a. Wegen der Kompaktheit von ¥ sind die f-Paratingenten
und f-Halbtangenten ebenfalls OCh (aus ¥). Die Triger der
t-Halbtangenten sind die zugehérigen f-Paratingenten. (In den
Endpunkten von B existieren nur die vorderen bzw. hinteren
-Paratingenten und f-Halbtangenten).

Die Menge der Punkte, in denen ein f-konvexer Bogen & nicht
b-differenzierbar ist, d. h. in welchem vordere und hintere -Para-
tingente verschieden sind, ist abzdhlbar. In jedem Punkt x& 2
ist beispielsweise die vordere f-Halbtangente stetig, d. h. Limes
aller vorderen f-Halbtangenten in Punkten y, die vor x auf B
liegen, iibrigens auch der Komplemente der hinteren f-Halbtan-
genten in den y (Komplement bezogen auf den Trager der betr.
t-Halbtangente).

2.2.3. Konstruktion aller Bogen und Kurven vom schwachen
Punktordnungswert Zwei beziiglich ¥ (also aller f-konvexen Bo-
gen und Kurven).

Jede Kurve C mit schwPOW(C; ) ist Vereinigung zweier
Bogen mit gleichem schwPOW. Da diese Bogen identisch sind
mit den f-konvexen, sind sie -beschrinkt (vgl. Nr. 2.2.1. und
2.2.). Daher geniigt zur Konstruktion aller Bogen und Kurven
mit schwPOW Zwei die Losung der folgenden

Grundaufgabe. Es sollen alle f-konvexen Bogen B ( £, = CK,
konstruiert werden, von denen vorgegeben sind: Die Endpunkte
a,b& E,; a==6, sowie die f-Halbtangenten (beziiglich K)
H, H,in a bzw. 4.

Bei der Behandlung der Grundaufgabe kann o. B. d. A. an-
genommen werden, dal A, und /A, in der Umgebung von z
bzw. 4 auf der gleichen Seite von K liegen, etwa in Zy(&; +)
und daB {¢} = H,~ H, in Ey(K; +) liegt; denn jeder f-kon-
vexe Bogen B mit den Endpunkten ¢, 4 € K und mit B C
Fo(K; +) ist Vereinigung endlich vieler f-konvexer Bogen, deren
t-Halbtangenten in ihren Endpunkten dieser Bedingung gentigen.

_—

Siehe FuBnote ! S, 66,
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Zur Vereinfachung bezeichnen wir jeden echten, beziiglich
K, E-beschrinkten Teilbogen eines X' & F als eine E-Strecke; sind
a'é' die Endpunkte der f-Strecke, so bezeichnen wir diese abkiir-
zend mit S(a’, §') = S(¢', a’). Es ist dann C = S (a, 6) v S(4, ¢)
 S(¢, @) eine F-beschrinkte einfache Kurve, deren f-beschriank-
tes Inneres ein (offenes) ¥-Dreieck D, ist.

In D, liegen alle gesuchten f-konvexen Bogen 5.

Die Konstruktion verlduft nun in folgenden Schritten:

1. Schritt. Zunéchst ist S(a, ¢) v S(c, ) selbst ein F-konvexer
Bogen B der gesuchten Art. Alle Gibrigen gesuchten Bogen ent-
halten Punkte ¢, & D,.

In ¢, existiert an (jedes solche) B eine stutzende OCh K7,
welche S(a, ¢) und S(4, ¢) in je einem Punkt @, bzw. 4, trifft. Es
sei K, irgendeine solche StiitzOCh. In dem von G = S(e, ) v
S(ey, @) Y S(ay, a) begrenzten P-Dreieck, das in 2, liegt, spielt
sich nun die weitere Konstruktion des Teilbogens 7 (a, ¢;) eines
jeden gesuchten Bogens B ab. Es besitzt B(a, ¢;) in a die £-Halb-
tangente /A, wihrend in ¢, die f-Halbtangente noch willkiirlich
wihlbar ist aber mit der Einschrinkung, dal3 sie einen Punkt
x & S(a, a;) — {a} enthilt; dabei kann also x = ¢4, sein.

2. Schritt. Die Konstruktion eines B(a, &)+ S(a, x) v S (x, )
verldauft nun in dem von S(a, ¢;) v S(¢, x) W S(x, @) begrenzten
E-Dreieck D,,, wie beim 1. Schritt beziiglich B (e, 4) in D;; man
wihlt demgemiDB ein ¢y & Dy usw. — Entsprechende Bemerkun-
gen gelten fiir die Konstruktion von B (¢, é) im E-Dreieck Dy,
wobei man die F-Halbtangente an B(cy, ) in ¢ durch ein
yE S(4, b)) — {6} festlegt. Der 2. Konstruktionsschritt fiihrt
also zu einem F-konvexen 5-Eck S(a, ') v S(x', ¢1) v S(¢q, ¥') v
S(y', 6), wobei 2’ = x oder 2" = ¢y und ¥’ = y oder y' = cp,.

Die Fortsetzung der Konstruktion ist danach klar. Sie liefert
eine absteigende Folge von f-konvexen (offenen) Mengen G,
deren Begrenzungen f-konvexe Bogen 7,, genauer ,,t-Polygone**
£, und Loésungen der Grundaufgabe sind. Da die Folge der
G, konvergiert, ist der Limes L = ~,_, G, nach dem Satz von
Blaschke (Nr. 2.2.1.) eine abgeschlossene nicht leere f-konvexe
Menge &; und die Begrenzung von G ist ein f-konvexer Bogen,
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welcher ebenfalls die Grundaufgabe 16st. Es ist auch klar, daf3
die Konstruktion alle Bogen der gewiinschten Art liefert.

2.2.3.1. Aus der vorstehenden Lésung der Grundaufgabe
(Nr. 2.2.3.) ergibt sich zugleich: /s existieren t-konvexe Kurven
und Bogen (mit vorgegebenen P-Halbtangenten in den End-
punkten), die («) keine ¥-Strecken enthalten und die also den
POW(ZB; t) = 2 besitzen, nicht nur den schwachen POW = 2,
sowie (B) solche, die in jedem ihrer Punkte ¥-differenzierbar sind
(vgl. Nr. 2z.2.2.). Und zwar erhilt man ebenfalls simtliche Kur-
ven und Bogen mit den Eigenschaften () und (8).

Bew. Betr. («) Ist 2 & S (a, 6) und projiziert man durch, z ent-
haltende, OCh einen (beliebigen) in D, enthaltenden f-konvexen
Bogen B mit den E-Halbtangenten /7, bzw. A, in den Endpunkten
@ bzw. 4, auf den E-konvexen Bogen B’ = S(a, ¢)\v S(c, &) (vgl.
Nr. 2.2.3., Bemerkungen vor ,,1. Schritt’’), so liegt keine in &
enthaltene ¥-Strecke auf einer der ProjektionsOCh. Daher ent-
hilt B keine E-Strecken genau dann, wenn die Menge der bei der
Konstruktion von A auftretenden Punkte ¢, ¢y, ¢ga, . .. aus z
projiziert wird in eine auf B’ iberall dichte Menge. Man braucht
also eine in B’ dichte Menge nur beliebig vorzuschreiben als
Menge der Projektionen von noch zu wihlenden ¢, ¢y, cop, - - -,
um sicher zu sein, dall B keine E-Strecken enthilt.

Betr. () Wihlt man im 2. Konstruktionsschritt x = a5, y = 4,
so ist jedes im weiteren Verlauf der Konstruktion auftretende 72,
(vgl. Nr. 2.2.3.) und damit auch B Ef-differenzierbar in ¢,
besitzt dort also eine ¥-Tangente. Ist hingegen x ==, so
liegt der Schnittpunkt der f-Halbtangente an 2, (a, ¢;) bzw. an
B(a, ¢;) in ¢ auf S(a, ¢) ndher an « als der Schnittpunkt des
Komplementes der f-Halbtangente an P, (¢, 6) bzw. an B¢y, 6)
in ¢;. Ferner, liegt fallsz. B. Bin¢’, c"E B t-differenzierbar ist, der
Schnittpunkt der E-Tangente in ¢/ mit S(a, ¢) ndher bei ¢ auf
S(a, ¢) als der der F-Tangente in ¢”, wenn ¢’ auf B niher bei
liegt als ¢”. Man braucht also die Konstruktion nur so einzurich-
ten, daB B in jedem der schrittweise gewidhlten Punkte ¢, ¢y,
Cop, - . - €ine £-Tangente besitzt und dal3 die Schnittpunkte dieser
f-Tangenten mit S(a, ¢) eine auf S(a, ¢) dichte Menge bilden
(wobei man eine solche Menge a priori vorgibt).
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3. Die Gestalten der Bogen B
und Kurven C vom Punktordnungswert Drei

Ein Unterschied zwischen Bogen und Kurven besteht hier in-
sofern, als es (anders als im Falle des POW Zwei) Bogen B mit
POW(ZB; ) = 3 gibt, die nicht Teilbogen von Kurven ¢ mit
POW(C; ¥) = 3 sind. (Man konstruiert solche Beispiele, vermit-
relst der Konstruktion in Nr. 2.2.3., wie in der gewdohnlichen
projektiven Ebene; vgl. z. B. Marchaud [1], S. 89); man be-
achte dabei, daB} ein Bogen oder eine Kurve von endlichem POW
keine ¥-Strecken enthalten kann. AuBlerdem sei hervorgehoben,
daB von den jetzt zu betrachtenden Bogen und Kurven f-Differen-

zierbarkeit nicht gefordert wird.

3.1. Unter dem Punktordnungswert (beziiglich ¥) eines Punk-
tes x eines Bogens A, abgekiirzt: POW(x; 4; F), verstehen wir
die untere Grenze der POW (U; £), wobei U das System der Um-
gebungen von x auf A4 durchliuft. Es heilit x & A4 P-singuldr auf
A, wenn POW(x; 4; f) > 3 ist; im Falle, da POW (x; 4; t)=2
ist, heiBt x f-reguldr. Die Menge der P-singuliren Punkte ist
abgeschlossen.

Jedes B und € mit POW(Z; t) = 3 oder POW(C; }) = 3 be-
sitzt nur endlick viele t-singuldre Punkte. Ein Endpunkt ist stets
f-regulir (Die f-singuldren Punkte liegen isoliert auf B bzw. C).

Bew. Es genligt, zu zeigen, daB jedes f-singulire x & A4 mit
POW(x; 4;¥) = 3 eine P-konvexe vordere und eine f-konvexe
hintere Umgebung I bzw. /7 auf A besitzt. Ist nimlich z. B.
kein V' f-konvex, so besitzt J entweder StiitzOCh mit mehreren
Stiitzpunkten, so dal POW(JV;¥) >4 ist; oder es gibt ein
KEE mit x& K und mit POW(J/ ~ K) = co (vgl. [1], S. 3,
Nr. 3, Hilfssatz).

3.2, Die Typen der f-singulidren Punkte xE 4 mit
POW(x: A8 = 3.

3.2.1. Es sei @ ein Endpunkt des Bogens 4. Zur Abkiirzung

bezeichnen wir einen Punkt y & 4 — {a} als ¥(a)-singulir, wenn
zu beliebig kleinen Umgebungen U von y auf 4 solche X & f mit
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a & K existieren, fir welche U ~ K mindestens 2-punktig ist. — Es
seix & 4 E-singuldr mit POW (x; A4 ; £) = 3; definitionsgemiD gibt
es — bei gegebener Orientierung von A — zu beliebig kleinen vor-
deren und hinteren Umgebungen V bzw. A von x auf 4 solche
K' &t fur die (VY H) —{x}) n K’ = {x,} Y {x} “ {x3}, wobei
die Numerierung der x; so gewdhlt ist, daB x, ; vor x; liegt (auf
A), i =1, 2. Wir bezeichnen dann x als (1,2)- bzw. als (2,1)-
Punkt, wenn es unter den K’ solche gibt, fiir die ;& /4 und
Xy 23 € Vbzw. 2, %€ Hund 3 V.

3.2.2. Ein f-singulirer Punkt x € 4 (mit POW (x; 4; £) = 3)
gehért zu genau einem der folgenden 3 Typen, wenn
POW(4; 8 = 3:

I. Typus (B-Wendepunkt). Es ist x sowohl (1,2)- als (2,1)-
Punkt, aber nicht t(e)-singulir.

II. Zypus (8-Dorn, ‘einschlieBlich E-Dornspitze). Es ist z so-
wohl (1,2)- als (2,1)-Punkt und zugleich #(a)-singulir.

II1. 7ypus (£-Schnabel): Es ist x entweder kein (1,2)- oder
kein (2,1)-Punkt.

3.2.3. Mit den Typen I.-III. sind die folgenden drei gleichwertig,
welche den im Ifall der gewdhnlichen projektiven Ebene iiblichen
entsprechen. Man bezeichne die £-Halbtangente an eine vordere
Umgebung V" von x auf 4 bzw. an eine hintere Umgebung /A
mit 7%, (x) bzw. mit 74, (x), ferner die 7%, (x) bzw. T4, (x)
enthaltende OCh mit 7, bzw. mit 77,. Dann gilt:

[. Es ist x ein :-Wendepunkt genau dann, wenn 7%, (x) ==
Thy(x)und 7, = 7, = T & tund wenn V' — {x} und 7/ — {x}
auf verschiedenen Seiten von 7 liegen.

I1. Es ist x ein #-Dorn genau dann, wenn entweder 7, = 7,
ist und V' — {2} sowie A —{x} in von 7, 7, gebildeten ,}P-
Scheitelwinkeln liegen oder wenn 77, (x) = 7%, (x) ist und
V—{x} und H — {x} auf verschiedenen Seiten von 7, = 7,
licegen.

I11. Es ist x ein E-Schnabel genau dann, wenn 7, &= 7, ist und
wenn V — {x} und /7 — {x} in ,,f-Nebenwinkeln* liegen, die von
T,, T, gebildet werden.

7 Miinchen Ak. Sb, 1962
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3.3. Die Bogen B vom Punktordnungswert Drei.
Jeder solche Bogen ist f-beschriankt.

3.3.1. Bogen die zie ¥ normal sind. Dabei heillen B, ¥ normal
(zueinander), wenn folgendes gilt: Es sei B orientiert und
3
BA~K = | {x} fiir X € ¥, wobei die x, im Sinne der Orien-
=1
tierung von B aufeinander folgen (also z, hinter x,, ;| liegt). Im
Falle der Normalitat von B,  soll nun jedes K € ¥ mit 3-punk-
tigem B ~ K so orientierbar sein, daf3 die Reihenfolge der x; auf
K (und auf B) auch der Orientierung von X ~ £, (und von B)
entspricht.

Fiir zueinander normale B, ¥ besitzt B mit POW (B; ) =3
mindestens einen f-singuldren Punkt und héchstens drei, wo-
bei ein ¥-Dorn als zwei f-singulidre Punkte gezihlt wird. Es ist B
Vereinigung von héchstens vier abgeschlossenen, bis auf End-
punkte paarweise fremden 4-konvexen Bogen (Die E-singulidren
Punkte fallen in gemeinsame Endpunkte je zweier dieser f-kon-
vexen Bogen).

3.3.2. Sind B, ¥ nicht normal und ist POW (B;¥) = 3, so be-
sitzt B héchstens einen f-singuliren Punkt und keinen f-Dorn.
Es ist B Vereinigung von hochstens drei f-konvexen Bogen, die
bis auf Endpunkte paarweise fremd sind.

3.4. Die Kurven € vom Punktordnungswert Drei.

Erklirt man eine ,,Kurve'* als eindeutiges stetiges Bild der
Kreisperipherie 9 in £ und zdhlt man jeden Punkt der Kurve
so oft, als die Anzahl seiner Urbilder in P betrigt, so besitzt C
héchstens einen mehrfachen, also zweifachen Punkt; die Menge
der Bildpunkte von P besitzt daher héchtens einen Verzwei-
gungspunkt.

Ist C eine einfache Kurve, so existieren genau drei ¥-singu-
lare Punkte, wobei aber ein E-Schnabel und ein f-Wendepunkt
fiir je einen, hingegen cin £-Dorn fiir zwei E-singulire Punkte ge-
zahlt wird. (Es sind alle hiernach erlaubten Kombinationen von
E-Schnibeln, -Wendepunkten und -Dornen méglich.) Es ist €
Vereinigung von drei oder (im Falle ein Dorn auftritt) von zwei

f-konvexen Bogen.
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Besitzt aber C einen zweifachen Punkt d, so ist C Vereini-
gung einer f-konvexen Kurve ¢’ und einer einfachen Kurve C”
mit POW (C"'; ¥) = 3. Und zwar besitzt ("' in & einen E-Dorn
(aber keine #-Dornspitze) und auBerdem noch einen E-Schnabel
bzw. £-Wendepunkt. Ferner ist (' ~ C" = {d} und es liegt "
im ,,E-Scheitelwinkelraum* des von den #-Halbtangenten 7%, (d)
und 7%, (d) an C'"in & begrenzten, zu C"' fremden ,,t-Winkel-

raumes*.
4. Anhang

4.1. Bogen B und Kurven € vom schwachen Punkt-
ordnungswert Drei.

Im Unterschied zum Fall POW (Z; ) = 3 bzw. POW (C; £) = 3
kénnen jetzt Bund Cauch E-Strecken (vgl. Nr. 2.2.3., vor 1. Schritt)
enthalten. Insbesondere gehéren also hierher die (nicht-geschlos-
senen oder geschlossenen) ¥-Polygone, d. h. die Vereinigungen
von endlich vielen geordneten F-Strecken (die bis auf hochstens
Endpunkte paarweise fremd sind).

Enthilt B (oder C) drei im Sinne der Orientierung unmittelbar
aufeinanderfolgende f-Strecken, also S(gy, ay), S (@, a3) und
S (as, a4), von denen keine zwei der gleichen OCh angehéren, so
wird durch den Teilbogen P = S (a;, a3) v S (g, a3) W S (a3, ay)
ein -Wendepunkt von B genau dann geliefert, wenn S (a;, ay)
und .S (a3, @¢4) in der Umgebung von a, bzw. a3 auf verschiedenen
Seiten der, 4, und @ enthaltenden OCh liegen. Vermittelst der in
Nr. 2.2.3. entwickelten Konstruktion 1iBt sich nun durch ,,Ab-
rundung*‘ ein zu B beliebig benachbarter Bogen B’ finden, bei
welchem 2 durch einen, genau einen E-Wendepunkt enthaltenden
Bogen P’ ersetzt ist. Zu dem Zweck wihle man etwa ein 4, €
S (@, a;41),7 =1, 2, 3, und ersetze S (a3, a) V' S (ag, a}) durch
einen f-konvexen Bogen B’ mit den Endpunkten 4, a,) in
dessen E-Halbtangenten in a3, a3 bzw. die P-Strecken S (a3, a,)
und S (a, @5) enthalten sind; dabei kann und soll von B’ ge-
fordert werden, daB3 er keine f-Strecken enthilt. Entsprechend
verfahrt man mit S (@3, @) 7 S (a3, @3), erhilt einen £-konvexen
Bogen B’ mit den Endpunkten ag ag und einen E-Wendepunkt
auf B' v B" in ay

»

7
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Mit Hilfe dieser Abrundung kann man zunichst jedes £-Poly-

gon P mit schwPOW (P; ¥) = 3 beliebig genau durch Bogen
bzw. Kurven vom POW Drei approximieren. Damit erweisen
sich die Ergebnisse in Nr. 3.3. und 3.4. als giiltig auch fiir #-Poly-
gone. — Ahnlich kann man durch Abrundungen den Fall eines
Bogens B mit schwPOW (&;f) = 3 auf den des POW Drei zu-
riickfithren, auch wenn B kein E-Polygon ist.
Zusatz. Der Fall der Bogen B vom schwachen Komponenten-
ordnungswert Drei liefert nichts Neues, weil schwKOW (B; F)
= schwPOW (B;f) = 3 ist (Dies ist ein Spezialfall eines all-
gemeineren Satzes, vgl. [3], auch [s]).

4.2, Ebene Kontinua vom Punktordnungswert Drei.

Solche Kontinua & besitzen zufolge des —auch fiir # giltigen -
Satzes von M archaud [1]héchstens einen Verzweigungspunkt .
Ist kein v vorhanden, so ist A ein Bogen oder eine Kurve mit
POW (&;¥) = 3. Existiert », so ist & Vereinigung von be-
schrankt vielen B-konvexen Bogen. Die verschiedenen ,,Gestal-
ten‘‘ dieser Kontinua & lassen sich angeben.

4.3. Bogen von endlichem Punktordnungswert.

Ist B ein Bogen mit endlichem POW (B;¥), d. h. ist 5~ K
endlich fiir jedes K & ¥, so existiert in jedem Punkt eindeutig die
vordere (und die hintere) f-Halbtangente. (Fiir die gewdhnliche
projektive Ebene vgl. Rosenthal [1], Nr. 38).

4.4. F-ordnungshomogene Bogen.

Es sei A ein beliebiger Bogen in £. Es ist dann 4 abgeschlos-
sene Hiille einer Vereinigung von abzdhlbar vielen f-Strecken .S,
und f-ordnungshomogenen (offenen) Bogen B,. Dabei heillt B,
E-ordnungshomogen, wenn POW (x; B,; ¥) = m, fir alle x € B,
unabhingig von x ist, wobei auch der Fall einbegriffen sein
soll, daB POW (x; B,; £) endlich aber nicht beschrinkt oder un-
endlich ist fiir jedes x € B,.

Es zeigt sich: Es kann s, fiir jedes ¢ nur die Werte 2 und un-
endlich annehmen. Anders ausgedriiclt: Es gibt f-ordnungsho-
mogene Bogen nur mit den lokalen Punktordnungswerten zwei
und unendlich. (Fiir den Fall der gewshnlichen projektiven Ebene

vgl. [2].)
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