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1. Fragestellung

1.1. Als ein Juelsches Problem (bei geometrischen Ordnungen)
moge bezeichnet werden jedes Problem, bei welchem der Ord-
nungswert, abgekiirzt OW, des jeweils betrachteten Grund-
gebildes G erklirt wird vermittelst der Michtigkeit des Systems
der Komponenten des Durchschnittes von G mit je einer, als
Ordnungscharakteristik, abgekiirzt OCh, bezeichneten
Menge K aus einem vorgegebenen System E.

Die meisten in der Theorie der geometrischen Ordnungen be-
handelten Probleme sind Juelsche. — Einfachste Beispiele: G ist
ein Bogen in der euklidischen Ebene £, und ¥ ein System von
Geraden oder von Kreisen in £,; es ist G ein Kontinuum im
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18 Otto Haupt und Hermann Kiinneth

euklidischen £, und ¥ ein System von Hyperebenen oder von
(72— 1)-dimensionalen Sphéren in %, # 2> 3.

1.2. In den in Nr. 1.1. erwihnten Beispielen sowie in ziemlich
weitgehenden Verallgemeinerungen von ihnen gelten nun ge-
wisse Sitze (vgl. z. B. [1], [2], [3]), die bei weitergehenden Unter-
suchungen oft und mit Vorteil benutzt werden; es handelt sich
hierbei insbesondere um die Verteilung der Ordnungscharakte-
ristiken mit Schnitt- und Stiitzkomponenten (vgl. Nr. 2.4.), ferner
um einen Struktursatz fir Kontinua von endlichem Ordnungs-
wert (vgl. Nr. 3.2. und 3.2.1.) sowie um den sogenannten Reduk-
tionssatz (vgl. Nr. 4.3.). Die Beweise fiir diese Sitze kénnen
uberdies in den verschiedenen Beispielen ganz analog gefiihrt
werden. All dies zeigt an, daB jenen Beispielen und Sitzen
ein gemeinsamer, Kern zugrunde liegt. Und zwar erweist sich
dieser Kern als von topologischer Natur. Das ergibt sich aus
dem nachstehend mitgeteilten Axiomensystem. Dieses handelt
namlich nur von topologischen Eigenschaften der Ordnungs-
charakteristiken und des Grundgebildes. Thm ordnen sich die
oben erwihnten Beispiele und ihre Verallgemeinerungen unter
und mit Hilfe von je gewissen Teilen des Axiomensystems l1df3t
sich die Giiltigkeit der in Rede stehenden, im Text mit ihrem
Wortlaut angefithrten Sitze beweisen. Uber die bisher bekann-
ten Formulierungen hinaus ergibt sich noch, daB3 die frag-
lichen Sitze (mit Ausnahme des verschirften Struktursatzes
[Nr. 3.2.1.]) sogar fur den Fall endlichen Komponenzenordnungs-
wertes (und nicht nur Punktordnungswerts) Geltung besitzen.
(Vgl. hierzu [4].)

Das Hervortreten topologischer Sachverhalte ist {ibrigens kei-
neswegs auf die hier in Rede stehenden Juelschen Probleme be-
schrankt, sondern auch bei vielen anderen Fragen aus der Theorie
der geometrischen Ordnungen zu beobachten, entsprechend der
Mittelstellung dieses Fragenkreises zwischen allgemeiner Topo-
logie und der Geometrie (einschliefilich der Differentialgeometrie)
in speziellen Rdumen.

Anmerkung. Der verschirfte Struktursatz (Nr. 3.2.1.) zeigt
noch: Im Falle schlichter Uberdeckung des Grundraumes durch
die Ordnungscharakteristiken und eines Kontinuums von end-
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lichem Punktordnungswert als Grundgebilde ist letzteres stets
eine Kurve. Sitze wie der Struktursatz von Noébeling [5], bei
welchem der Grundraum etwa der Z, ist und die Ordnungs-
charakteristiken eine den £, iiberdeckende Parallelschar von
4-dimensionalen Ebenen (1 <4< %—1) bilden, liegen daher
auBerhalb der durch unsere Axiome abgegrenzten Aufgaben-
stellung.

1.3. Zur Motivierung der angekiindigten Axiome sei hier noch
folgendes bemerkt: Bei den in Nr. 1.1. genannten Beispielen 143t
sich das Grundgebilde G auffassen als Kompaktum in einem
Kompaktum R (d.h. in einem (in sich) kompakten metrischen
Raum) und das System ¥ als Kompaktum im Raume a der Kom-
pakta von R. AuBlerdem wird — grob gesprochen — R durch jede
Ordnungscharakteristik X € ¥ zerlegt in zwei fremde Mengen,
die sich mit X stetig dndern. Unsere Axiome formulieren im
wesentlichen diese eben genannten Eigenschaften des Problems,
wenn auch in einer genaueren Fassung. — Die Beweise sollen in
einem, in Vorbereitung befindlichen Buch publiziert werden.

2. Verteilung der Ordnungscharakteristiken mit Schnitt-
und Stiitzkomponenten

2.1. Axiome betr. die Ordnungscharakteristiken.

Es sei R ein Kompaktum und a das in tiblicher Weise erklirte
Kompaktum der Kompakta von R. Die durch die Metrik in R
bzw. @ definierte Topologie sei als S,- bzw. als S,-Topologie
bezeichnet. Das System ¥ der Ordnungscharakteristiken (OCh)
sei nicht leere Teilmenge von «¢; und von je zwei K', K'' & ¥
set keines Tetlmenge des anderen.

AuBerdem soll noch gelten:

2.1.1. Es wird R durch jedes X € ¥ je in zwei nicht leere, fremde
offene Mengen R(K'; 4-) und R(K; —) zerlegt, in die beiden sog.
Seiten von K (in R). Diese beiden Seiten sind stetige Funk-
tionen von X, d.h. bei jeweils geeigneter Wahl von -+ bzw. —
in R(K; +) bzw. R(K; —) soll gelten:

o*
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(1) Zu beliebig kleiner Umgebung U, von K in ¥ gibt es eine
Umgebung U, von X in R derart, da3

R=U)ARK;+) = (R=U)nR&K'; +)
fir jedes KXK' U,;

(2) Bei beliebigem U, mit K & U, und beliebigem x & K existiert
zu jedem y € R(K; 4) ein K' €U, derart, dal}

xERK'; F) und yE RK'; 4).

2,1.2. Es sei ¥ in sich kompakt (bezliglich der S,-Topologie).

Anmerkung: In Nr.2.4. und Nr. 4.3. genligt lokale Kom-
paktheit.

2.2. Axiome betr. das Grundgebilde.

Das Grundgebilde & sei ein Kontinuum € in R (d.h. ein
mehrpunktiges, zusammenhingendes Kompaktum in R&). Fiir
jedes K €t sei C— CA K == 0; und jedes x & € sei in (minde-
stens) einem A € f enthalten. AuBerdem sei C beziiglich £ von
endlickern Komponentenordnungswert, abgekiirzt (end-
licher) KOW oder KOW (C; ¥); d. h. esist C~ K fiir jedes K & B
Vereinigung endlich vieler, paarweise fremder Kontinua (7,
der Komponenten von C~ K, etwa C;, ..., C;, wobei #=
KOW (C; X) von X abhingt.

2.3. Definition. Es sei €' eine Komponente von D = C~ K.
Ferner sei IV eine ,,Normalumgebung* von ' in R, d. h. eine
Umgebung von €', deren abgeschlossene Hiille V fremd ist zu
D —C'. SchlieBlich sei @ diejenige Komponente von C~ A, in
welcher ' enthalten ist. — Es heilt nun ¢’ Schnitt- bzw.
Stutzéemponente von C mit K, je nachdem fir hinreichend
kleines /V sowohl

OAINV—N)ARK;+) =0 als ON(I-N)ARK;—) = 0

zutrifft bzw. nicht zutrifft.
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2.4. Folgerungen. Bei den in Nr. 2.1. und 2.2. aufgefiihrten
Axiomen gilt der

Satz 1. Szetigheit der Schnittkomponenten; d. h.: Besitzt C mit X
eine Schnittkomponente €7, so auch mit jeder, zu X (in f) hin-
reichend benachbarten Ordnungscharakteristik K'’; und zwar
derart, daB eine Schnittkomponente " von € mit X'’ in beliebi-
ger Umgebung von €’ (in R) liegt.

IL. Stetige Uberfiihrung von Stiitzkomponenten in Schnittkom-
ponenten; d. h.: Ist ¢’ Stitzkomponente von € mit X, so gibt
es in beliebiger Nihe von X (in ) eine in F offene (nicht leere)
Menge o derart, daBl € mit jedem K''&o eine zu C’ beliebig
(in R) benachbarte Schnittkomponente bestimmt.

Y. Diejenigen Ordnungscharakteristiken, welche Stiitzkompo-
nenten mit C liefern, liegen nirgends dicht in ¥. Das soll heiBlen:
In beliebiger Nihe von X (in f) gibt es eine (nicht leere, in ¥)
offene Menge o und eine (durch o bestimmte) natiirliche Zahl 7,
derart, dal C~ K’ fur jedes K'E b genau », Komponenten
besitzt und daB diese sdmtlich Schnittkomponenten sind.

Anmerkung. Wie aus dem vorstehenden Satze ersichtlich ist,
gilt er auch dann, wenn € von endlichem Komponentenordnungs-
wert ist, nur in einer offenen, in ¥ dichten Menge. Man sagt in
einem solchen Falle auch, es besitzt C einen schwachen end-
lichen Komponentenordnungswert (bezliglich ).

3. Struktursatz fiir Kontinua bei Systemen von Ordnungs-
charakteristiken, welche den Grundraum schlicht iiberdecken

Unter den durch die Axiome in Nr. 2.1. und 2.2. definierten
Juelschen Problemen sind diejenigen besonders leicht zuging-
lich, bei welchen unter anderem der Grundraum & von den Ord-
nungscharakteristiken schlicht {iberdeckt wird. Als Beispiel nen-
nen wir den Fall, daB das System ¥ der Ordnungscharakteristiken
aus allen zu einer festen Hyperebene parallelen Hyperebenen
des £, besteht.
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3.1. Weitere Axiome betreffend die Ordnungscharak-
teristiken.

Die vorstehend erwidhnten Juelschen Probleme mit schlichter
Uberdeckung des Grundraumes durch die OCh werden abge-
grenzt durch die folgenden zu Nr. 2.1. hinzutretenden Axiome:

I. Zu jedem x & R gibt es genau ein K Cf mit x E K.

II. Ist X', K" € £ mit K'== K", so gilt entweder X' Z R(K'; +)
oder K" C R(K';—).

II. Es sei K', K" & £ und U’ eine Umgebung von X' in R der-
art, daBl R(K'; )N (R-U"N=F= 0 ist. Aus K"CR(K'; L)~ U’
folgt dann R(K""; +) C R(K'; 4.

Zusatz. Ist R zusammenhingend, so folgt Axiom III. aus
Axiom L. und II. (unter Ber{icksichtigung der Axiomein Nr.2.1.).
Ist jedes A &P zusammenhingend, so folgt Axiom II. aus
Axiom I.

3.2. Aus den Axiomen in Nr. 2.1., 2.2. und 3.1. folgt nun der

Struktursatz. jedes Kontinuum C von endlichem Komponenten-
ordnungswert beziiglich ¥ 1ifi¢ sick darstellen als Vereinigung
von abzdhlbar vielen, paarweise fremden Teilkontinuen T, von C

und eitner in R nirgends dichten Menge J. Dabei ist jedes T,
vom Komponentenordnungswert Eins und es ist | = C— (), T.)
Vereinigung wvon (nicht leeren) Mengen C~ K*, wobei die K*

eine in ¥ nirgends dichte Menge bilden.

3.2.1. Sind fur jedes K ¥ die Komponenten von € ~ K simtlich
einpunktig, so sagt man, C sei bezliglich £ von endlichem Punkt-
ordnungswert (wenn C iliberdies von endlichem KOW ist). Es
gilt nun die folgende Verschirfung des Struktursatzes in Nr. 3.2.

Verschiirfter Struktursatz. /st (unier den Axiomen in Nr. 2.1,
2.2., 3.1.) C wvon endlichem Punktordnungswert, so ist C abge-
schlossene Hiille von \ ), T, und [ ist nirgends dicht in C. Weiter
sind die T einfache Bogen und C selbst ist regulire Kurve im
Stnne der topologischen Kurventheorie sowie erbliche Bogen-
summe.
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4. Reduktionssatz

Der in Nr. 2.4. angegebene Satz gibt keine Auskunft tber
eine etwaige Beziehung zwischen der Anzahl #, der (Schnitt-)
Komponenten von C~ K’ fir K'&Eo und der Anzahl # der
(Schnitt- und Stitz-)Komponenten von '~ K. Bei vielen ord-
nungsgeometrischen Betrachtungen ist es aber wichtig zu wissen,
ob bzw. daB3 » <, ist (Reduktionssatz). Ist dies niamlich bei-
spielsweise fir einen Bogen B in Z, von endlichem Komponen-
ten- bzw. Punktordnungswert beziiglich der Geraden der Fall,
so kann man schlieBen: Gibt es eine Gerade A, so dal B~ H
mindestens 2 Komponenten bzw. Punkte besitzt, unter denen
beliebig viele Stiitzkomponenten sein kénnen, so gibt es Geraden
mit mindestens #z-Schnittkomponenten bzw. Schnittpunkten. —
In Nr. 4.1. werden Axiome beziiglich der Ordnungscharakteri-
stiken angegeben, unter deren Giiltigkeit fiir sog. ordnungs-
reduzible Kontinua ein Reduktionssatz gilt. Die eben genannten
Axiome bilden dabei eine Erginzung zu denen in Nr. 2.1.,
wihrend die Axiome in Nr. 3.1. véllig auBBer Betracht bleiben,
(Vgl. Nr. 4.3., Anmerkung.)

4.1. Zusitzliche Axiome bezliglich der Ordnungs-
charakteristiken.

Wir fordern von ¥ (zusitzlich zu Nr. 2.1.):

Es gibt ein System ¢ von nicht leeren, abgeschlossenen Teil-
mengen /2 C R mit folgenden Eigenschaften:

(DEsseiE,ce, p=1,2,...,undD, =E; n... "E, =0
echte Obermenge von D, ,,; dann gibt es eine natiirliche Zahl .,
fir welche D, einpunktig ist.

(2) Ist x &K, so gibtesein £E&e mit ECK und xEK—E.

(3) Ist EC K mit E Ee, so ist K—E Vereinigung zweier nicht
leerer, fremder, offener Mengen K (£; 4) der beiden Sezzen von
£ in K. Hinsichtlich dieser Seiten soll gelten:

(3.1) Bezeichnet b(%) das System aller X € # mit ZC X und
ist K, K' Cb(E) (mit K == K'), so liegen die beiden Seiten von £
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in K’ auf verschiedenen Seiten von X in R; ist hierbei X’ hin-
reichend benachbart zu X (in ¥), so ist X' (Z; &) beliebig benach-
bart (in R) zu K (E; &) bei passender Wahl von 4.

(3.2) Es sei gesetzt a« = 4= und g = . ,,Zwischen’’ einem be-
liebigen ¥ & A (£; o) und einem zu x in K& benachbarten, im
ibrigen beliebigen y & R(X; f) verlduft jedes zu K (Z;«) hin-
reichend benachbarte, in R(K;p) gelegene K'(FE;w), wobei
K' € b(E) ist und wobel derartige K’ existieren.

4.2, Definition. Es sei € ein Kontinuum in &, welches den
Annahmen in Nr. 2.2. geniigt, insbesondere also endlichen Kom-
ponentenordnungswert besitzt. Ferner sei €’ eine Stiitzkompo-
nente von C mit X, und NV’ eine (hinreichend kleine) Normal-
umgebung von C’. Es heiBt dann ¢’ innere bzw. nicht-innere
Stiitzkomponente (von C mit X), wenn mehr als eine bzw. wenn
genau eine Komponente von £ A (V' —N'~ K) in ¢’ miindet.

Weiter heile € ordnungsreduzibel, wenn fur jedes K & E
folgendes gilt: Es seien 7, ¢ =1, ..., 7, die simtlichen nicht-
inneren Stiitzkomponenten von € mit A. Dann gibt es erstens
in X ein £Ce derart, daBl hdchstens eines der 7, fremd ist
zu E; wenn sweitens zu diesem K und diesen 7, ein D =
=FE, ...~ E,7F 0 mit DCK existiert, welches zu keinem
der 7, fremd ist, dann kann £C K sogar so gewihlt werden,
daB hochstens eines der 7, fremd ist zu D ~ E, wobei D~ E
echter Teil von D ist.

4.3. Es gilt nun der

Reduktionssatz. Vor. (1) Die Axiome in Nr. 2.1., 2.2. und 4.1.
seten erfilllt. — (2) Es sei C ordnungsredusibel und von end-
lichem Komponentenordnungswert.

Beh. Besitst C~ K, insgesamt ty Komponenien, so gibt es in
belicbiger Umgebung wvon Ky in t ein K' derart, dafp C~K'
mindestens ¢, Schnittkomponenten besitst, die in beliebiger Um-
gebung (in R) von C K, liegen.

Anmerkung. Fur den Fall eines den Grundraum schlicht {iber-

deckenden Systems £ von OCh sind die Voraussetzungen des
Reduktionssatzes im allgemeinen nicht erfiillt. (In der Tat ist ja
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hier die in Nr. 4.1., (3.2.), geforderte Existenz eines X' € b(kK)
mit zwischen x und y verlaufenden K'(Z;«) nicht gesichert.)
Beispiel. In der x, y-Ebene sei ¥ das System der Parallelen zur
x-Achse. Ferner sei als Grundgebilde G der durch y = f(x) in
—2<x <2 erklirte Bogen gewihlt, wobei f(x) = 2%2(1—x) -
- (2—x) fiirr o <x <2 und f(x) = f(—=x) fiir —2 <x <o. Die Ge-
rade x = o hat 5 Punkte mit G gemeinsam, niamlich dic beiden
Endpunkte (x = 42, y = 0), den Stiitzpunkt (¥ =0, y = 0)
sowie die beiden Schnittpunkte x = +4-1. Jede Gerade mit
y = konst. &= 0 hat aber mit & héchstens 4 Punkte gemeinsam.
Die Mengen £ sind hier die Punkte der x, y-Ebene.

4.3.1. Der Reduktionssatz der Nr. 4.3. bleibt wértlich richtig,
wenn auf das Axiom (1) in Nr. 4.1. verzichtet und wenn die De-
finition der Ordnungsreduzibilitit folgendermaflen abgeéndert
wird: Man ersetze ,,Erstens durch: In jedem X € Egibtes £ Se
derart, daB} genan eine der nicht-inneren Komponenten von €'~ A
fremd ist zu £, vorausgesetzt, daB3 nicht-innere Komponenten
von Cr~ K Uberhaupt existieren. Ferner 148t man ,,Zweitens'’
fort.
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