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1. Fragestellung 

1.1. Als ein Juelsches Problem (bei geometrischen Ordnungenj 

möge bezeichnet werden jedes Problem, bei welchem der Ord- 

nungswert, abgekürzt OW, des jeweils betrachteten Grund- 

gebildes G erklärt wird vermittelst der Mächtigkeit des Systems 

der Komponenten des Durchschnittes von G mit je einer, als 

Ordnungscharakteristik, abgekürzt OCh, bezeichneten 
Menge K aus einem vorgegebenen System Î. 

Die meisten in der Theorie der geometrischen Ordnungen be- 

handelten Probleme sind Juelsche. - Einfachste Beispiele: G ist 

ein Bogen in der euklidischen Ebene A2 und Ï ein System von 

Geraden oder von Kreisen in A2; es ist G ein Kontinuum im 
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euklidischen En und £ ein System von Hyperebenen oder von 

(n—i)-dimensionalen Sphären in En, n > 3. 

1.2. In den in Nr. 1.1. erwähnten Beispielen sowie in ziemlich 

weitgehenden Verallgemeinerungen von ihnen gelten nun ge- 

wisse Sätze (vgl. z. B. [l], [2], [3]), die bei weitergehenden Unter- 

suchungen oft und mit Vorteil benutzt werden; es handelt sich 

hierbei insbesondere um die Verteilung der Ordnungscharakte- 

ristiken mit Schnitt- und Stützkomponenten (vgl. Nr. 2.4.), ferner 

um einen Struktursatz für Kontinua von endlichem Ordnungs- 

wert (vgl. Nr. 3.2. und 3.2.1.) sowie um den sogenannten Reduk- 

tionssatz (vgl. Nr. 4.3.). Die Beweise für diese Sätze können 

überdies in den verschiedenen Beispielen ganz analog geführt 

werden. All dies zeigt an, daß jenen Beispielen und Sätzen 

ein gemeinsamer Kern zugrunde liegt. Und zwar erweist sich 

dieser Kern als von topologischer Natur. Das ergibt sich aus 

dem nachstehend mitgeteilten Axiomensystem. Dieses handelt 

nämlich nur von topologischen Eigenschaften der Ordnungs- 

charakteristiken und des Grundgebildes. Ihm ordnen sich die 

oben erwähnten Beispiele und ihre Verallgemeinerungen unter 

und mit Hilfe von je gewissen Teilen des Axiomensystems läßt 

sich die Gültigkeit der in Rede stehenden, im Text mit ihrem 

Wortlaut angeführten Sätze beweisen. Über die bisher bekann- 

ten Formulierungen hinaus ergibt sich noch, daß die frag- 

lichen Sätze (mit Ausnahme des verschärften Struktursatzes 

[Nr. 3.2.1.]) sogar für den Fall endlichen Komponentenorànungs- 

wertes (und nicht nur Punktordnungswerts) Geltung besitzen. 

(Vgl. hierzu [4].) 
Das Hervortreten topologischer Sachverhalte ist übrigens kei- 

neswegs auf die hier in Rede stehenden Juelschen Probleme be- 

schränkt, sondern auch bei vielen anderen Fragen aus der Theorie 

der geometrischen Ordnungen zu beobachten, entsprechend der 

Mittelstellung dieses Fragenkreises zwischen allgemeiner Topo- 

logie und der Geometrie (einschließlich der Differentialgeometrie) 

in speziellen Räumen. 

Anmerkung. Der verschärfte Struktursatz (Nr. 3.2.1.) zeigt 

noch: Im Falle schlichter Überdeckung des Grundraumes durch 

die Ordnungscharakteristiken und eines Kontinuums von end- 
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lichem Punktordnungswert als Grundgebilde ist letzteres stets 

eine Kurve. Sätze wie der Struktursatz von Nöbeling [5], bei 

welchem der Grundraum etwa der En ist und die Ordnungs- 

charakteristiken eine den En überdeckende Parallelschar von 

/^-dimensionalen Ebenen (i<k<n— 1) bilden, liegen daher 

außerhalb der durch unsere Axiome abgegrenzten Aufgaben- 

stellung. 

1.3. Zur Motivierung der angekündigten Axiome sei hier noch 

folgendes bemerkt: Bei den in Nr. 1.1. genannten Beispielen läßt 

sich das Grundgebilde G auffassen als Kompaktum in einem 

Kompaktum R (d. h. in einem (in sich) kompakten metrischen 

Raum) und das System E als Kompaktum im Raume ö der Kom- 

pakta von R. Außerdem wird — grob gesprochen — R durch jede 

Ordnungscharakteristik K £j E zerlegt in zwei fremde Mengen, 

die sich mit K stetig ändern. Unsere Axiome formulieren im 

wesentlichen diese eben genannten Eigenschaften des Problems, 

wenn auch in einer genaueren Fassung. — Die Beweise sollen in 

einem, in Vorbereitung befindlichen Buch publiziert werden. 

2. Verteilung der Ordnungscharakteristiken mit Schnitt - 

und Stützkomponenten 

2.1. Axiome betr. die Ordnungscharakteristiken. 

Es sei R ein Kompaktum und a das in üblicher Weise erklärte 

Kompaktum der Kompakta von R. Die durch die Metrik in R 

bzw. a definierte Topologie sei als Sr- bzw. als ^-Topologie 

bezeichnet. Das System E der Ordnungscharakteristiken (OChj 

sei nicht leere Teilmenge von et; und von je zwei K', K" G E 

sei keines Teilmenge des anderen. 

Außerdem soll noch gelten : 

2.1.1. Es wird R durch jedes K £ E je in zwei nicht leere, fremde 

offene Mengen R(K ; + j und R(K; —) zerlegt, in die beiden sog. 

Seiten von K (in R). Diese beiden Seiten sind stetige Funk- 

tionen von K, d. h. bei jeweils geeigneter Wahl von -j- bzw. — 

in R(K\ +) bzw. R(K\ —) soll gelten: 
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(1) Zu beliebig kleiner Umgebung Ua von K in f gibt es eine 
Umgebung Ur von K in R derart, daß 

{R- Ur) r, R(K) +; = (R-Ur) rv R(K'; +) 
für jedes K' E Ua\ 

(2) Bei beliebigem Ua mit KEUa und beliebigem XEK existiert 
zu jedem y £i?(W; ±) ein K' EUa derart, daß 

XER(K'-^) und y E R(/U ] i)- 

2.1.2. Es sei Ï in sich kompakt (bezüglich der 50-Topologiej. 

Anmerkung: In Nr. 2.4. und Nr. 4.3. genügt lokale Kom- 
paktheit. 

2.2. Axiome betr. das Grundgebilde. 

Das Grundgebilde G sei ein Kontinuum C in R (d. h. ein 
mehrpunktiges, zusammenhängendes Kompaktum in K). Für 
jedes -ÆT£ïsei C—Cr^K^pQ] und jedes xEC sei in (minde- 
stens) einem KE Î enthalten. Außerdem sei C bezüglich f von 
endlichem Komponentenordnungswert, abgekürzt (end- 
licher) KOW oder KOW (C\ f) ; d. h. es ist Crv K für jedes K E I 
Vereinigung endlich vieler, paarweise fremder Kontinua C', 
der Komponenten von C r\ K, etwa C[, . .., C't, wobei t — 
KOW (C; K) von K abhängt. 

2.3. Definition. Es sei C eine Komponente von D = Cr\K. 
Ferner sei N eine „Normalumgebung“ von C' in R, d. h. eine 
Umgebung von C, deren abgeschlossene Hülle W fremd ist zu 
D — C. Schließlich sei Q diejenige Komponente von Cn\JV, in 
welcher C enthalten ist. — Es heißt nun C' Schnitt- bzw. 
Stütz komponente von C mit K, je nachdem für hinreichend 
kleines N sowohl 

Ö.n {fc-N)r\R(K\ +) =j= 0 als Qr\(ff-N)r^R(K-, -) = 0 

zutrifft bzw. nicht zutrifft. 
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2.4. Folgerungen. Bei den in Nr. 2.1. und 2.2. aufgeführten 

Axiomen gilt der 

Satz I. Stetigkeit der Schnittkomponenten-, d. h. : Besitzt C mit K 
eine Schnittkomponente C, so auch mit jeder, zu K (in Ï) hin- 

reichend benachbarten Ordnungscharakteristik K" \ und zwar 

derart, daß eine Schnittkomponente C" von C mit K" in beliebi- 

ger Umgebung von C (in R) liegt. 

II. Stetige Überführung von Stützkomponenten in Schnittkom- 
ponenten; d. h. : Ist C Stützkomponente von C mit K, so gibt 

es in beliebiger Nähe von K (in Ï) eine in Ï offene (nicht leere) 

Menge 0 derart, daß C mit jedem K" £ 0 eine zu C beliebig 

(in R) benachbarte Schnittkomponente bestimmt. 

III. Diejenigen Ordnungscharakteristiken, welche Stützkompo- 
nenten mit C liefern, liegen nirgends dicht in f. Das soll heißen : 

In beliebiger Nähe von K (in f) gibt es eine (nicht leere, in f) 

offene Menge 0 und eine (durch 0 bestimmte) natürliche Zahl n0 

derart, daß Cr\K' für jedes K' (E ö genau n0 Komponenten 

besitzt und daß diese sämtlich Schnittkomponenten sind. 

Anmerkung. Wie aus dem vorstehenden Satze ersichtlich ist, 

gilt er auch dann, wenn C von endlichem Komponentenordnungs- 

wert ist, nur in einer offenen, in Î dichten Menge. Man sagt in 

einem solchen Falle auch, es besitzt C einen schwachen end- 

lichen Komponentenordnungswert (bezüglich f). 

3. Struktursatz für Kontinua bei Systemen von Ordnungs- 

charakteristiken, welche den Grundraum schlicht überdecken 

Unter den durch die Axiome in Nr. 2.1. und 2.2. definierten 

Juelschen Problemen sind diejenigen besonders leicht zugäng- 

lich, bei welchen unter anderem der Grundraum R von den Ord- 

nungscharakteristiken schlicht überdeckt wird. Als Beispiel nen- 

nen wir den Fall, daß das System ï der Ordnungscharakteristiken 

aus allen zu einer festen Hyperebene parallelen Hyperebenen 

des En besteht. 
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3.1. Weitere Axiome betreffend die Ordnungscharak- 

teristiken. 

Die vorstehend erwähnten Juelschen Probleme mit schlichter 

Überdeckung des Grundraumes durch die OCh werden abge- 

grenzt durch die folgenden zu Nr. 2.1. hinzutretenden Axiome: 

I. Zu jedem x G R gibt es genau ein K G f mit 

II. Ist K',K" G Ï mit K'f= K", so gilt entweder K" C R(K'\ +) 

oder K"CR(K'\—). 

III. Es sei K', K" G ? und U' eine Umgebung von K' in R der- 

art, daß R(K']±)r^<iR-U') 4=8 ist. Aus K"C R{K'\ U' 
folgt dann R(K" \ ±) C R(K'] ±). 

Zusatz. Ist R zusammenhängend, so folgt Axiom III. aus 

Axiom I. und II. (unter Berücksichtigung der Axiome in Nr. 2.1.). 

Ist jedes W G Î zusammenhängend, so folgt Axiom II. aus 

Axiom I. 

3.2. Aus den Axiomen in Nr. 2.1., 2.2. und 3.1. folgt nun der 

Struktursatz. Jedes Kontinuum C von endlichem Komponenten- 
ordnungswert bezüglich Î läßt sich darstellen als Vereinigung 
von abzählbar vielen, paarweise fremden Teilkontinuen Tn von C 
und einer in R nirgends dichten Menge J. Dabei ist jedes Tn 

vom Komponentenordnungswert Eins und es ist J — C—• ((J„ T„) 
Vereinigung von (nicht leeren) Mengen C r\ K*, wobei die K* 
eine in Î nirgends dichte Menge bilden. 

3.2.1. Sind für jedes K die Komponenten von C r\K sämtlich 

einpunktig, so sagt man, C sei bezüglich f von endlichem Punkt- 

ordnungswert (wenn C überdies von endlichem KOW ist). Es 

gilt nun die folgende Verschärfung des Struktursatzes in Nr. 3.2. 

Verschärfter Struktursatz. Ist (unter den Axiomen in Nr. 2.1., 

2.2., 3.1.J C von endlichem Punktordnungswert, so ist C abge- 
schlossene Hülle von Tn und J ist nirgends dicht in C. Weiter 
sind die Tn einfache Bogen und C selbst ist reguläre Kurve im 
Sinne der topologischen Kurventheorie sowie erbliche Bogen- 
summe. 
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4. Reduktionssatz 

Der in Nr. 2.4. angegebene Satz gibt keine Auskunft über 

eine etwaige Beziehung zwischen der Anzahl n0 der (Schnitt-J 

Komponenten von Cr^K' für Z'go und der Anzahl n der 

(Schnitt- und Stütz-)Komponenten von Cr\K. Bei vielen ord- 

nungsgeometrischen Betrachtungen ist es aber wichtig zu wissen, 

ob bzw. daß « < «0 ist (Reduktionssatz). Ist dies nämlich bei- 

spielsweise für einen Bogen B in A2 von endlichem Komponen- 

ten- bzw. Punktordnungswert bezüglich der Geraden der Fall, 

so kann man schließen : Gibt es eine Gerade H, so daß B r\H 
mindestens n Komponenten bzw. Punkte besitzt, unter denen 

beliebig viele Stützkomponenten sein können, so gibt es Geraden 

mit mindestens «-Schnittkomponenten bzw. Schnittpunkten. - 

In Nr. 4.1. werden Axiome bezüglich der Ordnungscharakteri- 

stiken angegeben, unter deren Gültigkeit für sog. ordnungs- 

reduzible Kontinua ein Reduktionssatz gilt. Die eben genannten 

Axiome bilden dabei eine Ergänzung zu denen in Nr. 2.1., 

während die Axiome in Nr. 3.1. völlig außer Betracht bleiben. 

(Vgl. Nr. 4.3., Anmerkung.) 

4.1. Zusätzliche Axiome bezüglich der Ordnungs- 

charakteristiken. 

Wir fordern von Î (zusätzlich zu Nr. 2.1.): 

Es gibt ein System e von nicht leeren, abgeschlossenen Teil- 

mengen A C R mit folgenden Eigenschaften : 

(1) Es sei A;1 E c, p = 1,2,.. ., und = Ex . . . rv A„ 4= 0 
echte Obermenge vonZ?#(+1; dann gibt es eine natürliche Zahl m, 
für welche Dm ^mpunktig ist. 

(2) Ist x^K, so gibt es ein E 0 e mit EÇ_K und xÇ^K—E. 

(3) Ist A0 K mit A 0 e, so ist K—A Vereinigung zweier nicht 

leerer, fremder, offener Mengen K(E\ ±) der beiden Seiten von 

A in K. Hinsichtlich dieser Seiten soll gelten: 

(3.1) Bezeichnet 6(A) das System aller K 0 f mit A C.K und 

ist K, K' G 6(A) (mit K =)= K'\ so liegen die beiden Seiten von A 
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in K' auf verschiedenen Seiten von K in R\ ist hierbei K' hin- 
reichend benachbart zu K (in f), so ist K'(JE) ±) beliebig benach- 
bart (in R) zu K(E] ±) bei passender Wahl von 

(3.2) Es sei gesetzt a = G und ß = i. „Zwischen“ einem be- 
liebigen xÇzK(E] a) und einem zu x in R benachbarten, im 
übrigen beliebigen y G R(K\ ß) verläuft jedes zu K(7?; oc) hin- 
reichend benachbarte, in R(K\ß) gelegene K'(E) oc), wobei 
K' G b(Zi) ist und wobei derartige K' existieren. 

4.2. Definition. Es sei C ein Kontinuum in R, welches den 
Annahmen in Nr. 2.2. genügt, insbesondere also endlichen Kom- 
ponentenordnungswert besitzt. Ferner sei C eine Stützkompo- 
nente von C mit K, und N' eine (hinreichend kleine) Normal- 
umgebung von C. Es heißt dann C innere bzw. nicht-innere 
Stützkomponente (von C mit K), wenn mehr als eine bzwr. wenn 
genau eine Komponente von C r\{N'—N' r\ K) in C mündet. 

Weiter heiße C ordnungsreduzibel, wenn für jedes Z£! 
folgendes gilt: Es seien Te, Q = 1, ..., r, die sämtlichen nicht- 
inneren Stützkomponenten von C mit K. Dann gibt es erstens 
in K ein E G <•' derart, daß höchstens eines der T fremd ist 
zu E ; wenn zweitens zu diesem K und diesen 7) ein D = 
= Ex ... rs E„ =H ö mit DQK existiert, welches zu keinem 
der 7p fremd ist, dann kann EÇ_K sogar so gewählt werden, 
daß höchstens eines der Ta fremd ist zu D r\ E, wobei D r\E 
echter Teil von D ist. 

4.3. Es gilt nun der 

Beduktionssatz. Vor. (1) Die Axiome in Nr. 2.1., 2.2. und 4.1. 
seien erfüllt. — (2) Es sei C ordnungsreduzibel und von end- 
lichem Komponentenordnungswert. 

Beh. Besitzt Ct~\ Kx insgesamt t1 Komponenten, so gibt es in 
beliebiger Umgebung von Kx in £ ein K' derart, daß Cr\K' 
mindestens tx Schnittkomponenten besitzt, die in beliebiger Um- 
gebung (in R) von Crs K1 liegen. 

Anmerkung. Für den Fall eines den Grundraum schlicht über- 
deckenden Systems f von OCh sind die Voraussetzungen des 
Reduktionssatzes im allgemeinen nicht erfüllt. (In der Tat ist ja 
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hier die in Nr. 4.1., (3.2.), geforderte Existenz eines K' £6(i?) 
mit zwischen x und y verlaufenden K\E\ <x) nicht gesichert.) 
Beispiel. In der x, jp-Ebene sei f das System der Parallelen zur 
ar-Achse. Ferner sei als Grundgebilde G der durch y — f(x) in 

— 2<x<2 erklärte Bogen gewählt, wobei f(x) — #2(i— x) • 
• (2—x) für o < 2 und f(x) — /(—x) für —2 <x <0. Die Ge- 
rade x — O hat 5 Punkte mit G gemeinsam, nämlich die beiden 
Endpunkte (ar = ± 2, y — o), den Stützpunkt (x = o, y = o) 
sowie die beiden Schnittpunkte x= ±1. Jede Gerade mit 
y = konst. 4= o hat aber mit G höchstens 4 Punkte gemeinsam. 
Die Mengen E sind hier die Punkte der x, jy-Ebene. 

4.3.1. Der Reduktionssatz der Nr. 4.3. bleibt wörtlich richtig, 
wenn auf das Axiom (1) in Nr. 4.1. verzichtet und wenn die De- 
finition der Ordnungsreduzibilität folgendermaßen abgeändert 
wird: Man ersetze „Erstens“ durch: In jedem K £ f gibt es ££e 
derart, daß genau eine der nicht-inneren Komponenten von Cr\K 
fremd ist zu E, vorausgesetzt, daß nicht-innere Komponenten 
von Cr\ K überhaupt existieren. Ferner läßt man „Zweitens“ 
fort. 
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