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§ 1. Einleitung

Unter der Bezeichnung ,,Les douze surfaces' fihrte Dar-
boux [2] ein Gebilde von 12 Flichen, die abwechselnd durch
orthogonale Linienelemente bzw. parallele Tangentialebenen
punktweise aufeinander bezogen sind, in die Theorie der in-
finitesimalen Flichenverbiegung ein. Er zeigte, da3 zwischen den
Parameternetzen der Flachen dieses Gebildes, das kurz Darboux-
scher Flachenkranz genannt wird, einfache geometrische Be-

zichungen bestehen. Auch in der affinen und projektiven Geo-
Miinchen Ak, Sb. 1957 s5*



66 Richard Baumann

metrie spielt der Darbouxsche Flichenkranz eine wesentliche
Rolle. Salkowski [3] untersuchte die affinen Eigenschaften;
Sauer [4] konnte zeigen, daB erst bei projektiver Betrachtung die
Struktur der Kranzbezichungen klar hervortritt.

Eine geschlossene Darstellung aller Kranzflichen durch Qua-
draturen ist nur méglich, wenn die zugrunde liegende infinitesi-
male Verbiegung in geschlossener Form dargestellt werden kann.
Dies ist bei Flichen zweiter Ordnung [2], bei Flichen, deren
Asymptotenlinien ein Quasi-Rickungsnetz bilden [1], und, nach
einem bekannten Satz der Flichentheorie {5], bei allen dazu
projektiven Flachen der Fall.

Die Flachen [1] werden nachfolgend als spezielle Quasi-
Ruckungsflichen, die dazu projektiven Flichen als allgemeine
Quasi-Riickungsflichen bezeichnet. SchlieBlich lassen sich noch
diejenigen Flachen bequem in die Betrachtungen mit einbezichen,
bei denen die Quertangenten lings einer Asymptotenlinie einem
nichtsinguldren linearen Geradenkomplex angehoren. Sie sollen
als Quertangenten-Gewindeflichen bezeichnet werden. Fir die
eben bezeichneten Flichenklassen gibt es eine gemeinsame
liniengeometrische Kennzeichnung (§ 2).

Das Verhalten der einzelnen Flachen eines Darbouxschen
Flachenkranzes bei projektiven Transformationen [6] gibt einen
Hinweis fiir die zweckmiBige liniengeometrische Zusammenfas-
sung der einzelnen Flichen. Bei entsprechender Festsetzung des
Parameternetzes der Ausgangsfliche kénnen alle Kranzbezie-
hungen durch 4 cinfache lineare Vektorgleichungen ausgedriickt
werden (§ 3).

Die liniengeometrischen Eigenschaften der FIlichen eines
Darbouxschen Flichenkranzes iiber einer Quertangenten-Ge-
windefliche kénnen demnach in Abhingigkeit von zwei will-
kiirlichen Funktionen, welche die dem Flichenkranz zugrunde
liegende infinitesimale Verbiegung kennzeichnen, angegeben
werden (§ 4).

Bei geeigneter Festsetzung der beiden willkiirlichen Funktio-
nen kénnen geometrische Eigenschaften der Kranzflichen in Ab-
hiangigkeit von einer vorgegebenen Ausgangsfliche angegeben
werden (§ g).

§ 6 enthilt verschiedene Beispiele.
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§ 2. Liniengeometrische Darstellung der
Quasi-Riickungsflichen

Flichen, bei denen die Asymptotenlinien im GrundriB3 ein
Riickungsnetz bilden, haben die fiir Affinminimalfiichen kenn-
zeichnende Eigenschaft, daB lings jeder Asymptotenlinie die Tan-
genten an die andere Schar der Asymptotenlinien zu einer
Ebene parallel sind [7].

Entsteht des Riickungsnetz bei senkrechter Projektion des
Asymptotennetzes auf den Grundri}, dann kénnen die Flachen
nach Sauer [1] in folgender Weise dargestellt werden:

% = Uy@) + V1@
y=U()+ V() (1)
v,V
“ +J' Vy V3| }
+ 'és(U1+ Vl) + es(Ua+ Vo) + 44
Setzt man in (1) die Integrationskonstanten durch

by = —1; bky=ry3=1Ff,=0

‘Ug Ve

fest, und fiihrt man zur Abkiirzung die Vektoren
u ( U2 I - 0'1 I %)
v (_ Vol V1l ‘:‘>

ein, so geht (1) in die bekannte Darstellung fiir Affinminimal-
flichen tber:

g=v><u—+-fu><a’u—fv><db. (2)
Fiir diese Flachenklasse gibt es eine einfache liniengeometrische
Darstellung. Bezeichnet man die Flichentangenten durch die

aus den inhomogenen kartesischen Punktkoordinaten gebild -
ten Sechservektoren [5]

Pl jzxe,} =Dz, |z}
2{r,ltxr} = {15},



68 Richard Baumann

wihlt man ferner die Haupttangentenkurven als Parameterlinien

2 == const 7 = const,

dann ist das Verschwinden der Skalarprodukte

AoP = o
. (3
Bol = o0
mit
U{ooo|a,(u) az(u) o) = U {o|a}

B {000 8,(6) b5(2) 0} = B {o b}

eine kennzeichnende Eigenschaft der Flichen (2).
Die Komponenten a,, a;, &4, &5 sind nach (2) und (3) aus

(w-+wWyu'a = o

!

(b+uw)v'b = o

bis auf einen willkiirlichen Faktor zu bestimmen.

Die Bezichungen (3) besagen, daf3 alle Quertangenten lings
einer Haupttangentenkurve eine unecigentliche, auf der Grund-
riBebene senkrecht stehende Gerade als gemeinsame Treffgerade
haben. Die Geradenschar der Quertangenten lings einer jeden
Haupttangentenkurve gehdrt demnach einem singuldren linearen
Komplex an. Das lineare Geradensystem der Quertangenten zu
einer Schar von Haupttangentenkurven gehort einem singuliren
Komplexbtischel an. (Fig. 1).

Die Kennzeichnung (3) gilt auch fur alle zu den Flichen (2)
projektiven Flichen. Die Sechservektoren der Komplexachsen
haben dann die allgemeine Form

U {ay(u) ag(ae) ... ... ag(2)}
B{b,(v) by(v) ... ... be(v)}
mit der Nebenbedingung

oY = BoPB = o.
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Nachfolgend werden die Fliachen (2) kurz als spezielle, die dazu
projektiven Flichen als allgemeine Quasi-Riickungsflichen be-
zeichnet.

Fig. 1

Ist schlief3lich
Ao A =4 o BoB == o,
dann werden durch (3) Flachen gekennzeichnet, bei denen die
Quertangenten lings jeder Haupttangentenkurve einem linearen

nichtsinguldren Komplex angchéren. Sie sollen als Quertangen-
ten-Gewindeflichen bezeichnet werden.

§ 3. Liniengeometrische Darstellung des Darbouxschen
Flichenkranzes

3.1. Geradensysteme der Flichentangenten

Werden die Kranzflichen von 1 bis 12 fortlaufend numeriert,
dann gelten mod. 12 folgende Beziehungen

algﬁn—{-l = 2211‘1 % algﬂn
dg';’ n - 2;2;1+‘3 % (I‘l‘l“2n+1'
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Die Flichentangenten liangs der Parameterlinien 22 = const,
v = const werden durch die singuldren Sechservektoren

P {5} 21{z,1z,}

dargestellt.
Je 2 Flichen 27 und 27 -+ 1, zwischen denen die Bezichung

dz.?n . dl.271+1 e

besteht, kénnen zu einem nichtsinguliren SchraubriB3-Sechser-
vektor
@2 2, 2n+1 {227: l g;27z-i—1}

zusammengefal3t werden [3].
Fiir die Skalarprodukte der Sechservektoren der Flichen-
tangenten gilt folgende Multiplikationstabelle

BREZEAEAE IR
I P | o | o o) o o o
|— _

B, 0 o —L o | L o
_ — i _

Y o -L —2M o o —N (©)

| | |

2 o | ol o ! o 0 o

2,1 o L | o o i N
|
Q, o | o |=N o N o

mit den Abkiirzungen
L = gu ZZ’ Zuh’ M = ZIIITI Z:HZI N = ZH J;z)gyu'

Zur Vereinfachung der Darstellung soll nachfolgend bei der
Ausgangsfliche 1 immer das Haupttangentennetz als Parameter-
netz gewihlt werden. Dann ist auch bei den Flichen 4, 7, 10
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das Haupttangentennetz zugleich Parameternetz. Bei den
{ibrigen Flichen sind die Parameternetze konjugierte Netze.
Fiir den Rang der Matrizen

¥ Pp) R, 2,)

= u,v
k= u,v

folgt aus (6) bei den Flichen 1, 4, 7, 10 wegen L= N =0, M =F o
7A=R15

bei den tibrigen Flichen wegen L 5= 0, N 40, M =o0
o= 2.

Daraus ergibt sich ein bekannter Satz in liniengeometrischer
Formulierung:

Wahlt man bei der Ausgangsfliche 1 eines Darbouxschen
Flichenkranzes das Haupttangentennetz als Parameternetz,
dann bilden die Fliachentangenten V(z, v) und Q(x, v) bei den
Flichen 1, 4, 7, 10 konfokale parabolische, bei den tbrigen
Flachen konfokale hyperbolische Geradensysteme.

3.2, Bezichungen zwischen den Parameternetzen

Bei den konjugierten Flichenpaaren sind die Tangentenvek-
toren 1, und y, wegen der Parallelitit der Tangentialebenen
linear abhingig [5]. Es kann gesetzt werden

l‘;xl- - ll('g:u _}_ Z'Ev
Iy = —v, —H1L,-

Wegen der speziellen Wahl des Parameternetzes der Ausgangs-
fliche sind die Flichen entweder parallel-reziprok konjugiert

Y

5 . =L, @)
oder parallel konjugiert

lj: =M 2‘:u

[\m]
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Die Beziehung (7) gilt bei den Flichenpaaren 1—2, 3-4, 7-8,
o910, dic Bezichung (8) gilt bei den Flichenpaaren 5-6, 11-12.
Durch (7) wird das Parameternetz von g als schrinkungsfestes,
durch (8) als krimmungsfestes Netz gekennzeichnet {5].

Die Bezichungen (7) und (8) iibertragen sich korrelativ auf die
zu den konjugierten Flichenpaaren polaren radialen Flichen-
paare. Das bedeutet:

Entsprechende Tangenten an die Parameterkurven radial be-
zogener Flichen liegen jeweils in einer Ebene durch den Ur-

sprung [12].
3.3. Diagonaltransformationen der Parameternetze

Bei der speziellen Parameterwahl ist lings der Asymptoten-
linien der Fldchen 3, 6, 9, 12 (2, 5, 8, 11) die Gleichung

Za’ug(—{—)va’vg = 0

erfiillt. Unterwirft man die willklirlichen Funktionen der Bedin-
gung

Ala,v) = —v(u,v),

dann fallen die durch die Kurven # = const, ¢ = const (# =
const, ¥ = const) bestimmten Diagonalnetze mit den Haupt-
tangentennetzen von 3, 6, 9, 12 (2, 5, 8, 11) zusammen. Dabei
bedeutet

2u=1u +v 274 =u -+iv

(9)

20 =u-—v 20 =u—1v.

Wie man durch einfache Rechnung bestitigen kann, bleiben
bei den Transformationen (9) die Bezichungen der radialen Fla-
chenpaare unverindert. Die Anderung der Beziehungen (7) und
(8) der konjugierten Flichenpaare geht aus der nachfolgenden
Tabelle hervor:
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! du.dv = o l 47 . ds = A7 .ds = o
1-2 pr l p pr
34 l pr pr p
5-6 p | pr pr
7-8 * pr p pr
9-10 pr ' pr p
11-12 | p pr pr

p = parallel konjugiert.

pr = parallel-reziprok konjugiert.

3.4. Sechservektor-Beziehungen zwischen den Kranzflichen

Unter Verwendung der Sechservektoren der Flichentangenten
und der Schraubrisse lassen sich die Kranzbeziechungen folgender-
malen zusammenfassen (Fig. 2):

=98
61{
=98
g2

389

)"/ . QIO
. vl " gplf)
Al v

— -l
Aozt

(10)

= —v-g-P.
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Aw, v), v(u, v), &' (u, v), ¥' (, v) sind die aus der Theorie der
infinitesimalen Flichenverbiegung bekannten willkiirlichen Funk-
tionen. ¢ (%, v), © (u, v), o' (%, v), ©’' (%, v) sind Normierungsfunk-
tionen, die durch die Polarbezichung bestimmt sind. Durch
einen Schraubrifi-Sechservektor sind jeweils 4 Kranzflichen be-
stimmt [4].

Die Beziehungen (10) bleiben bei den Parametertransformatio-
nen (9) unverdndert, wenn man zur Darstellung jeweils die
Flichentangenten derjenigen Flichen verwendet, bei denen das
Parameternetz gleichzeitig Haupttangentennetz ist.

3.5. Bestimmung der Kranzflichen

Die Bestimmung aller Kranzflichen ist mit ciner Integration
mdoglich. Der Weg wird durch die Beziehungen (10) gewiesen.

Wir nehmen an, die Ausgangsfliche 1 sei durch Parameter-
darstellung in inhomogenen kartesischen Punktkoordinaten ge-
geben. Dadurch sind die Sechservektoren der Flichentangenten

Pl 2 {5, |5}

eindeutig bestimmt.
Die Polarfliche 4 ist dann gegeben durch

o {7, 1.} = 24T | 1)
Die Normierungsfaktoren o (%, ») und 7 (%, v) sind durch die

Polarbeziehung 1!'i*+1 = o festgelegt.
Wenn die Integrierbarkeitsbedingung

0 o
T CF) g (GR)I=T0
erfullt ist, konnen die Schraubrififlichen 2 und 3 durch
&= [ AQ'du— [vPdv+C

bestimmt werden. Die polaren Flichen 11 und 6 sind dadurch
bereits mitbestimmt.
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v

Die radialen Schraubrifflichen 8 und ¢ sind durch

=95 —2- &%

B
bestimmt. Dadurch sind die polaren fFlichen 12 wnd 5 mit-
bestimmt. Die noch fehlenden Fldckern 7 und 10 sind zu 12 und 3
radial bezogen. (Fig. 3).
Die willkiirlichen Funktionen 4 (2, ) und » (%, v) sind bestim-
mend fiir alle Kranzflichen aufler 1 und 4.

§ 4. Darbouxscher Flichenkranz von Quasi-
Riickungsflichen

1. Ausgangsfliche ist eine allgemeine Quasi-Riickungsfliche. Sie
soll in Haupttangentenparametern angegeben sein. Nach
(3) ist

YoPl = o BoQl = o. (11)

Die Polarfliche 4 ist dann eine ebenfalls in Haupttangenten-
parametern gegebene allgemeine Quasi-Riickungsfliche.

AoPpt = o Bont =o0 (12)
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Die Sechservektoren % und B gehen durch Polartransformation
aus den Sechservektoren % und B hervor.
Fur die Schraubrififiichen 2 und 3 ergibt sich nach (10)

Ao @G* = o Bo @ = o,
Wegen
A = A B = B(v)
folgt daraus
Ao & = @ (u)

Bo@® =¥ (v). (13)
Langs der Parameterkurven bilden die SchraubriBvektoren mit
dem singuldren Vektor einer festen Geraden konstante Skalar-
produkte.
Die Flichen 8 und g des radialen Schraubrisses sind gekenn-
zeichnet durch

—2.Yo S —2.B oG8

—oa = @) —Gegn = T (v).

Durch einfache Rechnung ergibt sich daraus

G0 &Y
o &P = 4P () ~erogmp

&0 &Y
Do = 4-¥(v) SEeEme

und wegen (10)

— 4D (u) &uo. @

v (ll, U) . —(623 © 623)2 )

4 ¥ (o) - G0 G
L (2, v) . (EBo Gy -

QpolO—_—-

Beim Flichenkranz {iber einer allgemeinen Quasi-Riickungs-
fliche bestehen also zwischen den Sechservektoren der Kranz-
flichen und den die Ausgangsfliche kennzeichnenden Sechser-
vektoren % und ¥ einfache Vektorbezichungen.
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2. Ausgangsfliche ist eine spezielle Quasi-Riickungsfliche.

Wegen der Entartung der Sechservektoren % und % gemil (4)
zerfallen die liniengeometrischen Bezichungen (§ 4 Abschn. 1)
beim Flichenkranz {iber einer speziellen Quasi-Rickungsfliche
weitgehend in punktgeometrische Bezichungen im dreistufigen
Raum. Wir werden daher zweckmiBig die punktgeometrische
Schreibweise verwenden, u. a. auch Ebenenvektoren

w(r|sld,
die durch die inhomogene Polarbezichung
r'w-t1=o0
definiert sind. Aus dieser Definition folgt sofort

e X Iy

W = —F— . 1
Dk, (14)

Ausgangsjliche 1: Wegen (4) vereinfacht sich (11) zu

ayx, +azy, = o (19)

1F

by, +b5y, =o. ’

Die Quertangenten lings jeder Haupttangentenkurve sind im
Grundrif parallel.

Polarfliche 4: Wegen (4) vereinfacht sich (12) zu

ar'tt =o br*s* = o.
Geometrische Bedeutung: Lings einer jeden Asymptotenlinie
bilden die Vektoren t* und ! bzw. t* und g ein Ebenenbiischel
mit der Achse a bzw. b.

Die Achsen der Ebenenbiischel, d. h. die Treffgeraden der Quer-
tangenten lings einer jeden Asymptotenlinie bilden ein Geraden-
biischel in der GrundriBebene mit dem Ursprung als Triger-
punkt. (Fig. 4).

Diese Kennzeichnung der Polarfliche 4 ist dual zur Kennzeich-
nung der Ausgangsfliche 1.
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Drehriffliche 2: Wegen (4) vereinfacht sich (13) zu

ay 22+ agy* = D (u)

(16)
by x>+ b5y* = ¥ (v).

Geometrische Bedeutung : Die Parameterlinien sind ebene Kur-
ven. Die Ebene einer Parameterlinie von 2 und die durch die
Quertangenten der entsprechenden Asymptotenlinie von 1 be-
stimmten Ebenen sind parallel [1] (Fig. 5).

Die Ebenen der Parameterlinien haben vom Ursprung den
Abstand

g= 20 o 4= 20

Vai+a Véi+a;
Drehvifi-Polarfliche 11:

Die Beziehung (16) kann auch geschrieben werden
ay 7 4 ay s = D (u)

by by st = W (v).

Geometrische Bedeutung: Die Tangentialebcnen lings einer

(ot | ot |o) bow

Parameterlinie haben den Punkt g

6 (=% | =% | o\ vermel
Nwe | e | gemeinsam.

Die Fliche 1st doppelkonisch. Die Punkte ay bzw. b, liegen auf
derjenigen Kurve, die vom Grundril der entsprechenden Schar
von Parameterlinien von 2 umhiillt wird. Sie liegen aulerdem
auf den Achsen a bzw. b der Ebenenbiischel von 4 (Fig. 6).

Dadurch ist die radiale Beziehung der Flichen 4 und 11 (siehe
Seite 72) bestitigt.

Biegungsfliche 12: Aus (5) und (16) folgt

1
12 o 1, x
7, = x? (_’yu b=l — LD ()

as a /

b x,
A et b ) e g
z, x (% ! 3 _\,y) 5 ¥ (v)

Miinchen Ak. Sb, 1957 6
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und daraus wegen (15)

-1 1

> #
2= — 'i - D () A= — I W().
5

13
a by

Wenn man die Vektoren a und b so normiert, daf}

— 1 . 1
Ay = —2X, &5 = 4,

— wegen (135) ist das immer méglich —, dann erhilt man
M= Q@ -du+ [ P@)-dv+C.

Geometrische Bedeutung: Werden die Punkte einer Parameter-
kurve zu den Punkten einer benachbarten Kurve derselben Schar
durch die Kurven der anderen Schar zugeordnet, so haben ein-
ander entsprechende Punkte auf den benachbarten Kurven je-
weils konstanten Hohenunterschied.

Aus den Bezichungen ist deutlich die enge Verwandtschaft der
Flachen 1, 2, 4, 11 zu erkennen. Die parallel-reziproke Beziehung
bei 1-2 fithrt wegen der Parallelitit der Quertangentengrund-
risse, die radiale Beziehung bei 4-11 wegen der besonderen Be-
deutung des Ursprunges bei 4 zu besonders einfachen geometri-
schen Bezichungen.

AhnlicheinfachegeometrischeEigenschaften deranderenKranz-
flichen sind erst zu erwarten, wenn man fur die Ausgangsfliche
und die willkiirlichen Funktionen @ (%) und ¥ (v) einschrin-
kende Bedingungen festlegt.

Zum Schluf} sei noch darauf hingewiesen, dal3 die Beziehun-
gen (11) bis (13) auch fir

Ao U == o BoB 5= o0 gelten,

Sie gelten also allgemein fiir Quertangenten-Gewindeflichen,

§ 5. Anwendung auf besondere Fliachen

Die Kranzbeziehungen werden besonders Gibersichtlich, wenn

1. die Ausgangsfliche selbstprojektiv gekennzeichnet werden
kann, d. h. wenn bestimmte Eigenschaften bei Korrelationen
erhalten bleiben,
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2. die willkiirlichen Funktionen 4 (%, ), u (%, v), v (%, v) aus
(7) und (8) so festgesetzt werden kénnen, dal3 die Eigenschaften
der Ausgangsfliche 1 auch fir die Drehrilfliche 2 gelten.

Die Flachen 1, 2, 4, 11 haben dann dieselben kennzeichnenden
Eigenschaften.

Im folgenden wird der Darbouxsche Flichenkranz mit den
aufgefithrten Einschrinkungen fiir 3 besondere Flachenklassen
untersucht:

1. Riickungsflichen mit ebenen Lichtgrenzkurven,

2. Zylindrokonische Flichen mit ebenen Lichtgrenzkurven,
3. Drehflichen.

5.1. Riickungsflichen mit ebenen Lichtgrenzkurven

Wir betrachten den Flichenkranz Giber einer speziellen Quasi-
Riuckungsfliche, bei der das Diagonalnetz des Haupttangenten-
netzes ein Riickungsnetz bildet. Die Netzkurven sind ebene Kur-
ven und liegen in parallelen Vertikal- bzw. Horizontalebenen.
Diese Eigenschaften werden durch folgende Bedingungen er-
reicht:

D) z=2(3) 2 y=y@ 3) Lus=o.

Die Bedingungen sind erfillt, wenn die Ausgangsfliche in der
Form

(U () -+ V1 (D) |Us ()| V()

angegeben werden kann. Bei vektorieller Zusammenfassung
durch

(U1 | Uy 0) (7 Jo] 77)
bekommt man die Darstellung
t=u-tv. (17)
) Die Drehrififliche 2 ist nach (§ 3.3) durch die parallele Bezie-
ung

o= i 5= —pr
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mit der Ausgangsfliche verkniipft. Sie ist eine Riickungsflache,
wenn man festsetzt:

[ (#,0) = const = (. (18)
Fiir die Drehri3fliche ergibt sich die Darstellung
? = C(u—v). (19)

Nach einfacher Rechnung gemil (14) bekommt man fir die
polaren Flichen 4 und 11

PR

ull 1 pit

Uit 7y Uy

mit den Vektoren

- ! Ul v

ut (,_ e o) vt (—l— o| — =+

- 2 ‘ 2 | Vz

= yt ol =
und den Funktionen

- U —U, U § U, V=1,V
U,y (i) = -‘——"(7, — Vy(v) = —1—'[——, =

e )
Un(g) = C- U,y Va@ = —C-V,.

Die Flichen 4 und 11 sind demnach doppelkonische Fliachen.
Aus (5), (17) und (19) bekommt man fir die Flachen 12 und 3
nach einfacher Rechnung und elementarer Integration

2= ClAX0 4 [UxWda— [ 5% d7]
P o= Coxu+ [uxWda—[vsxy ds].
Die Flichen 12 und 3 sind also Affinminimalfiichen bzw. Quasi-

Riickungsflichen. Sie kénnen unter Verwendung der Sechser-
vektoren

Ufooola,a;0f Blooo|bo0bg



Untersuchungen iiber den Darbouxschen Flachenkranz 83

durch (3) gekennzeichnet werden. Eine entsprechende Kennzeich-
nung durch

U lag a0 o000} Blby064]000)
gilt dann auch fur die polaren Flichen g und 6.

Zusammenfassung:

Ist die Ausgangsfliche eines Darbouxschen Flachenkranzes eine
spezielle Quasi-Riickungsfliche mit einem ebenen Riickungsnetz
als Diagonalnetz des Haupttangentennetzes, dann kénnen die
willkiirlichen Funktionen so gewdahlt werden, dal3 die Drehri3-
fliche 2 dieselbe Eigenschaft hat wie die Fliche 1. Die Flichen
4 und 11 sind dann doppelkonische Fliachen, die Flichen 3, 6,
9, 12 sind Quasi-Riickungsflichen (Fig. 7).

R = Riickungsfliche, D = doppelkonische Fliche,
Q = Quasi-Riickungsfliche

Fig. 7

5.2 Zylindrokonische Flichen mit ebenen Lichtgrenzkurven

Wir betrachten den Flichenkranz {iber einer speziellen Quasi-
Rickungsfliche, bei der das Diagonalnetz des Haupttangenten-
netzes das ebene Beriihrnetz einer Schar von Zylindern bzw.
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Kegeln ist. Die Erzeugenden der Beriihrzylinder sind horizon-
tale Gerade, die Kegelspitzen liegen auf der z-Achse. Die Netz-
kurven liegen in Meridianebenen bzw. in horizontalen Ebenen.

Diese Eigenschaften werden durch folgende Bedingungen er-
reicht:

1> & =2z (6) 3) Ly (’rﬁ <ﬁ> fyxT (77} I O)

7 _ 22y (20>
2 5 =/@ D st =g @)

T )
ATV
v ' o

Die Bedingungen sind erfiillt, wenn die Ausgangsfliche in der
Form
Uy VL [ Uy 1y T V) (21)
angegeben werden kann.
Fiar die Drehrififliche 2 sind die Bedingungen (20) erfillt,
wenn man analog zu (18) festsetzt:
i), (22)

Man erhalt die Darstellung:

2@ Oy 7y i Oa 7y — [ 1 P d3).

Neben der Bedingung (22) besteht fiir 1 noch die Integrierbar-
keitsbedingung in bezug auf 2:

2@ ViV, = o. (23)

Fur die Polarfléche 4 erhilt man nach einfacher Rechnung
gemiB (14)

= byt
o U, . 14 _
rr I3 ' I3 A
vU,-UU, V=V,

o —U; 124
V' = == = 5 7
uv,-u,Uu, "V,-ri

4 . —V
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Genau entsprechend ergibt sich die Darstellung der Drekrif-
polarfliche 11. Daraus folgt:

Wird j so gewihlt, daB die Bedingungen (22) und (23) erfiillt
sind, dann haben die Diagonalnetze der Flichen 2, 4, 11 dieselben
Eigenschaften wie das Diagonalnetz von 1.

Fir die Flachen 12 und 3 erhilt man nach Anwendung von
(3) und (23) und Einfihrung der neuen Funktionen

Vo= 7y [ Thd? Uy = p V2 (O 03— 0,0 di
die Darstellung

r (—[72';1!5'1'[;1“:/3)

12 Ty Vo | =Ty 7| Us)

Auch diese Darstellung ist selbstdual.
Fur die polaren Flickhen 6 und g erhilt man nach einfacher
Rechnung gemil (14)

o ) (N S S t
Jo,U.-0.0)du  § [ Ul-T.uhdi T §
6 . _ ____0'9 1 9 U, 1
S R = = VY= == ==, c =
jwouv,-0.0)du Jwu,-0,0)de  p,
# = =L M = -
Uy . T

Geometrische Bedeutung: Die Flichen 3, 6, 9, 12 sind Regel-
flichen. Die Kurven # = const sind die horizontalen Erzeugen-
den. Sie schneiden die z-Achse. Die Kurven 7 = const durch-
schneiden die Erzeugenden so, daB3 die Quertangenten lings
jeder Erzeugenden im Grundrif} parallel sind.

Fur die Skalarprodukte der SchraubriBflichen 12—1 bzw. 2—3
ergibt sich

3° Vs 23 =0, (a7, do.

n

2.l —
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Nach den Radialbeziehungen

_1;3 }
g2 = T =

erhdlt man die Darstellung

S
|

(,_.
-1
——
|
S
i
I
AR
IR
|
|
-

| Th

Die Flachen 7 und 8 sind also in der Form (21) darstellbar.
Nachdem (21) eine selbstduale Kennzeichnung bedeutet, gilt dies
auch fiir die Flichen 10 und 5. Die Flachen s, 7, 8, 10 sind dem-
nach zylindrokonische Flichen mit den durch die Bedingungen
(20) festgelegten geometrischen Eigenschaften.

Zusammenfassung:

Ist die Ausgangsfliche eines Darbouxschen Flichenkranzes eine
spezielle Quasi-Riickungsfliche mit einem ebenen zylindrokoni-

Z = zylindrokonische Fliche, £ = Regelfliche

Fig. 8
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schen Netz als Diagonalnetz des Haupttangentennetzes, dann
kénnen die willkiirlichen Funktionen so gewihlt werden, da8
die Drehriffliche 2 dieselbe Eigenschaft hat wie die Flache 1.
Die Flichen 3, 6, 9, 12 sind dann Regelflichen, die {ibrigen Fla-
chen sind doppelkonisch (Fig. 8).

D = Drehfiiche, Z = zylindrokonische Fliche,

R = Regelfliche, Bz = Regelflichen, bei denen

die zweite Haupttangentenlinienschar aus Zylin-
derschraubenlinien besteht

Fig. 9
5.3. Drehflichen

Wir betrachten den Flichenkranz iiber einer speziellen Quasi-
Ruckungsfliche, die gleichzeitig Drehfliche ist. Das Diagonal-
netz des Haupttangentennetzes ist das Netz der Krimmungs-
linien.

Diese Eigenschaft wird durch die Bedingungen (20) und durch
die zusitzliche Bedingung

x4y = f(v) (24)

erreicht.
Die Bedingungen (20) und (24) sind erfiillt, wenn die Aus-
gangsfliche 1 in der Form (21) angegeben werden kann und die
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Funktionen /; und U, der Bedingung

U? + U; = const
geniigen.

Die Drehrififlicke 2 ist ebenfalls eine Drehfliche, wenn die
Bedingungen (22) und (23) erfillt sind. Die polaren Flichen 4
und 11 werden Drehflichen, wenn die Funktionen I, und T, der
weiteren Bedingung

U, - Uy— U, Uy = const
genligen.
Die Flachen 3, 6, 9, 12 sind dann Regelflichen, die Flichen s,
7, 8, 10 doppelkonische Flichen (Fig. 9).

§ 6. Beispicle

Die Ausgangsflichen sind den Beispielen der in der Vorbemer-
kung zitierten Arbeit von R. Sauer [1] entnommen. Wendet man
die Ergebnisse des § 5 auf die Ausgangsflichen an, dann kann
man durch einfache Rechnungen [12] alle Kranzflichen bestim-
men. Der Einfachheit halber sind bei den Beispielen 1 und 2
einige Fliachen in Ebenenkoordinaten angegeben. Durch (14) ist
damit auch die Darstellung in Punktkoordinaten eindeutig fest-

gelegt.
Beispiel 1

Ausgangsfliche: 3! (”2 + 2% u+ v | ; (2 — v)3) .

Mit D (1) = u? ¥ (v) = 2* erhilt man

=y
I
|
o]~

Nach Diagonaltransformation (9) ergibt sich

B = (2(%2—{—772”222]%773)




Untersuchungen iiber den Darbouxschen Flichenkranz 89

4 3 —u = )

v o= ( 2(7% — 3u?) v:— 3° 402 (2 — 3 %)
W = 18
wé =18

i —15 | t5@*+ 3% | —15(352—7{))
2 ( 92— 50%> | B(9*—50u%) | 47° (922 — 50 4%
8 —15 37— 15 | 15 (392 — ") )
. "( 37 —s5i2 | u(3vr—5u%) | 40P (300 —4ud)
w? = pi2
w10 = 17
561 —3 [_ 2u i 1 _)
Y=\ | T =3 | 222 (P —3id)
8 | SEE 8§ _. =

R (—— 3% —— 27 ——7° | 27 > —u3)
t ( 347173 3 T

Beispiel 2
Ausgangsfliche:
11 (Cof 2 + Cof v | Sin 2 + Sin v | Sin (w—v) — (1 —12))

—1

Mit @ () = ¥Y(v) = 1 erhdlt man p= 67 -

Nach Diagonaltransformation (g) ergibt sich

= (Cof - 2Cof 7 | Gin iz 2Cof 7 | 2(Sin 7 - Cof T — 7))

—1

T — (Cofu C f Sin 77 - o —2(@an o — 17))
L . — 2(Cinz-Cofzr—7) | _ gar s 2(Gin7. Cofr—7) o _)
iS= (6111 A T | Cof 2 Gorp | 2%
! =l
1w’ =18
w8 =3
P = (—6&117 vCofz—Cinz| Cofz v Cofz—Cino| —1

u© Sinz-Cofo— —Z | % Gz Co]v—ulCuw Cofv—y)
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s . (Sinw iy Cofg—7) —Cofi Gino. Cofvji —
P —( 2% o Cojz—&inz| 212 7 Cofo—Ciny| z(a—iana))
o = yi2
Wi — ;7
il = y2

12 = (—Cinu- 42 Cof —Gino)| Cof Z - 4(7 Cof 57— Bin 7) | — 247)

Beispiel 3
Ausgangsfliche:
1 (cos 2 + cos v | sin % + sin v | sin (w— v) — (u— v)).

Mit @ () = ¥ (v) = 1 erhiltman = —— —.

2 cost v

Nach Diagonaltransformation (g9) ergibt sich:

1! = (2cos i cos ¥ | 2sin-cos v | 2(sin 7 cos v— 7))
2 - 1 - 1 i =
12 = |cos#t: ——= | sinig-—= 2 (tan o —7)
cos 7 | cosv |
. cos v l cos v i
13 = 2smu-“ —2cosu-—-—]2u
Z—siny-cosv | v—siny - cosy

" cosT sinz f sinm sinz | 1

= i U o —=———— | — o= pg = —= —
L D-Fsiny-cosv | v—}—smv-cosvI:(v—i—smzz-cosv)

P = ((cosu—i—usmu) _2sno |

y-siny - coszy

e _ 2 sin 5 i 4sin? v —
(sin#% — 7 cos i) + —————= —e————— — 27
7+ sino cosv | v+siny - cosy
6 cos % cos v | sin % cos U [ —1
I = - . = . - —— — -
7 2(g—sinv-cosv) | % 2(r—sinv-cosv) | 2u
" sinz % vcosy—siny | —cosu v cosP—siny | 1
= 7—siny-cosy ‘ 7 v—siny-cosz | 2(v—sinz-cosv)
s sin % _—imv «cosy | —cosu v—sinz-cosy 1
UV =\ 2% Tcsv—sino 2% 7 cosv—siny | 2(v—tany)
9 cos u 1 sinz 1 I —1
¥ = = — o~ e
2u U(‘osv—zsmz/ 2u veosy—z2zsmy | 2u
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10 = ((cosa+asinﬁ)--2—si§i (sin 7 — 7 cos ) - 2
45?25—2(77+sin77~cosz7))
- sinz | . - siny 1
En=(——cosu- = l—smu- = —2——-&—)
112 = (4sin# (v cos v —sin @) | — 4cos # (v cos v —sinv) | 2 %)
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