BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG

1956

MUNCHEN 1956

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
In Kommission bei der C. H, Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



293

Bestimmung der Kontinua im E, ohne n richtungs-
abhiingige Paratingenten (n > 2)

Herrn Georg Faber zum achizigsten Geburtstag gewidmnet
Von Otto Haupt in Erlangen

Vorgelegt am 14. Dezember 1956

Einleitung

1. Im Zusammenhang mit Bemerkungen iiber dualisierbare Bo-
gen in der Ebene wurde gezeigt, daf3 jede ,,nadelfreie’’ stetige
Kurve! ohne parallele Paratingenten ein Konvexbogen ist (vgl.
[4]). Bei dieser Gelegenheit wurde die Bestimmung (a) der ebe-
nen Kontinua und (b) der (nicht ,,nadelfreien) stetigen Kurven in
der Ebene ohne parallele Paratingenten in Aussicht genommen.
Die Antwort auf die Frage (a) lautet (vgl. [5] sowie Genaueres
in Nr. 2.3. der gegenwirtigen Mitteilung): Jedes ebene Konti-
nunm K ohne parallele Paratingenten ist entweder ein Konvex-
bogen (ohne parallele Paratingenten) oder ein Stern von endlichem
Komponentenordnungswert. Dabel ist verabredet: Ist die Ge-
rade G Paratingente an K in » verschiedenen Punkten von X,
von denen keine zwei der gleichen, in K enthaltenen Strecke an-
gehoren, so wird G als genau # verschiedene parallele Paratin-
genten an K gezihlt (» > 2).

2. Bei der Behandlung der in Ziff. 1 genannten Frage (a) zeigt
sich, daf3 wesentliche Teile der Betrachtungen auch fiir den Fall
eines Kontinuums im euklidischen z-dimensionalen Raum (» > 3)
giiltig bleiben, wenn die Forderung des Fehlens paralleler Para-
tingenten im Fall 7z = 2 geeignet fiir den Fall # > 3 verallge-

1 Unter einer stetigen Kurve wird hier verstanden das Tripel (&;/(¢),
& J), wobei & ein im Kleinen (oder lokal) zusammenhingendes Kontinuum
und f(#) eine eindeutige, stetige Abbildung der abgeschlossenen Strecke /
auf K bedeutet.
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meinert wird. Die von uns gewihlte Verallgemeinerung ergibt
sich aus folgender Bemerkung: Legt man flir » = 2 die affine
Ebene £, zugrunde, d. h. adjungiert man zur euklidischen Ebene
eine uneigentliche Gerade, so sind deren Punkte ein-eindeutig
den verschiedenen ,,Richtungen in der euklidischen Ebene zu-
geordnet; und es kénnen so je zwei parallele bzw. nicht-parallele
Geraden in der Ebene bezeichnet werden als solche mit linear ab-
hingigen bzw. mit linear unabhingigen Richtungen, kurz als
richtungsabhingig bzw. als richtungsunabhingig. Dementspre-
chend erkliren wir allgemein im affinen »-dimensionalen Raum
E, mitn > 2, je n Geraden G,, v = 1, . . ., #, als solche mit linear
abhidngigen bzw. unabhédngigen Richtungen, kirzer als rick-
tungsabhingig bzw. -unabhingig, wenn die G, Treffgeraden
eines und des namlichen (# — 2)-dimensionalen linearen Teil-
raumes der uneigentlichen Hyperebene des /£, sind oder nicht
sind. Unter der gleichen Verabredung beziiglich der Vielfach-
heitszihlung fiir Paratingenten bei » > 3 wie bei # = 2 (vgl
Ziff. 1) erhilt man den Satz (vgl. [5] sowie Genaueres in Nr. 2.3,
der gegenwirtigen Mitteilung): Jedes Kontinuwm im affinen
E,, mit n > 3, ohne n richtungsabhingige Paratingenten ist ein
einfacher differenzierbarer Bogen, dessen Durchschnitt il jeder
Hyperebene hichstens n Komponenten besttzl und dessen (ctwa
vorhandene) hyperebene Teilbogen samtlich Strecken sind.

3. In der vorliegenden Mitteilung sollen die in Ziffer 1. und 2. an-
gefiihrten Sitze bewiesen werden. Man wird dabei zu weiteren
Fragen gefiihrt, beispielsweise zur Frage nach denjenigen Kon-
tinuen, die keine 7 richtungsabhingige Paratingenten besitzen,
wenn abgesehen wird von einer im Raum der Richtungen nir-
gends dichten Menge (oder also von einer in der uneigentlichen
Hyperebene nirgends dichten Punktmenge). Ferner erhebt sich
die Frage nach der Gestalt der stetigen Kurven, die mit jeder
Hyperebene hochstens 2 Teilbogen gemeinsam haben.

Ubrigens ist die in Ziffer 1 genannte Frage (b) inzwischen
ebenfalls beantwortet (vgl. [10], [11]). Wir werden auf die anderen
erwihnten Probleme sowie auf weitere Eigenschaften der in
Ziff. 2 genannten Bogen im %, (mit » > 3) an anderer Stelle zu-
riickkommen.
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§ 1. Vorbereitende Betrachtungen

Der Grundbereich, in dem alle Betrachtungen dieser Arbeit
sich abspielen, ist der »z-dimensionale affine Raum Z, oder viel-
mehr, da wir nur mit beschrankten Mengen, also nur mit eigent-
lichen Punkten zu tun haben, der exklidische E,; soweit nicht
ausdriicklich anderes bemerkt wird, ist 2 > 2 (d. h. der Fall der
Ebene (z = 2) ist einbegriffen). Die 4-dimensionalen linearen
Unterriume des £, werden kurz als £-Ebenen bezeichnet, wobei
1 < A <n—1ist; fiir £ =1 bzw. £ = » — 1 sind die £-Ebenen
speziell die Geraden bzw. die Hyperebenen. — Unter einem
Biischel b von Hyperebenen A mit der Ackse A verstehe man
die Gesamtheit aller Hyperebenen, deren Durchschnitt eine
feste (# — 1)-Ebene 4 ist. Genau dann, wenn 4 in der uneigent-
lichen Hyperebene liegt, sind die Z & b zueinander parallel.

1.1. Als Paratingente P an eine Menge M C E, im Punkt
p & E, als Berihrungspunkt, n > 2, wird bezeichnet
jeder Limes P von Geraden G, derart, da} &, (mindestens) zwet
(verschiedene) Punkte ¢,, 2, & M enthilt und da8 p = lim ¢, =
=lim¢#,. Es ist also p & M, wobei unter M die abgeschlossene
Hiille von M (im £)) verstanden wird.

1.1.1. Jede Paratingente an eine 7¢i/menge M’ von M im
Punkt p ist zugleich Paratingente in » an die Obermenge M.

Jede Menge mit (mindestens) einem Héaufungspuntkt, insbeson-
dere also jedes Kontinuum, besitzt (mindestens) eine Paratin-
gente. Dabei wird unter einem Kontinuum im E,, n > 2, jede
mechrpunktige (d. h. mehr als einen Punkt enthaltende), be-
schrinkte, abgeschlossene und zusammenhingende Menge ver-
standen.

Enthdlt der Durchschnitt D der Menge M mit der Geraden
G bzw. mit der Hyperebene H unendlich viele Punkte, so ist G
bew. so enthilt H eine Paratingente an M mit jedem Hiufungs-
punkt von D als Beriihrungspunkt.

Jeder Limes? ciner Folge von Paratingenten an eine beschrénkte
Menge V ist wieder eine Paratingente an V.

? Es handelt sich um den Limes im Raum der Geraden des Z,,.
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1.1.2. Es sei [ eine in M enthaltene Strecke; wir nehmen dabei
stets an, dal} /eine grdfte in M enthaltene Strecke sei, d. h. nicht
echte Teilmenge einer ebenfalls in A/ enthaltenen Strecke. Ge-
mifl Nr. 1.1.1. ist die Trdgergerade G = G(/) von J Paratin-
gente an M in jedem Punkt der abgeschlossenen Hiille / von .
Wir bezeichnen / als ver/dngerten Punkt von M auf der Geraden
G und G als Paratingente an M im verlingerten Punkt p = J.
Ist dagegen P Paratingente an A/ in einem Punkt ¢, der zu keiner
abgeschlossenen Strecke S mit § C M ~ P gehort, wobei §
die gréfte, in S enthaltene offene Strecke bedeutet, so sagen wir
auch, P sei Paratingente an M im gewdhnlichen Punkt q.

1.1.3. Festsetzung. Inder Aussage,,Pist Paratingente an 7 ix
p' kann im folgenden p sowohl einen gewdhnlichen als einen
verlingerten Punkt bedeuten; ein verldngerter Punkt p wird
hierbei als genau esnz Punkt (Berlihrungspunkt) gezdhlt und 2
als Paratingente in nur eizem Punkt. In der Aussage ,,2 ist Para-
tingente an A/ in den Punkten p;, . . ., 5. sind dementsprechend
diese Punkte (Beriihrungspunkte) als simtlich verschieden, baw.
als paarweise fremd, vorausgesetzt; auBerdem wird P als je cine
Paratingente an M in jedem einzelnen der py, . . ., p, gezihlt, es
rechnet das gleiche P hier also im ganzen als » wverschieden:
Paratingenten, und wir sagen im vorliegenden Falle, es besitze i/
(mindestens) » Paratingenten. Sind die verschiedenen Geraden P
und P’ Paratingenten in p bzw. in p', so gelten 2 und P’ als ver-
schiedene Paratingenten, ob nun die Bertthrungspunkte p und g’
verschieden oder ob sie gleich sind.

1.1.4. Eine Menge B wird als ¢infacher Bogen bezeichnet,
wenn eine topologische Abbildung f von B auf eine abgeschiossene
Strecke existiert. Vermoge einer derartigen (im iibrigen beliebi-
gen) Abbildung f werden die Begriffe innerer und Endpunkt
sowie wordere und hintere Umgebung eines Punktes von B er-
klart (ndmlich als Bilder der inneren Punkte usw. der Urbild-
strecke; diese Begriffe sind, bis auf allenfallsige Vertauschung
von ,,hinten’“ und ,,vorn‘, unabhingig von der jeweiligen Abbil-
dung f). Ist ein Endpunkt von 2 zugleich Endpunkt einer auf B
und auf einer Geraden G liegenden (gréfBten) Strecke / (wobel
dann /= J wegen der Abgeschlossenheit von B und &), so be-
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zeichnet man / auch als verlingerten Endpunkt von B auf G.
Ein verlingerter Punkt von B auf G, der nicht (verlingerter)
Endpunkt ist, heiBt auch verldngerter innerer Punkt von B
auf G. Soweit spiter von End- bzw. inneren Punkten von 5B auf
einer Geraden G die Rede ist, kann es sich sowohl um gewdhnliche
als um verlingerte Punkte handeln.

1.1.4.1. Unter einer Stitzhyperebene an M im Punkt ¢ wird ver-
standen jede ¢ enthaltende Hyperebene /7 derart, dal} eine Um-
gebung von ¢ auf M ganz in einem der beiden, von /A berandeten,
abgeschlossenen (n-dimensionalen) Halbraume liegt. Es gilt der

Hilfssatz. Vor. Es sei B ein einfacher Bogen im E, n > 2.
Ferner sei H Stiitzliyperebene an B in ¢inem Punkt q von B, der
entweder Héufungspunkt von H B oder innerer Punkt von B
ist. — Beh. Es besitzt B in q eine in H gelegene Paratingente mit
q als Beriihrungspunkt.

Bew. Entweder ist g Hiufungspunkt von A ~ B; dann folgt die
Beh. aus Nr. 1.1.1. — Oder es ist ¢ isolierter Punkt von # ~ B
und dann (nach Vor.) innerer Punkt von B. Daher existiert eine
vordere und eine hintere Umgebung U, bzw. U, von ¢ auf B, die
bis auf ¢ untereinander und zu # fremd sind. Weil A Stiitzhyper-
ebene in ¢ ist, sind U,— (¢) und U, — (¢)® beide enthalten im
gleichen, offenen, von A begrenzten Halbraum R. Es seien A,
zu / parallele, in R gelegene Hyperebenen, die mit » — co gegen
H konvergieren. Dann ist A, ~U, und A, ~ U, nicht leer fiir
schlieBlich alle ». Ist etwa 2, € H, ~"U,und v, € H, ~U,, also
%, = v,, ferner S, die Verbindungsgerade der beiden Punkte %,
und z,, so enthilt die Folge der S, eine Teilfolge, die gegen eine
in / liegende Gerade S konvergiert. Da gleichzeitig die 4, und
v, gegen ¢ konvergieren, ist S Paratingente in ¢ an B.

1.2. Es heiBe M C E,, n > 2, vom schwachen (beschrinkten
Punkt-) Ordnungswert £ bzw. von schwachem endlichem
oder von unendlichem (Punkt-) Ordnungswert (beziiglich des
Systems § der Hyperebenen in E,, wenn eine im Raum aller
Hyperebenen nirgends dichte Menge n von Hyperebenen exi-

% Es bezeichnet (g) die eznpunktige, ¢ enthaltende Menge.
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stiert derart, daB jede Hyperebene A aus §h — n mit 4/ maximalt
% Punkte bzw. endlich viele Punkte gemeinsam hat oder wenn 4/
mit mindestens einer Hyperebene (aus §) unendlich viele Punkte
gemeinsam hat.

1.2.1. Es heille M von endlichem (Punkt-) Ordnungswert rela-
tiveines Biischels b von parallelen Hyperebenen, oder kiirzer:
M heille b-endlick, wenn der Durchschnitt von A/ mit jeder
Hyperebene aus b endlich ist. Speziell werde M als b-einfach
bezeichnet, wenn M ~H leer oder einpunktig ist fiir jedes
H & 6. SchlieBlich werde M als b-desnungsbeschrinkt (oder
als b-Lipschitzisch) bezeichnet, wenn ein a mit o < a <7 27 exi-
stiert derart, daB} die Verbindungsgerade je zweier (beliebiger, ver-
schiedener) Punkte von A7 mit der Lotrichtung zu den Hyper-
ebenen von b einen Winkel kleiner als a bildet. Ein 5-dehnungs-
beschriankter Bogen ist also insbesondere b-einfach.

1.2.2. Es sei wieder b irgendein Biisckel paralleler Hyperebenen.
Von einer Menge A sagen wir dann, M sei vom (M besitze den)
(beschrinkten) Paratingentenordnungswert £ beziiglich
(relativ) b, wenn es (genau) £ verschiedene (vgl. die Festsetzung
in Nr. 1.1.3.) Paratingenten an A/ gibt, die in Hyperebenen von
b enthalten sind. Ferner heile M vom (beschrinkten) Paratin-
gentenordnungswert t bzw. von endlichem bzw. von unend-
lichem Paratingentenordnungswert (schlechthin), wenn das
Maximum?® der Paratingentenordnungswerte von A7 relativ aller
Bischel b gleich ¢ ist bzw. wenn A/ relativ eines jeden Biischels b
beschrinkten Paratingentenordnungswert besitzt bzw. wenn fiir
mindestens ein Biischel unendlich viele Paratingenten an A7 in
Hyperebenen des Biischels enthalten sind.

1.3. Der einfachste Fall ist der des Paratingentenordnungswertes
Null. Fiir diesen sei bemerkt:

Satz. Vor. Es sei b ein Biischel paralleler Hyperebenen im
E omit n > 2. Ferner sei K ein Kontinuwm vom Paratingen-

% Das heifit hochstens # Punkte fiir jedes // €b —n und genau /4 Punkte
fiir mindestens ein /7 € § — n.

5 d. h. wenn der Paratingentenordnungswert hochstens bzw. genau gleich
7 1st relativ aller bzw. relativ mindestens eines Biischels b (paralleler Hyper-
cbenen).
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tenordnungswert Null beziiglick b (d. h. K besitzt keine in
einer Hyperebene von b enthaltene Paratingente).

Beh. Es ist K ein einfacher Bogen, diberdies ein b-einfacher
und b-dehnungsbeschrinkter Bogen.

Bew. (I) GemiB Nr. 1.1.1. ist X von endlichem Ordnungswert
relativ b; da K unendlich viele Punkte enthilt, ist also insbeson-
dere K in keiner Hyperebene von b enthalten. Daher ([1], S. 23, 30)
ist X darstellbar als abgeschlossene Hille einer Vereinigung von
abzihlbar vielen,® b-einfachen Bogen und ist iiberdies zusammen-
hingend im kleinen. — (IT) Es sei G eine Hyperebene aus b, die
(mindestens) zwei verschiedene Punkte aus X enthilt, etwa p und
g. Da K (gemiB Ziff. I) zusammenhingend im kleinen ist, exi-
stiert ([8], S. 58/59) ein einfacher Bogen B mit den Endpunkten
p und ¢, welcher Teilmenge von X ist. Da X, also auch B, mit &
nur endlich viele Punkte gemeinsam hat (Ziff. (I)), liegt B nicht
in G. Da tiberdies B beschrinkt ist, existiert folglich mindestens
eine von G verschiedene Hyperebene 7 & b, von welcher B in
einem von seinen Endpunkten p, ¢ verschiedenen Punkt ¢ ge-
stitzt wird. Gemal Nr. 1.1.4.1. enthilt 4/ eine Paratingente an B
und somit auch an X in # Die Annahme, dafl ¢ mit X (minde-
stens) zwel Punkte gemeinsam hat, fihrt daher zu einem Wider-
spruch mit der Vor. des Satzes. — (IIT) Gema8 Ziff. (IT) hat X mit
jeder Hyperebene G & b héchstens einen Punkt gemeinsam.
Wegen der Beschranktheit von X existieren Hyperebenen &,
G'" & b derart, dal A mit G’ bzw. mit G'"' (genau) einen Punkt
7' bzw. '’ gemeinsam hat sowie da3 X im Durchschnitt D zweier
abgeschlossener Halbridume liegt, deren einer von G’ und deren
anderer von G'' berandet wird. Wieder sind ' und »’' durch einen
einfachen, in & enthaltenen Bogen R verbindbar (vgl. Ziff. (II)).
Mit jedem G & b, das nicht fremd ist zu D, hat R mindestens,
also genau einen Punkt gemeinsam und mit jeder anderen Hyper-
ebene aus b keinen Punkt. Wegen R C X ist folglich R mit K
identisch, also X ein b-einfacher Bogen mit den Endpunkten

!

7', 7' — (V) Ist K nicht b-dehnungsbeschrinkt, so existieren

8 abzihlbar viele besagt: Keine oder endlich viele oder abzihlbar unendlich
viele.
21 Miinchen Ak. Sb. 1956
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Punkte ¢, ¢ € K mit g, == ¢.', » = 1, 2, . ., derart, daB die
Verbindungsgeraden S, von ¢, und ¢ schiieBlich alle mit der
Lotrichtung zu den Hyperebenen von b Winkel bilden, die be-
liebig wenig von 2717 abweichen. Wegen der Kompaktheit von
K enthilt die Folge der ¢, bzw. ¢ eine Teilfolge von Punkten
7. bzw. 7, derart, daB die 7, bzw. g/’ mit » — co gegen einen
Punkt ¢’ & K bzw. ¢'" & K konvergieren und die Verbindungs-
geraden S, von 7. und ¢.' gegen eine durch ¢’ und ¢'' gehende
Gerade S, die in einer Hyperebene A* & b liegt (weil die Win-
kel der S, mit der Lotrichtung zu den Hyperebenen von b gegen
2717 konvergieren). Da K mit /A* hochstens einen Punkt ge-
meinsam hat (Ziff. (III)), ist ¢’ = ¢"/, also S Paratingente an X
und in 7* & b gelegen, im Widerspruch zur Vor, des Satzes.

1.4. Die Menge M CE,, n > 2, heille vom (starken) Kompo-
nentenordnungswert £, wobeli £ > 1, wenn M ~ H fiir
jede Hyperebene /7 (des Z,) maximal 2 Komponenten (d. h.
grofite, zusammenhingende Teilmengen) besitzt. Sind die Kom-
ponenten von M ~ /A simtlich einpunktig fur jede Hyperebene
£, so sagen wir, A/ besitze den (starken Punkt-) Ordnungs-
wert k. Enthilt M ~ H fur (mindestens) ein // mehrpunktige
Komponenten, so heile M von wwnendlichem (starkem Punkt-)
Ordnungswert. Es gilt nun der

Satz. Vor. Es sei B ein einfachker Bogen in E,, n> 2.

n!

Beh. Besitzt B den Komponentenordnungswert k, so auch den
schwachen (Punkt-) Ordnungswert kb (£ > 1).

Bew. (1) Ist /7 eine Hyperebene und X eine mehrpunktige Kom-
ponente von B ~ A, so ist K ein abgeschlossener Teilbogen von
B. — (2) Die Hyperebenen A mit diskontinuierlichem? B ~ /A
liegen dicht im Raum der Hyperebenen. Namlich: Andernfalls
existiert ein H' derart, daB B ~ A fir jede, zu H' hinreichend
benachbarte, zu /A’ parallele Hyperebene A mindestens eine
mehrpunktige Komponente K (/) besitzt. Da die K (/) fremd

7 Eine Punktmenge (des £,)) hei3t diskontinuicrlich, wenn sie kein Konti-
nuum enthilt. Eine in sich kompakte Punktmenge besitzt, wenn diskonti-
nuierlich, nur einpunktige Komponenten. (Vgl. [7], S. 152.)
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sind fiir verschiedene &, so liefern diese A tiberabzihlbar viele,
paarweise fremde (mehrpunktige) Teilbogen von B. Es gibt in-
des nur abzihlbar viele derartige Teilbogen. — (3) Nun besitzt
aber B den schwachen (Punkt-) Ordnungswert 4, wenn die
Hyperebene /' mit diskontiunierlichem B ~ /' dicht liegen im
Raum der Hyperebenen (und wenn, wie in der Beh. unseres Sat-
zes angenommen, B den Komponentenordnungswert £ besitzt,
vgl. [2], Nr. 3.2.).

1.5. Wichtig ist ferner der folgende Zusammenhang zwischen
Komponenten- und Paratingentenordnungswert einfacher Bogen.

Hilfssatz, Vor. Zs sei B ein einfacker Bogen im [, wmit
n > 2. Es existiere (mindestens) eine Hyperebene H, deren Durch-
schnitt mit B mindestens (£ 4 1) Komponenten besitzt (£ > 1).

Beh. Beziiglich des Biischels paralleler Hyperebenen, welchem
H angehort, besitzt B mindestens den Paratingentenordnings-
wert k; genauer: Es existieven Paratingenten in mindestens k,
nicht in H gelegenen, untereinander verschiedenen, inneren

(gewdhnlichen oder verldngerten) Punkten von B, die zu H paral-
lel sind.

Anmerkung. Der Fall, daf} die gleiche Gerade Triger von Pa-
ratingenten mit verschiedenen Bertthrungspunkten ist, wird zu-
gelassen (Vgl. Nr. 1.1.3.).

Bew. Es seien K, ..., K;,; Komponenten von D = B ~H
derart, dal3 die X, in der angegebenen Reihenfolge auf B auf-
einanderfolgen (d. h. daB3 X, auf B etwa vor K, , liegt, » =
=1, ..., £). Als Komponenten der abgeschlossenen Menge D sind
die K, abgeschlossene,® paarweise fremde Teilmengen von B. Da-
her existieren £ abgeschlossene Teilbogen By, . .., B, von B der
folgenden Beschaffenheit: Die B, sind untereinander fremd und
zu den K, fremd bis auf hochstens Endpunkte; und zwar gehért
von den Endpunkten von B, einer zu X, und der andere zu
K, 1, »=1, ... 4 Jedes B, enthilt Punkte, die nicht zu A/
gehoéren. Wegen der Beschrinktheit von B, existiert daher eine

8 Die Komponenten der beschriinkten, abgeschlossenen Mengen &7, sind
abgeschlossen. (Vgl. [7], S. 152.)

21*



304 Otto Haupt

zu A parallele (also von /A verschiedene) Stiitzhyperebene an 3,
in einem énneren Punkt ¢, von B,. GemiB Nr. 1.1.4.1. existiert
daher in ¢, eine zu A parallele Paratingente an &, und mithin
an B. Die ¢4, . . ., ¢, sind untereinander verschieden, aber auch
verschieden von den Endpunkten von B; diese Endpunkte kon-
nen namlich — sofern sie tiberhaupt zu gewissen der B, gehoren -
héchstens Endpunkte von B, bzw. B, sein.

1.6. Eine Menge M des £, n > 2, heille vom Rang r, wenn
eine »-Ebene, aber keine (» — 1)-Ebene existiert, in welcher &/
enthalten ist; 0 << » < #. Im Falle » = 1 bzw. » = 2 — 1 heille
M auch [linear baw. hypereben, im Falle » < % — 1 entspre-
chend Zdchstens-hypereben. Fir jedes Kontinuum vom Range
n, welches den schwachen (Punkt-) Ordnungswert # besitzt, gilt
n <t (vgl [3], 5. 42, Nr. 1.2.). Da ein einfacher Bogen ein Kon-
tinnum ist, folgt aus dem soeben Bemerkten zusammen mit
Nr. 1.4. der

Satz. Vor. Ls sei B ein einfacher Bogen vom Rang n im I
n > 2,

n

Beh. Besitzt B den Komponentenordnungswert t, so ist n < {.

Folgerung. Vor. (1) Es sei B ein einfacher Bogen im [, mit
n > 2. —(2) Der Rang von B sei n. — (3) Fs besitze B den Para-
tingentenordnungswert £ mit b < n— 1.

Beh. (1) KEs besitzt B den Komponentenordnungswert n. —
(2) Esist b = n—1.

Bew. Fir den Komponentenordnungswert # von B folgt aus
Vor. (2) und dem vorstehenden Satz, daf3 » < z. Zufolge Vor. (3)
und Nr. 1.5. ist aber # < %. Somit gilt # = »#. Aus # = » und
Nr. 1.5. folgt dann & = » — 1.

1.6.1. Wir benétigen spiter die Tatsache, dal — kurz gesagt — in
jeder Ecke eines einfachen Bogens unendlich viele Paratingenten
an den Bogen mit der Ecke als Berlihrungspunkt existieren, die
samtlich in einer 2—Ebene liegen. Zu dem Zwecke beweisen wirden

Satz. Vor. (1) Im L, mit n > 2 seien A und B einfacke Bogen
mit gemeinsamem Endpunkt c. — (2) In ¢ existiere sowohl an A
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als an B genau eine Halbtangente h 4 bzw. hy. — (3) Die Trdger-
geraden von hy und hy seien verschieden; die von h, und g
aufgespannte 2-Ebene sei R. — (4) Es sei G eine Gerade durch ¢. -
(5) Es sei G Paratingente in ¢ weder an A noch an B (Es sei also
G insbesondere weder Triager von 4, noch Triger von /).

Beh. Es ist G Paratingente inc an C = Ao B genau dann,
wenn G in R liegt und wenn H 4, H 3 beide in der gleichen, durch
G berandeten, abgeschlossenen Halbebene von R liegen.

1. Zusatz. Besitzt sowohl 4 als B in ¢ genau eine Paratingente,
so folgt die Beh. aus Vor. (1)-(4) [also ohne Vor. (5)].

2. Zusatz. Unter den Vor. (1)=(3) besitzt € = 4w B im £,
mit 7z > 3 unendlichen Paratingentenordnungswert (beziiglich
eines jeden Biischels, dem eine die 2-Ebene & enthaltende Hyper-
cbene angehdrt).

Bew. Betr. Dann. (1) Essei y der von % 4 und /%, gebildete Win-
kel kleiner als z, also 0 <y < st. Fernersei K(A4,n) bzw. K (B, 1)
der (#-dimensionale) offene Rotations(halb)kegel mit ¢ als Spitze,
mit /% , bzw. mit %, als Achse und mit dem Offnungswinkel 3, wo-
bei o <7 < 272y. Mit @b bzw. mit |aéd| bezeichnen wir die
Verbindungsgerade bzw. den Abstand der Punkte ¢ und 4. —
(2) Es sei nun & eine Gerade, die der in der Beh. formulierten
(als hinreichend nachzuweisenden) Bedingung genigt. Zu zei-
gen ist: G ist Paratingente in ¢ an €. Dazu genligt der Nachweis
der Existenz von @, & A4, b, & B mit a, 4 4,, mit a, + ¢, b, F ¢,
¢=lima, = lim 4, und mit G = lim a, &, {Ur » - co. Konstruk-
tion der a,, 4,: Es sei Q eine zu R orthogonale,® zu G parallele
Hyperebene, die nicht fremd ist zu 4 und B, die aber den Punkt¢
nicht enthilt; ein solches O existiert und werde im Folgenden
festgehalten. Es gibt dann eine Folge von Hyperebenen Q,, die
parallel sind zu @, in denen ¢ nicht enthalten ist und deren Ab-
stand von ¢ gegen Null konvergiert mit » — oco. Zu einer belie-
big vorgegebenen, monotonen Folge positiver Zahlen 7, mit
5, — o fiir s — 0o ecxistiert eine monotone Folge von Indizes

® d. h. Q enthilt eine (7 — 2)-Ebene, die orthogonal ist zu &; vgl. dazu
Fufinote 10.
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7 (s) mit 7 (s) — oo fiir s — 0o derart, dafl A, = K (4, n,) ~ 4
A Q, sy sowie B, = K (B, 1,) ~n B ~(Q,, beide nicht leer sind. Es
sel etwa @, & A4, und 4, & B,, ferner a: bzw. b: die (Zentral.)
Projektion aus ¢ von ¢, bzw. 4_in Q. Dann ist @, 4, parallel zu
a,b, und a' = (k4 Q) = lim a, sowie &' = (hy ~ Q) = lim &/,
wobei @' == &, also @'’ = lim a;4,. Daraus folgt, daB lim a6,
existiert, parallel zu &' 4’, also zu G ist und durch ¢ geht. Somit
ist G =lima, b, w.z. 2. w. - Betr. Nur dann. Es sei also G Para-
tingente in ¢ an € = 4w B, aber weder an 4 noch an B in ..
Es ist also ¢ = lim a, 4, mit ¢, & A — (¢) und b, & B —(¢) sowic
mit ¢ = lim ¢, = lim 4,. Wie im Beweis betr. Dann w#hlt man 0
und zeigt: Zu jeder monotonen Nullfolge positiver Zahlen 7, exi-
stiert eine monotone IFolge von Indizes 7 (s) mit 7 (s) — oo der-
art, daB fir o' = a,(, und bl = b, gilt: a! € K (A4, 3)~A4
und 6 € K (B, 5) ~ B (neben a.' — ¢, b — ¢ fir s — o).
Weiter werde jetzt a, als die Projektion von @, aus ¢ in Q und 4/
auf der Halbgeraden durch 4 mit ¢ als Anfangspunkt so ge-

wihlt, daB [élc|:]6'c| = |alc|:|alc|, daB also @ 4! par-
allel zu a.' 6! ist. Da Q parallel zu G ist und G = lim a6
gilt neben &' = /1, ~Q = lim a] auch &' = /i, ~Q = lim 4,

mithin &6’ C R. Daraus folgt G C R, w. z. z. w.

Betr. Zusatz 1. Nach der Annahme im Zusatz ist der Triger
von /%, bzw. von %, die einzige Paratingente in ¢ an 4 bzw. 5.
Zum Bew. der Beh. brauchen daher nur Gerade betrachtet zu
werden, die auch der Vor. (5) geniigen. Damit ist man auf den
im Satz betrachteten Fall zuriickgefithrt. (Ubrigens folgt aus
der Einzigkeit der Paratingente an A4 in ¢ schon die Existenz von
/). — Betr. Zusatz 2. In der 2-Ebene R gibt es unendlich
viele Geraden durch ¢, welche den Vor. (4) und (5) des Satzes
gentigen, mithin (gemil des Satzes) Paratingenten in ¢ an C
sind.

1.6.1.1. Bekanntlich besitzt jeder Bogen von endlichem (Punkt-)
Ordnungswert in jedem seiner Punkte genau eine vordere und cine
hintere Halbtangente (im Falle eines Endpunktes nur eine vor-
dere bzw. hintere). Wir benétigen einen entsprechenden Satz
auch fir einfache Bogen von endlichem Komponentenordnungs-
wert.
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Satz. Vor. Ls sei A ein einfacher Bogen im E, mit n > 2.
Aupferdem sei A von endlichem Komponentenordnungswert.

Beh. In jedem Punkt von A existiert genau eine vordere bzw. hin-
tere Halbtangente (in den Endpunkten nur die vordere bzw. nur
die hintere).

Bew. Es seien 4/, A" zwel verschiedene z. B. vordere Halbtan-
genten an A4 im Punkt ¢ € 4. Es sei L diejenige (7 — 2)-Ebene
durch ¢, welche orthogonall® ist zu derjenigen 2-Ebene, in der
/' und 4" enthalten sind. Das Hyperebenenbiischel mit der
Achse L sei b. Da 4 und %47 vordere Halbtangenten an A4 in ¢
sind, existiert eine Folge abgeschlossener, paarweise fremder
Teilbogen 7, aus einer vorderen Umgebung von ¢ auf 4 mit fol-
gender Eigenschaft: Sind a., @' die Endpunkte von 7, so gibt
es eine Nullfolge positiver 7, derart, daBl ¢, € X, und o € K,
wobei K. bzw. K" den Rotations(halb)kegel mit ¢ als Spitze, mit
7' bzw. /' als Achse und mit dem Offnungswinkel #, bezeichnet.
Da /' == 4" ist, sind K. — (¢) und K" — (¢) fremd fiir schlieBlich
alle ». Es gibt also Uberzdhlbare viele Hyperebenen A’ aus b
(namlich zu schlieBlich allen X — (¢) und K" — (¢) fremde), deren
jede mit schlieBlich jedew: der 7T, innere Punkte gemeinsam hat
(d. h. fur jedes » > N, mit fir alle /' gleichem /). Unter diesen
/" kénnen aber nur abzahlbar viele vorkommen, deren Durch-
schnitt mit (mindestens) einem der 7, mehrpunktige Komponen-
ten besitzt. Denn jede solche Komponente ist ein Teilbogen von
A (vgl. Nr. 1.5., Bew.) und fiir verschiedene 7/’ sind diese Teil-
bogen fremd. Andererseits gibt es nur abzihlbar viele, paarweise
fremde Teilbogen von 4. Es gibt daher solche 7', deren Durch-
schnitt mit jedem der 7, nicht leer ist und nur einpunktige Kom-
ponenten besitzt. Der Durchschnitt eines solchen A’ mit A4 be-
sitzt also unendlich viele Komponenten, im Widerspruch mit
der Vor.

1.6.2. Nun ergibt sich noch der

Hilfssatz. Vor. Es sei n > 3 und B ein einfacher Bogen im E,»
Der Rang von B set mindestens 2 und hiochstens (n—1).

1 L ist orthogonal zu R besagt: Jede Gerade durch ¢, die gleichzeitig zu
7" und 2'" orthogonal ist, liegt in L. Es gibt genau ein solches Z.
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Beh. Es besitzt B den Paratingentenordnungswert Unendlich,
d. h. es existicren Hyperebenen H so, dafi B unendlich viele (ver-
schiedene) Paratingenten besitzt, die zu H parallel sind.

Beispiel. Zu den Bogen B im /£, mit #» > 3, welche den Vor-
aussetzungen des Hilfssatzes geniigen, gehéren die Vereinigun-
gen zweier Strecken mit gemeinsamem IEndpunkt, die nicht den
gleichen 7wrdger besitzen, d. h. nicht auf der gleichen Geraden
liegen.

Bew. (1) Es sei » der Rang von B, also 2 <7 <#u-—1,und Z,
die B enthaltende »-Ebene. Es sei /7 eine zu L, fremde Hyper-
ebene; solche A (im £,) gibt es wegen » < # — 1. Dann ist jede
Paratingente an B parallel zu Z; denn jede Paratingente an B
liegt in Z,. — (2) GemiaDB (1) genligt es zu zeigen, dafl B unend-
lich viele Paratingenten besitzt. Es sind nun nur folgende Fille
moglich: Entweder existiert ein Teilbogen 7" von B, der /eine
Strecke als Teilbogen enthdlt. In jedem inneren Punkt p von 7T
existiert dann (mindestens) eine Paratingente 7 an 7, also an 7;
dabei gehdrt p nicht zu einem verlingerten Punkt von 5 auf 2.
Die unendlich vielen inneren Punkte von 7 liefern also unendlich
viele Paratingenten an B, die (im Sinne der Festsetzung von
Nr. 1.1.3.) verschieden sind. ~ Oder B ist abgeschlossene Hiille
einer Vereinigung von (abzihlbar) wnendlich vielen grifiten, bis
auf héchstens Endpunkte paarweise fremden Strecken, etwa 73,
7, . .., deren jede abgeschlossen ist; denn es soll nach Vor. 5
ein einfacher Bogen sein. Die Trigergeraden dieser Strecke
liefern daher Paratingenten an B in unendlich vielen verschiede-
nen, je verlingerten Punkten auf diesen Geraden. Somit existie-
ren wieder unendlich viele (im Sinne von Nr. 1.1.3.) verschiedene
Paratingenten an B. — Oder es ist B Vereinigung von endlich
vielen grifiten Strecken. Wegen » > 2 gibt es (mindestens) zwei
unter diesen Strecken, etwa S’ und S”, die einen Endpunkt ¢
gemeinsam haben und deren Vereinigung V7 den Rang 2 besitzt.
In ¢ sind aber fiir V' die Voraussetzungen (1)—(3) des Satzes in
Nr. 1.6.1. erfilllt, wenn 4 = S5 und B = S" gesetzt wird. Daher
ist der 2. Zusatz zu diesem Satz anwendbar.

1.6.2.1. Der eben bewiesene Hilfssatz liefert folgendes Kriterium
dafiir, daB ein einfacher Bogen eine Strecke ist.
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Satz. Vor. (1) Es sei B ein einfacher Bogenim E, mitn > 3.~
(2) Der Rang von B sei nicht grifier als (n—1). — (3) Der
Paratingentenovdnungswert t von B sei endlich.

Beh. Esist B eine Strecke und daher ¢ = 1.

Bew. Ist der Rang »von B groBer als 1 (und kleiner als #), so ist
der Paratingentenordnungswert von A Unendlich (Gemil
Nr. 1.6.2., Hilfssatz). Flir » = 1 ist aber B eine Strecke.

1.7. SchlieBlich benétigen wir einige Feststellungen hinsichtlich
des Paratingentenordnungswertes bei geewissern Kontinuen mit
Verzweigungspunkten. Wir bemerken:

Hilfssatz, Vor. (1) fin E, mit n > 2 set p gemeinsamer LEnd-
punkt von dret einfachen Bogen A, 1 = 1, 2, 3, — (2) Dabei soll
der Durchschnitt je zweier der Bogen A; keine Umgebung von p
auf auch nur einem dieser beiden Bogen A, enthalten.

Beh. st H eine belicbig wvorgegebene Hyperchene durch p, so
existiert in p eine Paratingente an A = Ay Ay o Ag, dic in H
enthalten ist.

Bew. Nur folgende beiden Fille sind méglich: 1. 7a/l. Unter
den A; gibt es (mindestens) eines, etwa A, das in p eine in X
gelegene (Halb-)Tangente besitzt. Da jede Tangente in p an 4,
zugleich Paratingente an 4; und daher an 4 in p ist, folgt die
Beh. - I1. Fall. Keines der A4;, i = 1, 2, 3, besitzt in p eine in A
liegende Tangente. Dann gibt es (mindestens) zwei unter den
A, etwa A; und A,, derart, daB (mindestens) eine Halbtangente
in p an 4, und (mindestens) eine in p an 4,, abgesehen vom Punkt
2 selbst, ganz im gleichen offenen, z-dimensionalen, von A be-
grenzten Halbraum /7 liegt. Daher hat jede in £ gelegene, zu A
parallele und hinreichend benachbarte Hyperebene A’ mit A,
(mindestens) einen Punkt ¢; und mit A4, (mindestens) einen Punkt
7, gemeinsam; auf Grund der Vor. (2) gibt es unter diesen A’
solche zu # beliebig benachbarte, fiir die ¢; == ¢, gewihlt wer-
den kann. Ahnlich wie in Nr. 1.1.4.1., Hilfssatz, Bew., ergibt
sich daraus die Existenz einer Paratingente an 4, U A, und da-
mit an 4 in p, die in A liegt; w. z. z. w.

1.7.1. Mit Hilfe der Nr. 1.7. ergibt sich weiter der
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Hilfssatz. Vor. (1) und (2) wie in Nr. 1.7., Hilfssatz (n > 2). -
(3) (Mindestens) eines der A,, etwa Ay, besitze einen Kompo-
nentenordnungswert, der nicht kleiner als % ist (£ > 1).

Beh. Der Paratingentenordnungswert von A = A;w Ay o 4,
ist nicht kleiner als k.

Bew. (I) Nach Vor. (3) existiert eine Hyperebene 77, deren Durch-
schnitt mit 4; mindestens £ Komponenten besitzt. — (IT) Ferner
gibt es (gemafl Nr. 1.7.) mindestens eine (zu / parallele, ev. in
H gelegene) Paratingente an 4 in p. — (I1I1) Fiir £ = 1 folgt die
Beh. aus Ziff. (I) und (IT). — (IV) Ist aber 2 > 2, so besitzt 4,
(zufolge (I) und Nr. 1.5.) zu A parallele Paratingenten in min-
destens (#— 1) verschiedenen, inneren, insbesondere also von p
verschiedenen Punkten von A;. Dazu kommt gemdB Ziff. (II)
noch eine, zu /7 parallele oder in / gelegene Paratingente im
Endpunkt p von 4.

1.7.2. Schlie@lich gehért hierher noch der

Hilfssatz, Vor. (1) Es seien Ay und A, einfache Bogen in I,
n 2> 2, mit einem gemeinsamen Endpunkt p. — (2) In p besitze
B = Ay Ay eine Spitze, d. h. in p existiere an Ay sowoll
als an Ay genaw eine Halbtangente, und beide Halbtangenten fal-
len zusammen (mit der einzigen Halbtangente an Bin p). - (4) Der
Durchschnitt Ay ~ Ay enthalte keine Umgebung von p weder auf
Ay nock anf A,.

Beh. /n jeder Hyperebene H durch p liegt (mindestens) eine
Paratingente an B in p.

Bew. (I) Entweder enthilt / die Trigergerade (den Trager) f
der Halbtangente an A in p. Es ist aber f Paratingente an £ und
daher die Beh. richtig. — (IT) Oder f liegt nicht in /7. Dann ist //
Stiitzhyperebene an B in p und der Beweis der Beh. verlduft ent-
sprechend wie im Fall II. des Beweises fur den Hilfssatz der
Nr. 1.7.

§ 2. Kontinua im E_ ohne n richtungsabhingige Paratingenten
(n > 2)

Nach den Vorbereitungen in § 1 gehen wir an den Beweis der
in der Einleitung angegebenen Sitze.
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2.1. Zunichst wird gezeigt

Satz. Vor. (1) Es sei b ein Biischel paralleler Hyperebenen im %,
mit 7 > 2. ~ (2) Es sei K ein Kontinuum im £,, das in keiner
Hyperebene aus b enthalten ist. — (3) Diejenigen Hyperebenen
H' aus b, in denen Paratingenten an K enthalten sind, bilden
eine in b nirgends dichte Teilmenge n' von b.

Beh. (1) Es ist X darstellbar als Vereinigung von abzihlbar
vielen, b-einfackhen, halboffenen oder offenen'™ Bogen A, die
untereinander sowie zu allen /7' € v’ fremd sind, und von den
Durchschnitten D' = A’ ~ K fiir alle 7/ € n’. Jeder abgeschlos-
sene Teilbogen eines jeden A ist b-dehnungsbeschrinkt (und ein
einfacher Bogen).

(2) Es ist n" abgeschlossen in b. Jeder der in Beh. (1) genannten
Bogen A, miindet! in genau einem /7" oder in genau zweien der
A'. Im ersteren Falle wird das betreffende 4 als ein Stackel S,
(relativ b) bezeichnet, im letzteren Fall als éberbriickend oder als
eine Briicke B, (relativ b). Jeder Stachel ist ein halboffener, jede
Briicke ein offener (b-einfacher) Bogen.

22) Miindet die Briicke B, in /7| und /;, so liegt ,,zwischen*
H{ und /7, in b kein ' & n'.

2b) In einem (beliebigen) /' & v’ miinden héchstens endlich
viele Briicken — falls iberhaupt solche Briicken existieren. Da-
gegen koénnen in einem A’ & n' abzihlbar wunendlich viele Sta-
¢heln minden.

(3) Enthilt n” mindestens 2 Hyperebenen A’ (in denen also Para-
tingenten an K liegen), so miindet mindestens eine Briicke in
jedem H' & n', das in b mindestens eine einseitige, kein ' & n’
enthaltende Umgebung besitzt; falls dabei n’ insbesondere end-
lich ist, miindet in jedewz H' & 1’ mindestens eine Briicke (weil

! Ein b-einfacher Bogen heile offen bzw. halboffen, wenn er sich vermége
b (ein-cindeutig) in eine offene bzw. halboffene Strecke (Intervall) projiziert.
Unter einem abgeschlossencn Bogen wird immer ein einfacher Bogen im Sinne
der Definition in Nr. 1.1.4 verstanden.

2 Eine Menge A miindet in einem Punkt s, wenn s Beriihrpunkt von 47,
wenn also s € A7 ist. Und A7 miindet in einer Menge &V, wenn 47 in (minde-
stens) einem Punkt von /N miindet.
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dann jedes A’ &€ n’ eine solche Umgebung besitzt). — Besteht da-
gegen ' aus einer einzigen Hyperebene /', so miindet in /',
genauer in A’ ~ K, mindestens ein Stachel (und Briicken exi-
stieren nicht).

Zusatz. Die Vor. (3) des Satzes ist jedenfalls dann erfiillt, wenn
K endlichen Paratingentenordnungswert relativ b besitzt. /sf
speziell dieser Paratingentenordnungswert (von X relativ b) Null,
also 1’ Jeer, so ist K ein einfacher (sogar ein b-einfacher, abge-
schlossener) Bogen (gemil3 Nr. 1.3., Satz).

Bew. Da der Fall eines leeren n’ durch Nr. 1.3., Satz, erledigt
ist, wird im folgenden Beweis 0 stets als mindestens ein H' ent-
haltend angenommen. — (I) Es gibt zwei Stiitzhyperebenen aus b
an K, etwa G', G & b derart, daB K im Durchschnitt € zweier
von G’ bzw. von G’ berandeter, abgeschlossener Halbraume ent-
halten ist (vgl. Nr.1.3., Satz, Bew., (II])). Es sei Q ein abgeschlos-
sener, z-dimensionaler Quader, in dem A enthalten ist; zwei der
Seiten von @ sollen in G’ bzw. G liegen, wihrend die anderen
Seiten von Q fremd sind zu X. Die Projektion von € vermége b
auf eine zu G' orthogonale Gerade /7, d. h. der Durchschnitt von
C mit F, ist ein abgeschlossenes Intervall (Strecke) /. Die 7z b
nirgends dichte Menge w' derjenigen Hyperebenen /7' & 6, in
welchen Paratingenten an K liegen, zs¢ abgeschlossen (in b), weil
jeder Limes von Paratingenten wieder Paratingente ist (vgl.
Nr. 1.1.1.). Und n’ projiziert sich (vermdge b) in eine abgeschlos-
sene, nicht leere, nirgends dichte Teilmenge &V von /. Bezeich-
net man mit / das grofite offene, in / enthaltene Intervall, so ist
N ~ ] Komplement einer Vereinigung von abzihlbar vielen,
paar%eise fremden, offenen Intervallen /, C /;0 = 1,2,...B
Jedes 7 ist Vereinigung (Limes) einer aufsteigenden Folge ab-
geschlossener Intervalle /,,, = = 1, 2, .. .; dabei ist /, bzw. /,,
Projektion vermdége b eines Teilquaders @, von Q bzw. eines ab-
geschlossenen Teilquaders Q,, von Q,. — (I Es ist K, , = K ~ O,
beschrinkt und abgeschlossen; aulerdem liegt keine Paratin-

13 Es besttzt /V, wenn iiberhaupt einseitige Hiufungspunkte, dann nur ab-
zihlbar viele; jeder dieser ist Endpunkt eines /,. Britcken und Stacheln miin-
den (hochstens) in solchen #7 €0, die den Endpunkten eines /,, also den
isolierten Punkten und den einseitigen Hiaufungspunkten von V entsprechen.
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gente an K,  in einer Hyperebene aus b. Daher ist jede mehr-
punktige Komponente von K, ein Kontinuum,® fiir das die Vor-
aussetzungen von Nr. 1.3., Satz, erfiillt sind. Jede solche Kom-
ponente ist also ein einfacker (b-einfacher und b-dehnungsbe-
schrinkter) Bogen B. Es seien Z,, und H,, diejenigen beiden
Hyperebenen aus b, in denen die Endpunkte von /,, liegen. Fiir
jeden der Bogen A liegt (mindestens) einer seiner Endpunkte in
einer der Hyperebenen HQI,, é/,, denn der durch Wegnahme der
Endpunkte aus B entstehende b-einfache offenel® Bogen B5* ist
Komponente der (in K, offenen) Menge Kgr—Hglr — Hé', =M,,,
weil andernfalls B echte Teilmenge einer zusammenhingenden
Teilmenge von K,, wére, also B nicht Komponente von X,,.
Jede Komponente von M, miindet aber in HQ'T oder in H,’,
(vgl. z. B.[6], S. 118).132 Ferner sind die abgeschlossenen Bogen Z
paarweise fremd als verschiedene Komponenten der (abgeschlos-
senen) Menge K,,. SchlieBlich sind D, = K ~H,, und
D,, = K ~ H,, endliche Mengen, weil andernfalls 77, oder 4,
cine Paratingente an X enthilt (gemdB Nr.1.1.1.; denn D, _, D,
sind kompakt (und abgeschlossen)). Daher ist X,, Vereinigung
endlich vieler, b-cinfacher (und b-dehnungsbeschrankter), ab-
geschlossener, paarweise fremder Bogen 5,, sowie endlich vieler
(ev. keiner) einpunktiger Teilmengen von D,;, und Dg',, die unter-
einander und zu B,, fremd sind. — (Il 1) Unter den B,, gibt es
mindestens einen, der in /,, und in H,,, mithin in Dé, und in
D! miindet, also eine Briicke zwischen [179'T und Hg”, In der Tat:

et

Nach dem Briickensatz (vgl. z. B. [6], S. 118) gibt es mindestens
eine Komponente X’ von ¢ = K—Dé,—D” die sowohl in

T?
D, als in D), miindet. Ist nun R’ bzw. R éerjenige von H,.
bzw. von A, begrenzte, offene, n-dimensionale Halbraum, der
fremd ist zu £, und setzt man M’ = R ~ K sowie /"' = R"~ K
sowie C,, = K,,— Dy, — D, so gilt C = Mo C,.w M
Da M', M" und C,, paarweise fremd sind sowie offen in C, ist
jede Komponente von € ganz in einer dieser drei Teilmengen
von C enthalten. Und weil D, bzw. Dé, nicht zur Begrenzung
von M’ bzw. von M'" gehért, muB die in D, und D, miindende

Komponente K’ von C Teilmenge von C,, sein. Nun sind aber

13a Es besitzt also M, keine cinpunktigen Komponenten.
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die B,, nach Wegnahme ihrer Endpunkte gerade die Kompo-
nenten von C,, (Vgl. auch Ziff. (IT) dieses Beweises betr. den
Teilbogen B von K,.). Daher ist X' gleich einem der By —
(II?) Geht man von X,, zu K, .., iiber, so erweisen sich unter
den endlich vielen Punkten von D, oder Dé', jedenfalls diejeni-
gen, welche fremd sind zu den 5,,, als Punkte von mehrpunk-
tigen Komponenten von X, .., folglich als Endpunkte b-ein-
facher Bogen. Fiir 7 - co ergibt sich nun: Es ist &£ ~ Q, Ver-
einigung von abzidhlbar vielen, b-einfachen, paarweise fremden
Bogen, deren jeder in (mindestens) einer der Hyperebenen aus
n’ miindet, die einen Endpunkt von /, enthilt; im allgemeinen
gibt es zwei solcher Hyperebenen, etwa 4,, H,, und mindestens
einer dieser Bogen miindet dann sowohl in #Z; als in /7, ist also
offen und eine Briicke (nur falls einer der Endpunkte von /, zu-
gleich Endpunkt von /ist, braucht diesem Endpunkt kein /7" < n’
zu entsprechen und es handelt sich dann um einen Stachel). Es
kann aber nur endlich viele solche Briicken (zwischen /| und 77,)
geben. Denn jede Briicke hat mit jeder, zu /, nicht fremden Hy-
perebene aus b (genau) einen Punkt gemeinsam. Gibt es also un-
endlich viele Briicken zwischen 77y und /,, so enthilt, da die
Briicken paarweise fremd sind, jede der zu /, nicht fremden
Hyperbenen aus b unendlich viele Punkte von X, also (gemil3
Nr. 1.1.1.) eine Paratingente an K, gehort aber nicht zu n’ (ge-
mil der Definition von /,). Daraus folgt die Beh. sowohl des
Satzes als des Zusatzes.

2.1.1. AnschlieBend sei erwihnt der

Hilfssatz. Vor. (1) [ E, mit n > 2 seien by, ..., b, Bischel par-
alleler Hyperebenen; diese b, seien linear unabhingig, d. h.
die (n-— 2)-dimensionalen Achsen der b, sollen linear unabhingig
sein,d v =1, ..., n. — (2) Es sei K e¢in Kontinuum® — (3) Fiir
Jjedes b, sei die Menge derjenigen Hyperebenen aus b,, in denen
Paratingenten an K enthalten sind, nirgends dicht in b,.

Beh. (1) £s ist K zusammenhingend im Kleinen. — (2) Jeder
Stachel S, und jede Briicke B; beziiglich eines (beliebigen) Bii-

1 Dies ist genau dann der Fall, wenn der Durchschnitt dieser 7 Achsen
leer 1st.
15 Es darf K auch fiir eines der b, in einem // € b, enthalten sein.
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schels b paralleler Hyperebenen miindet, wenn in der Hyper-
ebene I & b, dann in genau einem Punkt von H. Die abge-
schlossenen Hiillen S,, B; der S, und B, sind einfache Bogen
(d. h. topologische Bilder einer abgeschlossenen Strecke, vgl.
vgl. Nr. 1.1.4.).

Zusitze. (1) Die Voraussetzungen des vorstehenden Hilfssatzes
sind erfiillt, wenn X von endlichem Paratingentenordnungswert
ist. — (2) Ist die Voraussetzung (1) vorstehenden Hilfssatzes nur
fiur # — 1 (linear unabhingige) Biischel erfullt, so braucht X
nicht den Beh. (1) und (2) zu geniigen; dies gilt also insbesondere
flir die im Satz der Nr. 2.1. betrachteten Kontinua.

Bew. Betr. Bek. (1) (vgl. [9], S. 270 ff) (A) Es sei K inx & K
nickht zusammenhdngend im Kleinen. Dann gibt es eine feste
n-dimensionale, abgeschlossene Kugel € = € mit x als Zentrum
und eine Folge von Punkten x, & K mit x & x, und mit x, — x
fiilr » — co von folgender Eigenschaft: Die Komponente X,
von ('~ K, zu der x, gehért, ist fremd zu x, aber nicht fremd zur
(n — 1)-dimensionalen Sphire S = € — C, und zwar fiir jedes
r=1,2,...; die K, sind (Kontinua und) paarweise fremd; es
existiert ein Punkt ¥y, © S ~ K, und ein y & S mit y, — y fir
r —co. Wegen x & C ist x == y. — (B) Zufolge der linearen Un-
abhiangigkeit der b, gibt es eine natiirliche Zahl z mit 1 <z < #
derart, dal3 die Achse von b, fremd ist zur Verbindungsgeraden
von x und y. Mithin gibt es eine Hyperebene A & b, derart, dal
x und y sowie schlieflich alle x, bzw. v, im Innern verschiedener,
von / berandeter, z-dimensionaler abgeschlossener Halbriume
liegen; die gleiche Eigenschaft besitzt dann jede Hyperebene aus
einer Umgebung u von A in b,. Da K und X, Kontinua sind, da
ferner x,, y, € K, so gibt es eine natiirliche Zahl #, derart, daf3
der Durchschnitt eines jeden K, fir »y, <7 mit einem jeden
H' & u nicht leer ist. Jedes A" enthilt also unendlich viele
Punkte von X, d. h. eine Paratingente an X (vgl. Nr. 1.1.1.), und
diese /"' liegen nicht nirgends dicht in b,. Widerspruch zur Vor. —
Betr. Beh. (2). Indirekt. Die Briicke 7 oder der Stachel 7 moge
gleichzeitig in den Punkten x, y € # € b miinden, wobei x == y.
Dann gibt es also x, & 7= 7 — H (weil 7 fremd zu H) sowie
¥, € 7’ mit x, > x und y, — y fur » — oo derart, dal} x,, y, die



316 Otto Haupt

Endpunkte eines einfachen Bogens X, (namlich eines Teilbogens
von 7) und daB diese X, paarweise fremd sind.}%2 Auf x, x,;y, v,
lassen sich nun die Uberlegungen im Bew. betr. Beh. (1), (B) an-
wenden, — Betr. Zusatz (2). Es sei # = 2 und b = b, das Bi-
schel der Parallelen zur y-Achse des Z,. Es sei X das Sinusoid:
y=singtfiro<<ax<1;0<y<1firx=o0. Hierist x=0
die einzige Paratingente an K in b; und y = sinx~1fiiro < x <1
ist ein Stachel relativ b, der in jedem Punkt (o, y) mito <y <1
miindet.

2.2.1. Wir bemerken weiter

Satz. Vor. (1) Es sei b ein Biischel paralleler Hyperebenen im E,
mit n > 2. — Das Kontinwwm K sei in keiner Hyperebene aus b
enthalten. — (2) (a) Es sei K von endlichem Paratingentenord-
nungswert (also bezlglich eines jeden Bischels); (b) znsbeson-
dere seien Paratingenten an K enthalten gemaw in den b Hyper-
ebenenen Hy, .. ., H, aus b, wobei 1 < 4.

Beh. (A) /st k=1 und H, die (einzige) Hyperebene aus b, in der
Paratingenten an K enthalten sind, so ist Dy = Hy ~ K zusam-
menhingend. Und in Dy miindet mindestens ein Stachel (wih-
rend Briicken nicht existieren).

(B) Hingegen gilt fiir 2 < k folgendes :

(1) In jeder Komponente eines jeden D, =K ~H,, x=1,... 4
miindet mindestens eine Briicke B; zwischen I, und einer dev in
b zu H, benachbarien wunier den Hyperebenen Hy, ..., H,. -
(2) Jedes D, besitzt nur endlich viele (ein- und mehrpunktige)
Komponenten (x = 1, .. ., &).

1. Anmerkung. Bezliglich £ = o, d. h. des Falles, dal} in 4e:-
ner Hyperebene aus b Paratingenten aus b liegen, vgl. den Satz
in Nr. 1.3.

152 Zufolge der Annahme gibt es namlich innere Punkte x,, ¥, von T0'= A
mit x, — x und y, — ¥, dic simtlich verschieden sind. Ist &} = x, ¥, der
durch x, = x;, ¥y -y; begrenzte Teilbogen von 7, so ist .S; = TO'— K
Vereinigung fremder Teilbogen Tl', Tz'. Weil 7 aber b-einfach ist, sind
schlieBlich alle x) sowohl als y,, etwa fir » > #, innere Punkte eines der
7], T,, etwa von 7. Setzt man x, = x;, ¥, = ¥, so 1aBt sich auf 77 und
Ky = x5y, der gleiche Schlul anwenden wie vorher auf T‘; und A7; usw.
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2. Anmerkung. Die Vor. (2) (a) des Satzes wird nur beim Be-
weis von Beh. (B) benutzt. Statt der Vor. (2) (a) wiirden die Vor.
(1) und (3) des Satzes in Nr. 2.1.1. geniigen.

Bew. (I) Wir zeigen zunichst:

Lemma. Vor. (1) und (2) wie im Satz (Nr. 2.2.1.). — (3) Es sei
A mit1 < & < kbeliebigund H=H, sowie D = D, = K~ H,
gesetzt, Zu A ist in b unter den iibrigen #,, . . ., H, benachbart
entweder keine (4= 1) oder eine (&= 2) evtl. zwei (4 > 3),
etwa H' evtl. H' und H". - (4) Es sei D = | J;_, D, eine ,,Spal-
tung® von D in die » > 2 ,,Stiicke" Dé.m

Beh. (1) Falls 2 > 2, miindet in jedem Stiick D, mindestens eine
Briicke B; zwischen A und H' oder A", soweit H' existiert. —
(2) Falls £ = 1 ist, existiert keine Spaltung von 0 und in 2 miin-
det mindestens ein Stachel (aber keine Briicke).

Bew. des Lemmas. Betr. Beh. (1) (des Lemmas). Fall £2>2
(Wenn £ = 2, existiert /"' nicht.)

[1,1] Fur jedes p existieren (vgl. [2], S. 129, Nr. 2.1.1.) Um-
gebungen U, (in £,) von Dé sowie Hyperebenen g, Hy & b
von folgender Beschaffenheit: (a) Die U, sind paarweise fremd. —

(d) Jedes U, sowie / liegt in der offenen, von H; und H;' be-
grenzten (Parallel-)Schicht R, — (¢) Es ist Ry fremd zu A’ und
zu H'' (soweit H' existiert). — (d) Es gehort (Hy\w Hy) ~ U, zur
Begrenzung G(U,) von UQ; dabeiist (Hy v H) n U, = T, v T,

mit 7, C H,, T” C H,, wobei 7, und 7," abgeschlossen und
fremd sind. — (e) G( o — (T, T,) ist fremd zu K. - (f) Es ist
Hy UH(;'U(RO——H) fremd zu allen 7, x = 1, ..., A.

[1, 2] Ersetzt man Ay und #; durch Hyperebenen ., H, aus
b, die nidher an A liegen und wiederum A einschlielen, ferner
Ry durch die von /1, H, begrenzte offene Schicht R, und dem-
entsprechend U, durch UY = U, ~ Ry, so besitzen R, und U}
wieder die Eigenschaften [1,1], (a)~(f).

[2] Es sind H, und # nicht fremd zu (héchstens) endlich vielen
Briicken und Stacheln, die in A, /' oder ' miinden; denn in
Hy und H,' liegen keine Paratingenten an X (vgl. Nr.2

. S . .
18 D. h. es seien die Dy nicht leer, abgeschlossen in D und paarweise fremd.
22 Miinchen Ak. 8b, 1956
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Satz). Daher kann und sol/ Hy und Hy' so nahe an H gewdihit
werden (vgl. Ziff. [1,2]), daB die abgeschlossene Hiille ¥ der
Vereinigung aller iz H' v H" miindenden (also nicht in H,
d. h. nicht in D miindenden) Stacheln fremd ist zu R, oder, was

damit gleichbedeutend ist, fremd ist zu allen Tgl, Té', o=1,...,7
Es ist V" (abgeschlossene) Teilmenge von X.
[3] Es seien S,,, T =1, ..., £, diejenigen endlich vielen in D,

miindenden Stacheln, die nicht fremd sind zu 7, 7,". (Der
Fall, daB es keine S, gibt, (¢, = 0), wird eingeschlossen). Wir set-
zen Z, = (KinO) v (U:‘;ISN). Diese Z, sind abgeschlossen
und paarweise fremd. Ferner sind die Z, fremd zur Vereinigung
Wvon VmitK ~ (R v R'"), wobei R bzw. R'' den abgeschlos-
senen, von H' bzw. /' begrenzten Halbraum bezeichnet, in dem
H nicht enthalten ist; falls /' nicht existiert, sei &' die leere
Menge. Es ist W= Vv (K ~ (R R")) abgeschlossene Teil-
menge von X.

[4] SchlieBlich seien By, ..., B, dicin A, d. h, in D miindenden
Briicken; dabei £ > 2 und m > 1. Miindet nun z. B. in D keine
der Briicken B,, so ist Z, fremd zu W (U, B,) v (Up=2Z,)
=X. EsistalsoX abgeschlossenund K = X  Z;. Weder X noch
Z, sind leer (weil D] und D, beide nicht leer; denn » > 2). Somit
ist X« Z; eine Spaltung von K und folglich X nicht zusammen-
hingend; im Widerspruch damit, daB3 X ein Kontinuum ist.

Betr. Beh.(2) (desLemmas) Fall £= 1. Hier gibteskeine Hyper-
ebenen A', A", und keine Briicken; aber in 2 miindet (minde-
stens) ein Stachel, weil X nicht in /A enthalten ist. (Vgl. Nr. 2.1.,
Satz, Beh. (1)). Benutzt man wieder die beim Beweis der
Beh. (1) des Lemmas eingefiihrten Bezeichnungen, so sind hier
V und W leer, ferner X = | J;_,Z,, also K = _J; _, Z, eine Spal-
tung von K (weil » > 2). Widerspruch.

(II) Beweis des Satzes (Nr. 2.2.1.).
Die Beh. (A) folgt aus der Beh. (2) des Lemmas.

Die Beh. (B) ergibt sich so: (a) Jeder in D, = K ~ H, miinden-
den Briicke ist eindeutig sugeordnet ein Stiick D; einer beliebig
vorgegebenen Spaltung von D, und jedes Stiick dieser Spaltung
tritt bei dieser Zuordnung awch awf. Nimlich: In jedem Stiick

r
e=1
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miindet mindestens eine Briicke (gemifl Lemma, Beh. (1)).
AuBerdem kann eine Briicke, etwa B, nur in einem der Stiicke
D, miinden. Da nimlich K als von endlichem Paratingentenord-
nungswert angenommen ist (vgl. Vor. (2) (a)), sind die Voraus-
setzungen von Nr. 2.1.1., Hilfssatz bzw. Zusatz (1) erfiillt; ge-
méif der Beh. (2) dieses Hilfssatzes miindet aber jede Briicke (und
jeder Stachel) in genau einem Punkt von 7, also in genau einem
der Stiicke D, wenn sie (er) iiberhaupt in /Z, miindet. — (b) Ge-
mal Nr. 2.1., Satz, Beh. (2b), gibt es nur endlick viele, in D,
miindende Briicken. Wegen (a) ist aber die Anzahl der Stiicke
einer beliebigen Spaltung von D, nicht gréfer als die Anzahl #
dieser Briicken. Andererseits ist 0, in ¢ Stiicke spaltbar, falls
D, (mindestens) ¢ Komponenten besitzt (vgl. z. B. [2], Nr. 1.3.1.,
S. 126). Somit ist die Anzahl ¢ der Komponenten von D, héch-
stens gleich ¢#, also jedenfalls endlich. Ferner existiert auch eine
Spaltung von D,, deren Stiicke die ¢§ Komponenten von D, sind
(vgl. [2], Nr. 1.3.1.). Zufolge (a) mindet daher in jeder Kompo-
nente von D, mindestens eine Briicke. Damit sind Beh. (B) (1)
und (2) des Satzes bewiesen.

2.2.2. Ein wesentliches Teilergebnis des abschlieBenden Satzes
(Nr. 2.3.) ist enthalten in dem folgenden

Satz. Vor. (1) Es sei K ein Kontinuwm im E, vom Rang r(K) <
< n—1,wobei n> 2. — (2) Es besitze K endlichen Paratingenten-
ordnungswert (also je beschrinkien beziiglich eines jeden Biischels
paralleler Hypercbenen des E).

Beh. Es ist K eine Strecke.

Bew. Vollstindige Induktion. — (A) Fiir 2 = 2 klar. — (B) Es sei
also n 2> 3. Induktionsvoraussetzung. Der Satz sei richtig fiir
alle z mit 2 <t <n. — Induktionsbehauptung. Der Satz ist
richtig flir » = ¢ -

Bew. (I) Es sei X C £, und b ein Buschel paralleler Hyper-
ebenen in %, derart, da3 K in keinem A & b enthalten ist.
Solche b gibt es; da ndmlich A mehrpunktig ist, gibt es Punkte
2y ¢ & K mit p == ¢, also Hyperebenen A’ derart, daBl » und ¢
in verschiedenen, offenen, von /A’ begrenzten (#-dimensionalen)
Halbrdumen liegen, weshalb X weder in /' noch in einer zu A’

22*
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parallelen Hyperebene enthalten ist. Nach Vor. (2) gibt es hoch-
stens endlich viele Hyperebenen aus b, in denen Paratingenten
an K liegen; diese Hyperebenen, falls solche tiberhaupt existie-
ren, seien 4, ..., H,. Gemil Nr. 2.1., Satz (vgl. auch Nr. 2.2.1.,
Satz) gilt dann

K= (Usar (H, A K) Y (Uie1 B (U,215,);

dabei bezeichnen B, die Bricken und S, die Stacheln. Da die
Menge n’ von Hyperebenen in Nr. 2.1., Satz, hier endlich ist,
gibt es insgesamt nur endlich viele Briicken B, (vgl. Nr. 2. 1.,
Satz, Beh. (2b)); der Fall, daB} es keine A, oder keine B; oder
keine .S, gibt, ist ausdriicklich cinbegriffen.

(II) Alle Briicken B; und alle Stacheln S, (soweit vorhanden)
sind Strecken. In der Tat: Die B;, S, sind (b-)einfache Bogen
(gemaB Nr. 2.1.1., Hilfssatz, Beh. (2)), sie liegen im £, mit 7 >3,
ihr Rang ist nicht grofler als der von K, also nicht gréBer als
7 —1 und sie besitzen endlichen Paratingentenordnungswert
(als Teilmengen von K). Daher sind die Vor. von Nr. 1.6.2.1.,
Satz, fiir die B, und S, erfiillt (soweit solche B, und S, existie-
ren).

Folgerung. Im Fall 2= o ist K selbst ein einfacher Bogen der eben
erwdhnten Art, also eine Strecke. Damit ist fiir 2= o0 die In-
duktionsbehauptung bewiesen.

(ML) Die Annakhme £ > 1 fiihrt zu cinewr Widerspruch. In der
Tat:

(M, 1) Jede mehrpunktige Komponente C eines D, = K ~ 11,
ist eine Strecke. (Man beachte, dall gemial Nr.2.2.1., Satz,
Beh. (B) (2), die Anzahl der (ein- und) mehrpunktigen Kompo-
nenten von D, endlich ist.) In der Tat: Jede mehrpunktige Kom-
ponente C von D, ist ein Kontinuum von endlichem Paratingen-
tenordnungswert (weil dies von X vorausgesetzt wird). AuBlerdem
ist der Rang »(C) von C nicht gréBer als #»(K) — 1 = #-—2; denn
nach Konstruktion von b ist X in keinem /7 & b enthalten (vgl.
Ziff. (I)) und folglich ist r(K "H) <r(L ~"nH) = r(K)— 1,
wobei L der kleinste, X enthaltende lineare Unterraum von %Z |
also nicht in A enthalten ist. GemiB der Induktionsvorausset-



Bestimmung der Kontinua im £, 321

zung folgt aus ¢ C H, aus #(C) < # — 2 und aus der Tatsache,
daB3 Hein £, ist: Es ist C eine Strecke.

(IIL, 2 ) Jede Komponente C' eines D, = K ~H, ist einpunktig
(£ > 1). Ndamlich: Da X in keinem /7 € b enthalten ist, miindet
in C' eine Briicke I (falls £ > 2) oder doch ein Stachel I (jeden-
falls fur £ = 1). (Vgl. Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (B) bzw. (A).) Es
ist V eine Strecke (vgl. Ziff. (II)). Ist nun ¢’ mehrpunktig, also
Strecke (gemidB Ziff. (III, 1)), und mindet die Strecke V" in
einem Endpunkt von (7, so ist W = C'\ V' Vereinigung zweier
Strecken mit gemeinsamem Endpunkt, aber verschiedenen Tra-
gergeraden; miindet aber /7 in einem inneren Punkt von (7, so
ist in €'\ V ein ebensolches Streckenpaar enthalten, das wir
ebenfalls mit W bezeichnen. Wegen W C X, mit n > 3 besitzt
aber W unendlichen Paratingentenordnungswert (gemill Nr.
1.6.2., Hilfsssatz, Beispiel), im Widerspruch mit der Voraus-
setzung, dal3, X, also auch die Teilmenge W von X, endlichen
Paratingentenordnungswert hat.

(Il 3) Da D, nur endlich viele Komponenten besitzt, speziell im
Falle £ = 1 nur eine einzige (gemiBl Nr. 2.2.1., Satz), so existiert
keine Paratingente an die (endliche) Menge D, . Weil ferner die
Briicken und Stacheln (gemidfB Ziff. (I1)) Strecken sind, kénnen
Paratingenten an X, die in /7, liegen, nur dann auftreten, wenn
in einer Komponente, d. h. in einem Punkt p von D,_, mindestens
zwei unter den Briicken oder Stacheln minden und dann p
als gemeinsamen Endpunkt, aber verschiedene Trigergeraden
besitzen. Somit enthdlt X wiederum Streckenpaare der in Ziff.
(I11, 2) betrachteten Art, womit die Annahme, daB A, Paratin-
genten an K enthalten, sich als widerspruchsvoll erweist.

(I, 4) Aus Ziff. (ITI, 3) folgt, daB es keine Hyperebenen in b
gibt, in denen Paratingenten an K enthalten sind, d. h. daB die
Annahme £ > 1 widerspruchsvoll ist (fiir Biischel b, in denen X
nicht enthalten ist). In dem somit nur noch méglichen Fall £ = o
ist aber die Induktionsbehauptung richtig (gemiafB Ziff. (IT),
Folgerung).

2.3. Nunmehr sind simtliche Hilfsmittel vorhanden zur Bestim-
mung aller Kontinua im £, (mit » > 2), die einen Paratingenten-
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ordnungswert £ mit 1 < 4 < »# — 1 besitzen. Um das Ergebnis
auch fiir den Fall 2 = 2 kurz formulieren zu kénnen, bezeichnen
wir als einen Ste7n im £, jede Vereinigung von abzdhlbar vielen,
abgeschlossenen Strecken, die samtlich den gleichen Punkt p
als Endpunkt gemeinsam haben und deren jede eine grof3te
Strecke ist, d. h. nicht echter Teil einer Strecke mit dem End-
punkt p, die im Stern enthalten ist; der Fall, daB3 der Szern aus
einer einzigen Strecke besteht, sei einbegriffen.

Wir haben dann das

Theorem. Vor. (1) Zs sei K ein Kontinwwm im I, it n 2> 2. —
(2) Es besitze K einen Paratingentenordnungswert t mit t< n— 1.

Beh. (A). Zalls n > 3, ist entweder t = 1 oder ¢ = n—1. Fiir
t = 115t K eine Strecke; fiir t = n — 145t K ein einfacher Bogen
vom Komponentenordnungswert und vom Rang n, der diberall
eine (einzige) Tangente besitzt und dessen hichstens-hyperebene
Teilbogen simtlich Strecken sind (und wobei hichstens n— 1
Paratingenten des Bogens cur gleichen Hyperebene parallel sind).

B) Falls n= 2, ist stets t =1 und K entweder ein einfacher
Bogen vom Komponentenordnungswert und Rang 2 (ndmlich
ein, nicht notwendig differenzierbarer Konvexbogen ohne paral-
lele Paratingenten) oder ein Stern von endlichem Komponenten-
ordnungswert (der eine beschrinkte, abgeschlossene Menge ist).

Anmerkungen. (a) Nicht jeder Bogen im £, vom Komponen-
tenordnungswert 7 (mit einer einzigen Tangente in jedem Punkt
und nur mit Strecken als héchstens-hyperebenen Teilbogen) be-
sitzt einen Paratingentenordnungswert < » — 1. Beispiel: # =2,
Kreisbogen vom Radius 1 und von der Linge 3.271z. — (b) Da-
gegen besitzt jeder Stern von endlichem Komponentenordnungs-
wert den Paratingentenordnungswert 1 (flir » = 2). — (¢) Dal
unter den betrachteten Kontinuen solche vorkommen kénnen,
in denen Strecken als Teilmengen auftreten, ist bedingt durch
die Festsetzung in Nr. 1.1.3., derzufolge die Trigergerade einer
Teilstrecke des Kontinuums als Paratingente nur in esnen (ndm-
lich verlangerten) Punkt, mithin als nur e/ne Paratingente der
betreffenden Richtung gezihlt wird. Trifft man diese Festset-
zung nicht und verbietet demgemil das Awuftretern von Teil-
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strecken, so bleiben in Beh. (A) nur differenzierbare, nirgends
hyperebene Bogen vom Punktordnungswert # und in Beh. (B)
nur Konvexbogen ohne Teilstrecken tibrig. Auf die Frage, in-
wieweit aus der Differenzierbarkeit der Bogen vom Komponen-
tenordnungswert »z deren sfefige Differenzierbarkeit folgt, soll
in einer spiteren Note eingegangen werden, die sich mit derarti-
gen Bogen beschiftigt. — (d) Ein Stern in Z, ist von endlichem
Komponentenordnungswert genau dann, wenn er lokal zusam-
menhingend ist.

Bew. Da X als Kontinuum Paratingenten besitzt (vgl. Nr. 1.1.1.),
1st stets # > 1.

(I) Vorbemerkung. Ist der Rang »(K) von K nicht grifler als
n— 1, so ist K eine Strecke (gema Nr.2.2.2.), also # = 1, und
zwar fir » > 2; in diesem Fall ist daher die Beh. richtig. Dem-
entsprechend wird fir das Folgende die Annakme gemacht, dal
K den Rang n besttzt, dal also K in keiner Hyperebene enthalten
st.

Es sei nun b ein (beliebiges) Biischel paralleler Hyperebenen.
Der Paratingentenordnungswert von K relativ b sei £. Im Falle
4/ = o ist K ein einfacher Bogen, auf den die in Ziff. (I, 3) (vgl.
weiter unten) angestellten Uberlegungen anwendbar sind, so daf3
wir diesen Fall zur Erledigung in Ziff. (I1, 3) zurlickstellen kén-
nen.

Esseialso F>1und esseien 4, x=1,..., £, mit 1 <A <4,
diejenigen Hyperebenen aus b, in denen Paratingenten an X
liegen. Da der Rang von D, = K ~ /, kleiner als » (vgl. Nr.
2.2.2., Satz, Bew., Ziff. (III, 1)) und da jede Komponente von D,
einpunktig oder ein Kontinuum von endlichem Paratingenten-
ordnungswert ist, so folgt aus Nr.2.2.2. sowie Nr.2.2.1.: Jedes
D, ist Vereinigung von endlich vielen, paarweise fremden, ab-
geschlossenen Mengen, die entweder einpunkiig oder Strecken
sind. Ferner geniigt A den Voraussetzungen von Nr.2.1.1.,
Satz bzw. Zusatz (1), so dafl die Briicken B; und Stacheln S,
(relativ b) (im Sinne von Nr. 2.1., Satz) je in genau einem Punkt
eines D, miinden und die 5,, S, einfache Bogen sind. Gemil
Nr. 2.1, und Nr. 2.2.1. gibt es nur endlich viele Briicken und ab-
zdahlbar viele Stacheln. Daher ist X Vereinigung von abzdhlbar
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vielen einfachen Bogen, die paarweise fremd sind bis auf héch-
stens Endpunkte.

(I) Betr. Beh. (A). ( > 3).

(L, 1) Es besitet K keine Verzweigungspunkte im Sinne der topo-
logischen Kurventheorie (vgl. [8], S. 99). Ndamlich: (II, 1, 1) We-
gen der paarweisen Fremdheit der B; und S,'7 kénnen Verzwei-
gungspunkte von X nur in einem 2, liegen. Da X einen Para-
tingentenordnungswert << z — 1 besitzt, ist jedes B, und jedes
S, entweder vom Komponentenordnungswert n oder eine Strecke
(gemaB Nr. 1.6., Folgerung, und Nr. 1.6.2.1.). — (II, 1, 2) Ist (2)
eine einpunktige Komponente von D, und ist v Verzweigungs-
punkt von X, so ist v gemeinsamer Endpunkt von mindestens
3 Bogen B, oder S,. Besitzt mindestens einer dieser drei Bogen
den Komponentenordnungswert #, so ergibt sich aus Nr. 1.7.1.,
Hilfssatz, ein Widerspruch mit der Voraussetzung (2) unseres
Satzes (in Nr. 2.3.). Sind dagegen alle drei Bogen Strecken, so
ergibt sich aus Nr. 1.6.2., Hilfssatz, Beispiel, ein Widerspruch. -
(L, 1, 3) Es sei jetzt 7 eine mehrpunktige Komponente von D,
also 7 eine Strecke (vgl. Ziff. (I)). Entsprechend wie in Ziff. (II,
1, 2) folgt, daB kein Punkt von 7" Verzweigungspunkt von X ist,
also insbesondere in keinem inneren Punkt der Strecke 7 ein B;
oder ein .S, miindet. Es kann daher héchstens in den Endpunkten
von 7 ein B; oder S, miinden, und zwar nur ein einziges.

(IL, 2) GemdB Ziff. (II, 1) dieses Beweises miinden unter den 2,
und S, einerseits in jeder der endlich vielen eznpuntktiger Kompo-
nenten () von D, héchstens je zwel, andererseits (hochstens) in
den Endpunkten der mekrpunktigen endlich vielen Komponen-
ten 7 von D, hochstens je eines; die 7 sind sdmtlich Strecken.
Somit ist X Vereinigung von endlich vielen einfachen Bogen;
und da X keine Verzweigungspunkte besitzt (vgl. Ziff. (I1, 1)),
ist K selbst ein einfackher Bogen (vgl. [8], S. 64).

(II, 3) Aus der Vor. (2) unseres Satzes (Nr. 2.3.) und aus »(K) =»

7 Die B; und S, sind einfache Bogen und haben héchstens Endpunkte ge-
meinsam. (Vgl Nr. 2.1.1, Hilfssatz, Beh. (2).)
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der ecinfache Bogen X den Komponentenordnungswert 7z be-
sitzt; ferner ergibt sich aus Nr. 1.6.2.1., daB jeder héchstens
hyperebene Teilbogen von X eine Strecke ist. Die Existenz der
Halbtangenten in jedem Punkt von X folgt aus Nr.1.6.1.1.,
Satz, weil der einfache Bogen K (vgl. Ziff. (II, 2)) endlichen
Komponentenordnungswert besitzt; und die Existenz der Tan-
gente folgt aus Nr. 1.6.1., Zusatz 2.

@) Betr. Beh. (B) (# = 2) Wegen ¢ > 1 und ¢ < 7 — 1 ist hier
t=1. AuBerdem kann #(K)= 2 angenommen werden (vgl.
diesen Beweis Ziff. (I)). Es gibt also in einem (beliebigen) Bii-
schel b paralleler Geraden héchstens ein /7, das eine Paratingente
enthilt.

(I, 1) Besitzt K beziiglichk b den Paratingentenordnungswert
Null, so ist K ein einfacher Bogen (gemil Nr. 1.3., Satz), der
gemafl Nr. 1.6., Folgerung, den Komponentenordnungswert 2
besitzt.

(11, %) Es besitze also X den Paratingentenordnungswert FEins
bezliglich b. Es sei A’ die (einzige) Gerade aus b, die Paratin-
gente an X ist. GemaB Nr. 2.2.1., Satz, Beh. (A), ist D = H'~K
zusammenhingend, also (wegen » = 2) D einpunktig oder eine
Strecke. Briicken relativ b gibt es nicht. Der Rang #(S,) eines
jeden der (gemiB Nr.2.1., Satz, Beh. (2b)) abzihlbar vielen
Stacheln S, (relativ b) ist entweder 1 oder 2. Da S, einfacher
Bogen ist (vgl. Nr. 2.1.1., Satz, Beh. (2)), muB jedes S, entweder
eine Strecke oder ein Bogen vom Komponentenordnungswert
Zwei sein (letzteres wegen Nr. 1.6., Folgerung). Dementspre-
chend unterscheiden wir zunichst die beiden Fille (III, 2, 1)
und (I1I, 2, 2), ndmlich:

(0L, 2, 1) Es ist D einpunktig, etwa D = (d). In d minden alle
S,. Man hat die Unterfalle: (IIL, 2, 1a). A/le S, sind Strecken.
Dann ist X ein Stern mit mindestens 2 (grofBten) Strecken ohne
gemeinsame Trigergerade (weil »(A) = 2). Ist dieser Stern K
nicht von endlichem Komponentenordnungswert, so gibt es eine,
d nicht enthaltende Gerade G, deren Durchschnitt mit A un-
endlich viele Komponenten besitzt. Dann ist aber ¢ Paratin-
gente an K (gemif3 Nr. 1.1.1.) und der Stern enthilt somit mehr
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als 2 (sogar unendlich viele) gréBte Strecken. Da die S, fremd
sind bis auf den gemeinsamen Endpunkt &, sind hier fur X die
Voraussetzungen von Nr. 1.7., Hilfssatz, erfillt; mithin existiert
eine zu G parallele, & enthaltende Paratingente an X im Wider-
spruch zur Vor. (2) unseres Satzes (der Nr. 2.3.). Es besitzt also
der Stern X endliche Komponentenordnung. —~ (HI, 2, 1b) A/7s-
destens eines der S,, etwa Sy, besitzt den Komponentenordnungs-
wert Zwei. Da die S, paarweise fremd sind bis auf den gemein-
samen Endpunkt &, sind die Voraussetzungen von Nr. 1.7.1,,
Hilfssatz, erfullt, falls mindestens 3 Stacheln in & miinden; in
diesem Fall besifle also A mindestens den Paratingentenord-
nungswert 2, gegen die Vor. Daher miindet in &, auBler Sj, nur
noch hochstens ein und wegen »(X) = 2 auch genau ein S,,
etwa S,. Es ist X = §; U S, zufolge der Definition der S, ein
einfacher Bogen. Aulerdem besitzt X den Komponentenord-
nungswert Zwei (Vgl. Nr. 1.6., Folgerung).

(I, 2. 2) Es ist D eine Strecke. Da K Vereinigung von D und
abzdhlbar vielen untereinander und zu 2 fremden b-einfachen
Bogen, namlich den S, ist, enthilt X nur abzihlbar viele (groBte)
Strecken. Somit gibt es Buschel b paralleler Geraden derart,
daf3 der Durchschnitt von X mit keinem /7 & b’ eine Strecke
enthdlt. Besitzt nun K bezliglich '’ den Paratingentenordnungs-
wert Null, so liegt der schon erledigte Fall (II1, 1) vor. Besitzt
aber K den Paratingentenordnungswert Eins bezliglich 6", so
sei ' & b'" die Paratingente an K. Nach Konstruktion von b’
ist D = /" ~ K keine Strecke, also einpunktig; damit sind wir
auf den schon erledigten Fall (IT1, 2.1) zuriickgefiihrt.

(1L, 8) SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB ein Bogen im E,
vom Paratingentenordnungswert Eins und vom Komponenten-
ordnungswert Zwei ein Konvexbogen ist, d. h. daf3 sein Durch-
schnitt mit einer beliebigen Geraden besteht entweder aus kei-
nem, einem oder zwei Punkten oder aus einer Strecke, In der
Tat iiberzeugt man sich, daB3 der Bogen mindestens den Para-
tingentenordnungswert Zwei besitzt, falls einer der Durch-
schnitte aus einer Strecke und einem Punkt oder aus zwel
Strecken besteht.
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