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Die partiellen Differentialgleichungen vom hyperbolischen
Typ sind nicht zuletzt infolge ihrer Bedeutung fiir gasdynamische
Probleme Gegenstand zahlreicher Arbeiten geworden.

Die Bestimmung numerischer Loésungen von Anfangswert-
bzw. Anfangs-Randwert-Problemen solcher Differentialgleichun-
gen erfolgt hiufig mittels der Charakteristikentheorie (Massau-
sche Gitterkonstruktion). Dabei werden die Differentialgleichun-
gen durch Differenzengleichungen ersetzt und diese iterativ ge-
16st. Vom bisher gebriuchlichsten dieser Nidherungsverfahren,
das wir als ,,reincharakteristisch’* bezeichnen wollen, soll die
vorliegende Arbeit handeln. Wir wollen uns hier auf Differential-
gleichungen von nur zwei unabhingigen Verdnderlichen be-
schrinken. Existenz und Eindeutigkeit der Lésung eines An-
fangswertproblems eines Systems partieller Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung soll dabei vorausgesetzt werden. Einleitend wer-
den fir ein hyperbolisches System von partiellen Differential-
gleichungen 1. Ordnung die charakteristischen Gleichungen
(Richtungs- und Vertriglichkeitsbedingungen) angegeben, diese
durch Differenzengleichungen ersetzt, und das gebrduchlichste
Verfahren zur iterativen Bestimmung von Niherungslésungen
dieser Differenzengleichungen diskutiert.

Im 2. Abschnitt wird die Konvergenz der Iterationen gegen die
strenge Lésung der Differenzengleichungen unter der Annahme
von drei Scharen von Charakteristiken bewiesen.

Im 3. Teil wird dann die Konvergenz des reincharakteristi-
schen Naherungsverfahrens gegen die strenge Lésung der Diffe-
rentialgleichungen im Falle zweier Charakteristikenscharen ge-
zeigt. Es wird der allgemeine Fall auf die Arbeiten von Fried-
richs — Lewy bzw. Courant — Isaacson — Rees zuriick-
gefiihrt.

1. Die reincharakteristische Lésungsmethode eines Systems quasi-
linearer, partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung vom
hyperbolischen Typ bei 2 unabhiingigen Veranderlichen

Wir wollen in diesem Abschnitt die Massausche Gitterkon-
struktion, die wir als ,reincharakteristische* Losungsmethode
bezeichnen wollen, kurz erértern.



Konvergenzuntersuchungen zur Massauschen Gitterkonstruktion 89

1.1. Die charakteristischen Gleichungen

Wir behandeln in dieser Arbeit nur Anfangswertprobleme
eines Systems quasilinearer, partieller Differentialgleichungen
1. Ordnung bei 2 unabhidngigen Veridnderlichen. Der besseren
Ubersicht halber wollen wir uns auf ein System von 3 Gleichun-
gen fiir die 3 gesuchten Funktionen #, », w beschrinken.

Das System lautet:

(1’1) Ay Uy + Az, + éil Uy + éi:l 7, + €y Wy + Cr2 wy =4
mitz = 1, 2, 3.

Die a;,, 6;,, ¢;; und ¢; sind dabei Funktionen von x, y, %, v und .
Ferner sind auf einer Kurve y = y, (x) (Anfangskurve) #, v und
w als Funktionen von x vorgegeben.l

Wir bezeichnen das System (1,1) als hyperbolisch, wenn

: .
a1 by i

|
@y b9y ¢ F 0

| @31 by 31 |
ist und die charakteristische Hauptgleichung

(1,2)

andy —aypdx by dy —bypdx ey dy —cipdx |
Ay Ay — Qg dx by dy —boydx ¢9dy —cogdx| =0
agydy—agydx by dy —byydx ¢y dy —c3dx

3 reelle, paarweise verschiedene Wurzeln % besitzt.

Wir wollen dabei auf den Sonderfall, dal} unter zusitzlichen
Bedingungen auch beim Zusammenfallen von Wurzeln der cha-
rakteristischen Hauptgleichung das System (1,1) noch hyper-
bolisch bleibt, verzichten.

Die Gleichung (1,2) ordnet jedem Punkt 3 Richtungen, die
,,charakteristischen Richtungen, zu:

a .
(\1’3> (—;_}%); = Fz'(x! }’; ZL(?C, y>’ 7}(,1‘, y>’ ’ZU(x, y))y = 1: 2: 3

! Zur Herleitung der Richtungs- und Vertraglichkeitsbedingung sowie iiber
Abhingigkeits-, Best:nmtheits- und EinfluBbereich vergleiche man R. Sauer
[1]S. 62ff.
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Wir nennen (1,3) die Richtungsbedingungen.

Die Anfangskurve soll nicht charakteristisch sein, d. h. in kei-
nem ihrer Punkte darf ihre Tangentenrichtung mit einer charak-
teristischen Richtung zusammenfallen. Lings jeder charakteri-
stischen Richtung erhilt man die Vertriglichkeitsbedingungen

(1,4) A,.(j;‘r)ﬁu B5), + Cz’("igj‘)i: G, i=1, 23

Dabei sind die 4;, B,, C,, G; wieder Funktionen von x, y, « (x, ¥),
v (%, 9), w(x,9)-

1.2. Ersatz der Differentialgleichungen
durch Differenzengleichungen

Die jedem Punkt zugeordneten 3 charakteristischen Richtun-
gen erzeugen ein Richtungsfeld, welches 3 Scharen von Kurven,
die wir als Charakteristiken bezeichnen, definieren. Durch jeden
Punkt der Anfangskurve geht also je eine Charakteristik jeder
der 3 Scharen.

Fig. 1

Wir gehen von 2 Punkten der Anfangskurve, 2 und @, aus.
R sei der Schnittpunkt der durch P gehenden Charakteristik
der ersten Schar mit der durch @ gehenden Charakteristik der
zweiten Schar, // der Schnittpunkt der durch R gehenden Cha-
rakteristik der dritten Schar mit der Sehne 2Q. (Siche Fig. 1).

Die Charakteristiken selbst sind aber unbekannt, wir kennen
zunichst nur ihre Tangentenrichtungen in den Punkten 7 und @
der Anfangskurve, da ja auf ihr die Funktionswerte #z, v, w vor-
gegeben sind.
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Zur numerischen Berechnung werden nun die Differential-
quotienten in den Gleichungen (1,3) und (1,4) durch Differen-
zenquotienten ersetzt und die Funktionen an den entsprechenden
arithmetischen Mittelwerten der Argumente gebildet.

Nach dem Mittelwertssatz miiite man die Funktionen an einer
unbekannten Maittelstelle nehmen, diese ersetzen wir durch die
arithmetischen Mittelwerte.

Die Losungen des so erhaltenen Differenzengleichungssystems
werden im allgemeinen von den Lésungen des Differentialglei-
chungssystems (1,3) und 1,4) verschieden sein, praktisch ist jedoch
auch das Differenzengleichungssystem i. a. nur iterativ l8sbar.
Numerisch wird man sich meist mit einem oder mit zwei Itera-
tionsschritten begniigen.

Zur Abkiirzung wollen wir fiir alle Koeffizienten vereinbaren:

, S

2 ) 2 2 b 2 b ~

AP R =f (,xP..*'. R yetym uptug vpive wpt wR.) _

Die Richtungsbedingungen (1,3) und Vertriglichkeitsbedingun-
gen (1,4) in Differenzenform lauten somit:

(1,5)
&) Yo—yp = F1 (P, R) - (xg— )
b) yx — o = Fy(Q, R) - (xg — x)
Q) yr— 3y = Fy(H, R) (25— )
(1,6)
a) Ay (P, R) " (up—up) + By (P, R) (g —vp) +
+ Co (P, R (wp—wp) = Gy (P, R) " (g — )
b) Ay (Q, R) " (g — ug) + By (Q, R) - (g — vp) +
+ Co(Q, R) (g —w0p) = Gy (O, R) (g — %)
&) Ay (H, R) * (1t~ 1z) + By (H, R) " (03— ) +
+ Cy(H, R) - (wp—wy) = Gy (H, R) * (xp-—xy)

)
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wobeil mit a als 6. Unbekannter

(L7
a) xy = axp + (1 -—a) x,
b) vy = ayp, + (1 _"a)yQ
Q) wuy = aup + (1 —a)u,
d) vy = avp, + (1 —a)y,

e) wy = awp+ (1 — a) w,.

1.3. Die ,,reincharakteristische® Losungsmethode
bei drei Charakteristikenscharen

Die Koordinaten der Punkte 2 und @ sowie die Funktions-
werte #, v, ww in P und Q seien gegeben oder durch vorhergegan-
gene Rechnung (ndherungsweise) ermittelt. Der Abstand PQ sei
mit /% bezeichnet. Zur Losung der Differenzengleichungen (1,5)
bis (1,7) verwenden wir die folgenden Iterationen (vgl. Fig. 2):

Fig. 2

Zur Festlegung der Koordinaten von & und seiner Funktions-
werte stehen zunichst nur die Koordinaten und Funktionswerte
von P und @ zur Verfiigung. Im ersten Iterationsschritt erhalten
wir zunichst aus den Richtungsbedingungen

(1,8a) : yj\’,_yP:Fl (P)'@‘fzel"xp)
(1,8b) Vi, — Vo = Fu(Q)r (xg, — xp)

Niherungen flir die Koordinaten des Punktes &, bezeichnet mit

KR,y VR, -
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In den Funktionen /; bzw. #, sind die Argumente an den
Stellen 2 bzw. Q eingesetzt.
Aus der Gleichung

(1,8¢) Ve, — VY, = F3 (P Q) - (xp, — Xy)
und der Geradengleichung der Geraden PHQ

(1,9) (Yo, —yp) " (%0 —xp) = (¥ —p) (Xg, —%p)

erhalten wir die Ortskoordinaten x , vy, .

Die Funktionswerte in /; werden wir uns nun durch lineare
Interpolation zwischen 2 und Q (vgl. die Gleichungen (1,7)) ver-
schaffen und wollen sie mit 2, , v, , wy, bezeichnen.

Nun ermitteln wir mit Hilfe der Vertrdglichkeitsbedingungen
(1,6) — die Funktionen 4, ... G; werden dabei an den Stellen
(P), (@), (H,) genommen - die Funktionswerte %z , vg, Wg .
Damit ist der erste Iterationsschritt abgeschlossen. Man heachte,
dal fiir die Funktion /5 noch die Mittelwerte zwischen 2 und @,
fiir die Funktionen A4 ,, B,, (3, G5 dagegen bereits die inzwischen
errechneten Werte von /A; benlitzt werden. Im 2. Iterations-
schritt werden nun in /7y, 4,, B,, C,, G; die Mittelwerte (P, R,),
in den Funktionen #,, A,, B,, C, G, dic Mittelwerte (Q, R,),
in /7y die Mittelwerte (/,, R)) und in 44, B, C,, G5 schlieBlich
die Mittelwerte (#,, R,) eingesetzt und wir erhalten auf dem
Umweg iiber /7, nunmehr die Werte x, ... w, . Die Konvergenz
dieses Iterationsverfahrens gegen die s.trcnge L'dsung der Diffe-
renzengleichungen (1,5) bis (1,7) wird im 2. Teil gezeigt werden.

Sind nun auf der Anfangskurve y = yy(x) V. Punkte P samt
ihren Funktionswerten vorgegeben, so berechnet man auf diese
Weise Niherungswerte der Koordinaten x, y und Funktions-
werte %, v, w fiir (V-—1) Punkte R. Im allgemeinen werden
diese Punkte R auf einer zur Anfangskurve weder parallelen
noch dhnlichen Kurve liegen, sie werden auch nicht mehr aequi-
distant sein. Von den (V -— 1) Punkten R ausgehend liefert uns
das gleiche Verfahren (N — 2) Punkte S usw. Fiir alle Punkte,
die sich als Schnitt der von den Punkten / auf der Anfangskurve
ausgehenden Charakteristiken ergeben, also im Bestimmtheits-
bereich liegen, erhalten wir Niherungswerte der Koordinaten
und gesuchten Funktionen #, v und 2.
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2. Konvergenz der Niherungslssungen (Iterationen) eines Systems
von Differenzengleichungen 1. Ordnung gegen die strenge Losung
der Differenzengleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir die Konvergenz des beschrie-
benen Iterationsverfahrens gegen die strenge Losung der Diffe-
renzengleichungen (1,5) bis (1,7) beweisen.

2.1. Das Iterationsverfahren

Zur Lésung der Gleichungen (1,5) bis (1,7) verwenden wir
folgendes Iterationsverfahren.

Wenn fiir die strenge Ldsung der Gleichungen (1,5) bis (1,7)

. . i ! ! ! 7 . .
die Niherung R’ (xg, Yp, #g, v, wg) und a’ vorliegt, so bestim-
. . T 17 1 X 17 1 .
men wir eine neue Naherung R (x, ¥z, 2y, vp, wy), ¢ in fol-

gender Weise:
Mit
a) Ay = dx,-+(0-—d) Xy
b) vy =dyp+(1—a)y,
(2,1)  ©) oy =dup+(1—a)u,
d) vyp=duv, +(1—a)y,
e) w},za’w},—}—(l——a’)wo
und
a) xy =d'xp+(1—d")x,
b) yi ="yt (1 —d")y,
(2,2) © ity =d up+(1—a'") g
d) vy =da"vp+ (1-—a”’) v

e) wy = d'wy+ (1 —d") w,

f

stellen die Iterationsgleichungen
a) yr—yp= Fy (P, R (xg—xp)
(2,3) b)) Yi-—yp = Fy(Q, R (xp—xp)
) wk—yy = Fy(H', R} (5 — )
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a) Ay (P, R') (ux —up) + By (P, R') (v — vp)
+ Gy (P, R)) (why — wp) = Gy (P, R)) (s — )
b) Ay (Q R) (g —up) + By (Q, R') (v — vp)
+ Co (@, R') (wr —wp) = G5 (Q, R') (xg — xp)
) Ay (H", R) (ug —uy) + By (", R') (Vg — vg)
+ Co(H", R) (wyp—wp) = G3(H", R') (xx — xp)

(2,4)

. - . 1 1 n n 1
6Gleichungen fiir die6 Unbekanntenx Up, Up, wrpunda’’ dar.
g Ry Ry PRy YR R

Bei der Berechnung der neuen Niherungswerte benutzen wir
die folgenden Abkiirzungen:

Yo—Jyp

Fy="22%

(2:5) 0 ro—7p
_ o —Up

a) 7= -2 —
xg—xp

- o —Yp

b) . 7= 2—L
xo—2xp

wQ—wp

g
I

&

ro—Xp
A, (P, R) B (P,R) Cy(PR)
(27) D'= A, (G R) By (O, R) (C,(Q R)
Ay (11", RY) By (H", R) Cy(H", R
Aus den Gleichungen (2,3a) und (2,3 b) findet man, sofern
F| = F, (P, R) == Fy = Fy (0, R")

7 F,— F,
(2)8> Xp = Xp —+— F;_—]T;
1" ; F.—F,
(2,9) Ve —=¥p Pl -[“fi_‘j“' (o~ %p)
2 1

Mit diesen Werten und unter Verwendung von (2,2a) und
(2,2b) ergibt sich aus Gleichung (2,3¢)
(Fim ) (Fi— Fy)

(2,10) a =2
’ (o0, (T —E )

falls noch /3 (i7", R") == F,,.
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Nachdem o' berechnet ist, stellt (2,4) ein lineares Gleichungs-
system fiir die Berechnung der Unbekannten 2, v, w) dar.
Unter der Voraussetzung D' == o ergibt sich:

v ] IQ-——ipr
(2,11) up = up + DI (F,— F) (57— Fy)
Gy (Fo-—Fo) (Fy— Fy) By Cy |
< [Gi(Fi— Fo) +(Abfi + Bys -+ Co@) (Fy— F] (Fy—Fy) By Cy
[Gs (FL— Fo) + (A3 72 + Byo + C @) (I — )] (g — Fy) By €

v . IQ ——-‘t‘li_
(2.12) Ve =Vt oy Ty

LAy Gy (Fy—Fo) (Fy— Fo) C
x Ay [Gy(FY\—Fo) + (A3t + Byv + Cow) (Fy— I)] (Fy—Fy) Gy
Ay [GL(F—Fo) 4 (Ayi + Bio + Cow) (Fy— F)) (57, — Fy) G,

2 " —_ —— _iQ:xP ¥
(2,13) W = wp + D=~y
Ay By Gy (Fy— Fy) (Fy— Fy)
x Ay By [Gy(F)— Fo) + (A3t + By 94 Coi®) (17— F))] (£ — Fy)

AL B [GL(F, — Fo) + (Agii + By + Co@) (Fy— FD) (Fy—Fy) .

2.2. Konvergenzsatz

In dem System der Differenzengleichungen (1,5), (1,6) scien
die Funktionen

Fi(x,y, u, v, w), Fylx,y,u v, w) Fy(x,y u v, w)
Ay(x, v, u,0,w) oo Gy (x, v, u, v, w)

ineiners-dimensionalenUmgebung einer Stelle 2 (xp, ¥ p, 24, Up, @ p)
einmal stetig differenzierbar nach siamtlichen 5 Argumenten.
Weiter liege eine durch 2 gehende nichtcharakteristische, stetig

differenzierbare Anfangskurve y = y, (x) mit Anfangswerten
. A ..
1y (x), vy(x), we(x) vor, fir welche f;;" , i? , - di" beschrinkt

seien.
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Fur die Lage der Anfangskurve und der charakteristischen

Richtungen zueinander gelte im Punkt 2 -

(Fo—Fy) (Fr—y,(%p))
O Ry Gamryen) S

Wenn @ (xy, Yo, %o, ¥g, wp) auf der Anfangskurve y = y, ()
geniigend nahe bei 2 liegt, dann definieren die Iterationsglei-
chungen (2,3) und (2,4) zu jeder Anfangsniherung R (x%, ¥%, 2%,
2%, w%) und a° eine Folge von Niherungslésungen, die gegen eine
Losung der Differenzengleichungen (1,5), (1,6) konvergiert,
wenn Ry (2%, ¥%, #%, v%, w%) in einer hinreichend kleinen Um-
gebung B von £ gelegen ist und o <a® < 1 ist.

Zusatz 1: Die Konvergenz ist auch dann noch sichergestellt,
wenn man flr die Funktionen &y, /,, F3, A, . ... Gy statt der
Differenzierbarkeit nur Stetigkeit und geeignete Lipschitzbedin-
gungen fordert (vgl. 2.4.3).

Zusatz 2: Fiir eine nichtcharakteristische Anfangskurve kann
die Forderung o <Ca <1 durch eine passende Numerierung der
charakteristischen Richtungen immer erreicht werden.

Zum Beweis des Konvergenzsatzes zeigen wir zunichst:

2.3. Die Existenz der Naherungsfolgen
2.3.1. Folgerungen aus der Hyperbolizitit und den Anfangsdaten

Die Differentialgleichungen (1,1) sind im Punkte 2 hyperbo-
lisch (vgl. 1.1), wenn

(2,14) Fy(P) = Fy(P) = Fy(P) & Fo(P)
und
: ay (P) 61, (P) e (P) |
ay1 (P) 651 (P) ¢ (P)| o0 ist.
! ag1 (P) b3 (P) ¢ (P)

Es zeigt sich, daB3 dann auch

Ay () By (P) Gy (P),
(215) D(P)=| 4;(P) By(P) Cy(P)| =*o.
| A3 (P) By (P) Ca(P)]

7 Minchen Ak. Sb, 1956
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Aus der Stetigkeit der Funktionen A, A,, A3, By, By, B, (4,
C,, C4 folgt weiter, dall fUr 3 beliebige Punkte P,, P,, Py einer
(s-dimensionalen) Umgebung B, von P (xp, ¥p, #p, Up, wp) der
Betrag der Determinante

| Ay (P By (P (P
(2,16) D (Py, Py, Pg) = | Ay (Py) By (Py) 5 (Fy)

A3 (Py) B3 (P3)  (3(LPy)
grofler ist als eine positive Konstante K.

Die Anfangskurve y, (%), 2, (%), v, (x), w, (%) sollte im Punkt
nichtcharakteristisch sein, d. h. es gilt:

Q) £y (P) = o (xp)
(2,17) b) 75 (£) = 5 (xp)
¢) F3 (P) = vy (%p)-
Nun schlieBen wir wie bei der Herleitung von (2,16):

Wegen der Stetigkeit der Funktionen /Fy, /7y, /3, v, folgt aus
(2,14) und (2,17) das Bestehen der Ungleichungen

a) |Fy (Py) ~— F3 (Py)| >4y
(2,18) b)iF3(P3)-—F1(P1)i>,é2
C>|F1<P1>‘_F2<P2H > kg

a)iFl (Pl)“‘y(/)<x4>i >'é1
(2,19) by Fy (Py) - ‘J’() (”4)1 >'élz
C)ipa (Pa)“yé (5"4)[ >'é:s

mit geeigneten positiven Konstanten £,, 4y, 45, 4, by, ky fir
beliebige Punkte P, (xy, ¥1, #y, vy, wy), Py (s, Vs, 115, Vs, W),
Py(xg, 4, #s, vy, wy) einer hinreichenden kleinen 5-dimensionalen
Umgebung %, von 2 und fiir geniigend nahe bei x, gelegenen
Stellen x4. Mit (2,19) gelten fiir alle von 2 verschiedenen Punkte
Q, die auf der Anfangskurve hinreichend nahe bei P gelegen
sind, auch die Ungleichungen
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a) |Fy(P)— 22T >

JJQ-—-.‘L‘P
_Ye=re |y
(2,20) by | Fy(Py) | > /s,

Q) | Fa(Py) — 22TLE | > p;

xQ—-,tp

denn nach dem Mittelwertsatz ist dann fiir ein geeignetes x,
zwischen x, und x,,

Yo VP
.‘L’Q —Xp

= J’(; (r-

Der Mittelwert liefert auch die Beschrinktheit der Differenzen-
quotienten

_%/ijp— Ho—up AZ’Q—UP "ZUQT-'ZUp

Xpo—Xxp ’ Xo—AXxp ’ Xo—Xxp ’ Xp—2xp ’

Fy=

FGr unsere Punkte P,, P, P, zeigen wir nun, dal
) 1 2 3 2

(2,22)
oy [P — BB F (PO — Bl _
0@ Lo Poy Po) = L By = P PP —Fal

415

Zunichst ist nach Voraussetzung wegen der Stetigkeit von y, (x)

[£5( L) — 13(P) [F1(P)—yo(xa)]

0 < [F5(P)— Iy (P [£5(P)—yi (x)] =

fur alle x4 in hinreichender Nihe von xp.
Also gilt fir alle Punkte Q, die auf der Anfangskurve hinrei-
chend nahe bei P gelegen sind,

[75(P)—= 15(P)| [I(P)— Fo]

S P)— (P (F(P)—F)

Jetzt fihren wir den Beweis indirekt zu Ende,

(Wegen (2,18¢) und (2,20c¢) ist a (Q, Py, Py, P3) eine stetige
Funktion seiner Argumente. Aus der Annahme a(Q, Py, Py, P3)
< o folgt daher, daB3 auch a = o cinmal erfiillt ist, im Wider-
spruch zu (2,18a) und (2,204a).

*

7
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Aus der Annahme a > 1 erhilt man, dall auch a = 1 einmal
eintritt, also
(Fz’_Fa) (Fl“—Fo) = (F2*F1> (Fa‘“‘Fo)
oder
(Fy— Fo) (Fy— Fy) = o.

Dies widerspricht aber (5,18b) und (5, 20b).

2.3.2. Auflésung der Iterationsgleichungen

Unter B werde im folgenden eine konvexe Umgebung des
Punktes P verstanden, die zum Durchschnitt der oben definierten
Umgebungen ®; und B, gehort. Ein flir allemal sei auch der
Punkt Q der Anfangskurve in % gelegen.

Fir die in 2.1 eingefiihrte Niherung R', o’ sei nun R’ ein
Punkt aus B und o << a < 1.

Wir zeigen, dal} dies die Auflésbarkeit der Iterationsgleichun-
gen garantiert, wenn nur Q nahe genug bei P liegt.

Beweis:

1) Mit R’ aus ¥ sind auch (P, R") und (Q, R’) aus B. Damit be-
stehen nach (2,18¢) die Auflésungen (2,8) und (2,9).

2) Weil o <Ca' <1, liegt auch A’ in B und damit auch (Z', R'),
so daB die Berechnung (2,10) fiir «’ wegen (2,20c¢) gesichert
ist. Fur P, = (P, R"), Py = (Q, R"), Py = (H', R") ergibt sich
aus (2,22) o < a'' <1.

3) Mit o <<a'" <1 gehért auch A" zu B und damit auch (A",
R"). (2,16) liefert schlieBlich die Auflésungen (2,11), (2,12) und
(2,13).

2.3.3. Existenz der Niherungsfolgen

Nachdem wir gesehen haben, dal3 fir R  ausBundo <a’' <1
die TIterationsgleichungen auflésbar sind und fir o' wieder
o <<d' <1 ist, zeigen wir jetzt, daB auch R" wieder zu 9
gehort, wenn nur | x, — x| hinreichend klein ist.

Zum Beweis genligt es, die Beschrinkthest der Differenzen-
quotienten

*R—wr  JR—yr  Me—wp  Yh—ve  wh—wp

XQ—Z'P ’ xQ——xp ! xQ——xp ’ XQ——XP ! IQ—IP
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aus den Gleichungen (2,8), (2,9), (2,11), (2,12) und (2,13) ab-
zulesen.

Fir jede Anfangsniherung R, aus 8 und o < a® < 1 erhalten
wir damit aus den Iterationsgleichungen eine Folge von Nihe-
rungen R, o*, wobei alle R, in B liegen und o < a” <1 ist.

2.4. Abschitzung der Differenzen zweier aufeinanderfolgender
Niherungen
2.4.1. Abkiirzungen
Fir » = o, 1, 2, 3, . . . bezeichnen wir:

Fl=F (PR, Al=A4,(P,R); Bl =5B,(PR)
(=GB R);, Gl =G (PR)

Fy=Fy,(Q R,); Ay =4,(Q,R,); B = By (0 R,)
€3 =Co(Q R,); Gy = Gy (@) R,)

Féx = F3 (Hn!Rn); Ag = A3(}]n+17 Rn); B" e B ( n+1» n)
Cg = C3 (}[n+1’ Rn); G; = 63( n+11 Rﬂ)'

Zur Vereinfachung setzen wir ferner:
|47 By ¢} '
D=4 By G}

Ay By C}

. I—F,

f, = F [',, _f(Rn/
,11_1"

S le F" F” = (‘Rn)

(Fr— rn) (Fr— Fy)
n+l __ N2 T8/ V1 -
a . ([‘:x_]‘n) (F" F) = a (Rn! Hn)
1
n n ) Hn-}-l) D" (]“,; f”) (]“,; FK X
| Gr(FE— Fo) (Fy — Fy) By C7 |

| [GE(FY—Fo) + (A3 + By + G @) (Fs—FDI (Fi— Fo) By € |

|
L — Fy) + (At + B+ Climy (Fi— Y| (Fi— By BE C3

d”—d(

x
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@ = dy (R, Hyin) = ’D"<E;t—’f«':"> (= Fy)
A3 Gy — P (Fy— Fy) cr
< | A [GY U — Fy) (A8 + BT + Chw) (Fy— F)] (Fi— Fy) €
| (G(Fi— Fy)+ (AL + Bio -+ Cw) (Fi— FD] (Fy— F) 3

X

o —_— !
d3 - d3 (R;/! ]yn’ }{n-v'- 1) '_' ])n(pn . [,‘11) ([v‘"._. [:‘0) %
2 i 3

Ay By Gy (Fy— Fy) (i Fy) |
Ay BY [GyFy— Fo) + (Ayii+ Byo-+ Cyiw) (Fy— FY)] - (Fi— Fy) |
Ay By [Gy(Fy— Fy) + (Asit -+ By o4-Cl@) (Fy— P - (Fy— Fy) .

Fir spiter sei festgehalten, daB die Funktionen f(R,), ¢ (R,),
a(R,H), di(R, H,H, ), ds(R,, H, H, ), dsy(R, H, H,_ )
erste Ableitungen nach den hier aufgefiihrten Argumenten be-
sitzen, welche auch in bezug auf x,, y,, %y, 75, w, stetig sind

(vgl. 2.4.3).

n?

2.4.2. Differenzenbildung zwischen zwei aufeinanderfolgenden Naherungen

Wir verwenden die Abkurzungen des letzten Abschnitts und
erhalten damit aus den Gleichungen (2,8), (2,9), (2,11), (2,12),
(2,13) unmittelbar die folgenden Differenzen:

(2,23) Wy = (g ) (f — )
(2,24) Vel =y = (xg—xp) (&"—5" )
(2,29) Wyl = (rg—xp) (df — di)
(2,26) o v = (g — ) (df - i)
(27) ol —wh= () @ — .

Aus (2,2) erhalten wir

Wt = @t (e xp) 7,
Xy = d (xp—xp) 2,

Also

(2,28) ot — = — (xp —xp) (T — o).
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Analog ergibt sich:

229) i =y = —o—yp) (@ —a)

o (xQ —xP) FO (a”“ P an)

(230) Wt —uy = — (xp—xp) @ (@ — )
(231) o — oy =—(rp—2p) B —
(2,32) wi ' — wly = — (xg —xp) W (&t — o).

2.4.3. Lipschitzbedingungen
Fir 2 beliebige Punkte P, (xq, ¥4, #4, v1, wy) und P, (x5, v,,
%y, Uy, Wy) bezeichnen wir:
| Py, Py = xyg—ay| + | vo—m| 4+ | ug—uy| +
+ lvg—ovy | + |wy—wy].
Zu dem frither definierten Bereich 9 existieren unter den Voraus-
setzungen des Konvergenzsatzes Lipschitzkonstanten A7y, M,

My, M|, My, M, so, daB fiir die folgenden, in 2.4.1 eingefiihrten
Funktionen gilt:

(2,33) |f(R) —F(R, )| <My |R,, R,_,|

(2,34) lg(R)—g(R, )| S M, |R,, R, 4

(2,39) |a(R,, H,)—a(R,_,, H, )|< M{|R, R, |+ |H, H, |}
|, (R,, H, ., H)| =

(2,36) S MR, Rl + | H,y Hy | + | H 0, B}

n? n
vy =1, 2, 3).

]{n’ }[n-*'~1) - a]v (R

n—11

2.4.4. Abschitzen der Differenzen
Aus (2,23), (2,24) und (2,33), (2,34) erhalten wir:
(2,37) lopt! —al S My k- R, R,
(2,38) |Vl — Rl S My - |R, R,

mit £ = |z, — x5
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Indem wir (2,35) auf (2,28) bis (2,32) anwenden, kommt
an) Rn—ll + IH ]{n—ll = An gesetzt:

lx;[+1 "‘—.2’;{‘ é MS : /ZAn

(Vi —va S My k| Fo| A,

Ve 1 oyl < My R di| A,

loyt—oy| S My h|D) A,

|y —wy| < My h|w|4,.
Da die Differenzenquotienten #y, #%, 7, @ fir alle Q in einer Um-
gebung von 2 beschrinkt sind, gibt es eine von @ unabhingige
Konstante

My 2 My (L + [Fy| + 2] + |5 + [@)).

Damit ist
<2)39) ‘[{n-l-l’ffnl §M4'}1An'
(2,25) und (2,35) ergeben jetzt
Zé;{:_l _unR= g Mll ’ /l ’ {An + IH’H-I’ H I}

n

<Mk (14 hMY 4,

Ebenso kommt mit (2,26) und (2,27)
o — R S My (L A A,
|t | SMy k(1AM 4,
Diese letzten 3 Ungleichungen ergeben zusammen mit (2,37) und
(2,38)
|Ry1 R, =
< b {My M) | R,y Ry | -+ (My 4 My + M3) (1 + 400, 4,)
S My A+ My + (My + My + M) (v + h MY A,
setzen wir
M= M+ My + My -+ (M + My + M) 1+ 5 My,
so liefert die letzte Ungleichung zusammen mit (2,39)

(214O> AnH = ]Rn+1’ Rnl + ]H;:-r—l’Hnl éhMAn
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Durch vollstindige Induktion folgt:
(2,41) Ay S (o M) 4.

Da A, = |Ry, Ry| 4 |H,, H,| beschrinkt ist, so ergibt sich
(fiir Vi <—;—[), daB3 die 10 Niherungsfolgen

oy xp oy )y (Vs Vs oo Vi) oo (W, wh o W )
konzentriert sind, die Folge der Niherungslésungen also gegen
die Grenzlage H (g, Y gy Vgpy W)y R (X gy Y gy %py Uy Wg) kon-
vergiert. Daf3 diese Grenzlage A, R Loésung der Differenzen-
gleichungen (1,5), (1,6) ist, folgt aus

ye—yp— 1 (P R) (xR'——xf’>
= llm {ynR{-l ——yP—Fl (P, R) (x}_*_l"‘—xp)} = 0)

n—0o0
weil
1. £y stetig ist

2. Y5 — g, — F (P, R) (x5 — x,) fiir jedes » verschwindet.

Eine entsprechende Uberlegung gilt fiir die anderen Glei-
chungen des Systems (1,5), (1,6). Die Konvergenz der a°, af, a?. ..
gegen einen Grenzwert a, der den Gleichungen (1,7) genligt, zeigen
die Gleichungen (2,1), da die Konvergenz der A, gesichert ist.

3. Konvergenz der reincharakteristischen Niherungslosungen
gegen die Losung der Differentialgleichungen bei
zwel Charakteristikenscharen

Im Falle von zwei Charakteristikenscharen wollen wir nun die
Konvergenz der ,reincharakteristischen' Niherungslésungen
gegen die Losung der Differentialgleichungen zeigen.

Es sollen zwei Beweise durch Zuriickfithren auf die Arbeiten
von Friedrichs-Lewy [4] und Courant-Isaacson-Rees [5] gegeben
werden. Wir werden hierfir bezliglich der Differenzierbarkeit der
in den Differentialgleichungen als Koeffizienten auftretenden
Funktionen und beziiglich der auf der Anfangskurve vorgegebe-
nen Anfangsdaten {iber den Abschnitt 2 hinaus zusitzliche For-
derungen stellen. Ein unmittelbarer Konvergenzbeweis fiir die
Gleichungen der linearen nichtstationiren isentropischen Gas-
stromung soll in einer weiteren Verdffentlichung gegeben werden.
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3.1. Zuriickfithrung des Konvergenzheweises auf die Arbeit
von Friedrichs-Lewy [4]

3.1.1. Problemstellung

Wir betrachten fir das System der Richtungs- und Vertrig-
lichkeitsbedingungen bei 2 gesuchten Funktionen # (x,y),
v (x, y) ein Anfangswertproblem liangs der Kurve y = vy, (x) mit
den Anfangswerten uq (x), v, ().

Unsere Gleichungen lauten also:

a
(3’13”) (di")]_ e Fl ('x) j’y 7/[, 7j>
V4
3,1b) (d{)2 = Fy(x, v, u, v)
(3,10

du a
A, (x, v, u, v) (?Z )1 + B, (x, ¥, u, v) (d:)l = Gy (x,y, u,v)
(3,1d)
Ay (2,9, 1, v) ((;;)2 + By (x, v, u, v) (Zl,z)z = G, (x, v, u, v).

Wir verlangen hier von den Funktionen £y, #,, A, Ay, By, B,,
G4, Go, dal ihre Ableitungen nach den Veridnderlichen x, v, #«, v
bis zur 3. Ordnung existieren und stetig sind. Von den Anfangs-
funktionen yq (%), 2, (x), vy (x) fordern wir ebenfalls die Existenz
und Stetigkeit ihrer Ableitungen bis zur 3. Ordnung. Das An-
fangswertproblem sei hyperbolisch und nichtcharakteristisch,
d.he 7y (2, 4 (), 24 (%), vo (%)) und 77y (2, v (%), 24 (%), vy (%))
seien fir jedes x der Anfangskurve reell, verschieden und ver-
schieden von yg(x), ferner sei fiir jeden Punkt der Anfangskurve
(A1 By— Ay, B)) = o.

3.1.2. Konstruktion des charakteristischen Gitters

Das Anfangswertproblem suchen wir in der Umgebung der
Anfangskurve y = y, (x) mit dem folgenden reincharakteristi-
schen Verfahren zu lésen. Wir betrachten eine Parameterdarstel-
lung der Anfangskurve y = y, (x), die durch cine dreimal stetig
differenzierbare Funktion x = x () mitx'(#) >0 (o0 <7 < 1) ge-
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geben ist. Dann haben auch die Funktionen 7 (¢) = y, (¢ (¢)),
7 (£) = uy (x (1)), 9(£) = v,y (% (#)) stetige Ableitungen bis zur
3. Ordnung einschlieBlich.

Durch die Parameterdarstellung x (#), 7 () der Anfangskurve
und eine beliebige natiirliche Zahl X sind dann auf der Anfangs-
kurve (K + 1) Punkte
(3,2) Py, (x(f]}) y([/;,)) B iy
festgelegt. Im folgenden kommt es auf die Wahl der Parameter-
darstellung x (#), 7 (¢) der Anfangskurve nicht an. In der Praxis
wird man aber dafiir sorgen, daf} die Gitterpunkte 7, _, auf der
Anfangskurve y = y, (x) ungefihr dquidistant liegen.

Liegen die Punkte 72, , , der #-ten Reihe (0o <n <K,
k=mn,n4+1,...,K) fest und sind flir sie Nidherungswerte
Uy gy Uy, -y ermittelt, flir welche die Differentialgleichungen
hyperbolisch sind, so definieren wir die Punkte

Prwi1—s E=n+1,2+2...K

der (# - 1)-ten Reihe durch das folgende System von Differen-
zengleichungen (siche Fig. 3):

Fentt-k-R

Fh-1n-k+7-P

a) yp—Vp=I(P) (xg—xp)
(3,3)
b) Yr—Yo = I4(P) (xR“‘xQ>
©) Ay(L) (ug-—up) + B1(P) (v —vp) — G (P) (xp—xp)=0

d) A,(P) (uy — up) + Bo(P) (vp— 1) — Gy (P) (xp—xy) =o0.
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Da fiir die Punkte der Anfangskurve die Hyperbolizitatsbedin-
gung erfullt ist, liefert die vorstehende Konstruktion fiir jedes
K in der Umgebung der Anfangskurve y = y4 (x) Niherungs-
werte flir die Lésung des Anfangswertproblems.

Es wird nun gezeigt, dafl die Folge dieser Niherungen, die
man fiirr X = 1,2,3 . . . erhilt, gegen die Losung der Differential-
gleichung konvergiert.

3.1.3. Konvergenzbeweis

Wir betrachten zunichst die strenge Loésung des in 3.1.1 for-
mulierten Anfangswertproblems. In einer gewissen Umgebung
der Anfangskurve ist diese Lésung sicher vorhanden und ein-
deutig bestimmt (vgl. [4] bis [8]). Nach [8] sind % (x, y) und
v (x, ¥) dreimal stetig differenzierbar, weil unsere Koeffizienten
Fi, Fy, Ay, Ay, By, B,, Gy, G; und die Anfangsbedingungen
yo (%), 2 (%), vy (x) dreimal stetig differenzierbar sind.

Man betrachte nunmehr das System der Differentialgleichun-
gen

YVo(o,0) = Fi (X, YV, u(X, V), v(X, ) X, (a, w)

G4
Y, (0, w) = Fo(X, Y, u(X, V), 0(X, Y)) " X, (a, o)

fir die Funktionen X (o, w) und Y (¢, ). Dieses System ist
offenbar in der Umgebung der Anfangsdaten

(3,5) X, —8)=x20); Y(it,—t) =750 0<Lzr<

hyperbolisch; dieses Anfangswertproblem hat daher (wiederum
nach {8]) eine dreimal stetig differenzierbare Losung X (a, ),
Y (a, w).
Folglich sind auch die durch X, ¥ bestimmten Funktionen
Ula, w) = u | X (a, w), ¥V (a, w)]

(3,6)
Via, w) = v[X (a, w), Y{(a, w)]

dreimal stetig differenzierbar und es gilt:
U(t: '_t) =u [fG‘): 37(5‘)] =u (t)

(3,7)
Vit,—t) =ov[x(@®), 7] = »(®.
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Mit (3,4) und (3,6) erhalten wir
Up(a, 0) = u,[X (0, ), ¥V (2, w)] * X, (2, w)
+ 2, [X (0, 0), Y (o, 0)] - Y (a, )
=X, [u,(X,)Y)Fu,(X,V) F(X,Y,U, V)]
=y (g’u )1’

a \dx

wobei die Richtungsableitung an der Stelle x = X (a, w),
y = Y (a, ») zu nehmen ist.
Analog gilt:

Valar ) = X, (57,
U, (@, 0) =X, (54),
Vv, (2 0) =X, (‘ZZ ),

Nun genfiigen nach Voraussetzung die Funktionen «(x, ¥), v(x, ¥)
fiir alle  und y einer Umgebung der Kurve % (¢), 7 (#) den Ver-
traglichkeitsbedingungen (3,1¢) und (3,1d). Wir kénnen also
in diesen Gleichungen x = X (¢, w), y = Y (a, ) setzen und
erhalten, wenn wir die Vertriglichkeitsbedingungen noch mit
X, bzw. X, multiplizieren:

(3.8¢)
A (X, VU, V) U, + B (X, Y, U, V)V, = G,(X,Y, U, V)X,

(3,8d)
Ay (X, VU, VYU, + By (X, Y, U, V)V, = G,(X,Y,U VX,

sowie nach (3,4) und (3,6)
(3,8a) Y, =F X, YU V) X,

(3,8b) V,=F,(X, V,U, V) X,.

Die Gleichungen (3,8) bilden zusammen mit den Anfangs-
werten X (¢, — ) =2 (¢), Y (¢, — &) = 5 (&), U@, —¢) = @ (¥),
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V (), —¢) = 9(¢) ein Anfangswertproblem, wie es in [4] Seite 214
durch ein Differenzenverfahren gelést wird. Es zeigt sich, daB
die dort zur Approximation des Systems (3,8) benitzten Diffe-
renzengleichungen gleichwertig sind mit den Gleichungen (3,3),
welche wir nach dem reincharakteristischen Verfahren zur Lésung
von (3,1) aufgestellt haben. Denn zu den Gleichungen (3,8) be-
trachten Friedrichs und Lewy das folgende System von Differen-
zengleichungen

YR - Y/’ = Iy (P) (‘/YR —"YP>'
YR“‘ YQ = Fz (P) (-YR_‘X())

(3.9
‘41<P) (UR“'UP) + BI<P) (Ve—Vp) = G1(P) (Xp—- P)

Ay (P) Uy —Uy) + B2 (P) (Vg — Vo) = Go(P) (X g—Xp),

wobel sie auf der Anfangskurve ¢« = #, 0w = —7, (0 <¢ < 1),
die Gitterpunkte dquidistant annehmen.

Die Ubereinstimmung des Rechenganges fiir unser rein-
charakteristisches Niherungsverfahren mit dem Rechengang
des Friedrichs-Lewyschen Niherungsverfahrens ergibt sich
nun unmittelbar durch Vergleich der Gleichungen (3,3) mit den
Gleichungen (3,9). Es genligt also, noch festzustellen, dal3 die
Rechnung in beiden Fillen mit den gleichen Anfangswerten be-
ginnt. Dies zeigen die Gleichungen (3,5) und (3,7). Damit ist die
Ubereinstimmung der Wertequadrupel (x, v, %, v) und (X, Y, U,
I7) fur jedes Paar einander entsprechender Gitterpunkte sicher-
gestellt.

3.2. Zuriickfiihrung des Konvergenzbeweises auf die Arbeit

von Courant-Isaacson-Rees [5]

Zur Lésung der Gleichungen (3,1) kann nun an Stelle des
reincharakteristischen Niherungsverfahrens (3,3) auch das fol-
gende, analoge Verfahren verwendet werden (Fig. 4). Wenn auf
einer Parallelreihe die Naherung vorliegt, so berechne man die
Niherungen fiir die Gitterpunkte R der nichsten Reihe aus dem
Gleichungssystem
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vr—yp = £,(0) (xg —xp)
Yr— Yo = £5(0) (xzr — xp)
(3,10
Ay (0) (ng—up) + B,(0) (vg—1vp) = G1(0) (xg—%p)
Ay (0) (ug—1g) + B3 (0) (vr—vp) = G5(0) (xp—%p).-

Fig. 1 Fig. 5

Das Gleichungssystem (3,10) unterscheidet sich vom System (3, 3)
also darin, daf3 die Koeffizienten nicht in 2 berechnet werden,
sondern in dem Punkte O des Gitters, der auf der Anfangssehne
zwischen £ und Q liegt.

Wenn man diese Niherungskonstruktion in die a-w-Ebene
tbertrigt, so wie wir dies in 3,1,3 dargestellt haben, dann erkennt
man diese Konstruktion als einen Spezialfall des Niherungsver-
fahrens, welches Courant-Isaacson-Rees in [5] verwenden.
Das Bild der Charakteristiken, welches bei der Transformation
auf die a-w-Ebene auftritt, zeigt Fig. 5.



112 Rudolf Aufschliger

Literatur

[1] R. Sauer: Anfangswertprobleme bei partiellen Differentialgleichungen.
Springer, Berlin 1952.

[2] R. Sauer: Einfithrung in die theoretische Gasdynamik, 2. Auflage.
Springer, Berlin, 1951.

[3]1 Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik. Springer,
Berlin 1937.

[4] K. Friedrichs u. H. Lewy: Das Anfangswertproblem einer beliebigen
nichtlinearen hyperbolischen Differentialgleichung beliebiger Ordnung in
2 Variablen. Existenz, Eindeutigkeit und Abhingigkeitsbereich der Lésung.
Mathematische Annalen, Band g9, 1928, S. 200-221.

[5]1 R. Courant, E.Isaacson, M. Rees: On the Solution of Nonlinear
Hyperbolic Differential Equations by Finite Differences.
Comm. Pure and Appl. Math., Vol. V, 1952, pp. 243-255.

[6] R. Courant, P. Lax: On Nonlinear Partial Differential Equations with
Two Independent Variables.
Comm. Pure and Appl. Math., Vol. 11, 1949, pp. 255-273.

[7) Adam Schmid: Existenz, Unitit und Konstruktion der Lésung fiir das
Anfangswertproblem bei gewissen Systemen quasilinearer partieller Diffe-
rentialgleichungen.

Math. Nachrichten, Band 7, 1952, S. 261-287.

[8] K. Friedrichs: Nonlinear Hyperbolic Differential Equations for Func-
tions of Two Independent Variables.
Am. Journ. of Math., Vol. 70, 1948, pp. 555-589.

[9] R. Aufschliger: Konvergenzuntersuchungen zur Massauschen Gitter-
konstruktion bei Anfangswertproblemen partieller Differentialgleichungen.
Dissertation T. H. Miinchen 1955.



