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IS 

Über die gegenseitige Lage zweier linearer 

Yektorräume 

Von Dietrich Suschowk in München 

Vorgelegt von Herrn Frank Löbell am 2. März 1956 

In der vorliegenden Note wird gezeigt, daß man die gegen- 

seitige Lage zweier Teilräume Tj und X2 eines endlichdimensio- 

nalen linearen Vektorraums durch die Eigenwerte einer gewissen 

linearen Transformation charakterisieren kann. Satz 1 gibt Auf- 

schluß über die Eigenwerte dieser Transformation. Die Sätze 2 

und 5 zeigen, daß zwei Hauptforderungen erfüllt sind, die man 

an eine solche Charakterisierung stellen wird, nämlich daß sie in 

2^ und %2 symmetrisch ist und daß Raumpaare, die durch eine 

unitäre Transformation des Gesamtraums ineinander überführt 

werden können, die gleiche gegenseitige Lage haben. Satz 4 gibt 

eine anschauliche Deutung der Vielfachheiten der Eigenwerte 

null und eins. Schließlich gestattet Satz 6 die Gesamtheit der 

möglichen Lagen zu überblicken. 

Mit S3 bezeichnen wir einen «-dimensionalen linearen Vektor- 

raum über dem Körper der komplexen Zahlen. %.(i= 1,2) ist ein 

«z-dimensionaler Teilraum von S3. In S3 3 x,y, z, ... sei ein inne- 

res Produkt (x, y) (= (_y, xf) erklärt. Der zu Xi gehörige Projektor 

sei Pf. Bekanntlich ist P; idempotent {P1 2
 = P{) und hermi- 

tesch (P* = P;). 

Satz 1: Alle Eigenwerte der linearen Transformation Px P2 

liegen im Intervall [0,1]. Mindestens n — von ihnen verschwin- 

den. 

Beweis: Da P1P2X1<pX1 ist, so gibt es in S3 ein orthogonal- 

normiertes Koordinatensystem k, in dem für die Darstellung 

1 Pf ist die für jeden Vektor 2 = x + y £ S3 mit * E 2,- und y G durch 

PfZ = x definierte lineare Transformation ist das orthogonale Komplement 
von 2,- in S3). 

München Ak. Sb. 1956 
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[aÄ/] ist eine z^q-reihige und [bkl\ eine (n—7«1)-reihige (quadra- 

tische) Matrix und zwar ist bekanntlich [akl] die ^-Darstellung 

des von PXP2 in 3i1 induzierten Endomorphismus A und \bkl\ 

die /è-Darstellung des von Pt P2 im Quotientenraum 33/2^ indu- 

zierten Endomorphismus B. Es zerfällt also das charakteristische 

Polynom p (Px P2 ; A) von P1 P2 : 

p(P1Pt;X)=p(A]X)p(B;X). 

Da auf Xx A — PXP2 = PXP2PX und Px P2P\ = AA* ist, so 

ist A hermitesch und positiv semidefinit. Sämtliche Eigenwerte 

von A sind daher reell und nicht negativ. Da ||/>
1/

)
2/

>
1|| || P1 || 

• II P2 I • I P1U = 1
1 II und der größte Eigenwert einer hermite- 

schen Transformation gleich ihrer Norm ist, sind die Eigenwerte 

von A außerdem nicht größer als eins. P1 P2 bildet jeden Vektor 

aus 33/2^ in den Nullvektor ab. \bk/j ist daher eine Nullmatrix; 

also folgte (B\ X) = X"~mi. Der Satz ist damit bewiesen. 

Wir numerieren nun die Eigenwerte A,- (j = l, . . ., n) von 

Px P2 nach nicht zunehmender Größe : l ^ Ax ^ . . . ^ A„ und 

setzen 

(0 /(fcl.&ü): = (A1,...,A„). 

Damit ist jedem Paar von Teilräumen aus 33 ein geordnetes 

?z-Tupel reeller Zahlen zugeordnet. Daß es dabei auf die Reihen- 

folge der Teilräume nicht ankommt, besagt der 

Satz 2 : Es ist 

7(21, SCa) =7(3:2, &0- 

Beweis: Der Satz folgt aus der bekannten Tatsache, daß 

PXP2 und P2PX die gleichen Eigenwerte mit den gleichen Viel- 
fachheiten besitzen. 

Man kann daher die zweite Aussage des Satzes l verschärfen: 

Mindestens n—mm.(inx, m2) der A- (j = l, ...,«) sind gleich null. 

1 Die Norm || 7’|| einer linearen Transformation T ist definiert durch 
II T\\: = inf \M-.\Tx \ <> M\x\\. 

x (E S3 
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Satz 3 : Es sei 

/(&! ! ^2) = Ol > • • • > 1 O, . . . , O) . 

Dann ist 

/(£i> £*) = (1 —*„>.•• •> 1 • Ax, o, . . ., o). 

Beweis: Zum Paar (S^,^) gehören die Eigenwerte von 

P1(E— P2) = /*i — P\Pi- Diese lineare Transformation hat 

Tx als invarianten Unterraum. Daher gilt auf Px — P1 P2 

= E — P1P2 = E — P1P2P1= E — A. Auf sß/Ki induziert 

PX(E — P2) wie zuvor den Nullendomorphismus. Der Satz ist 

damit bewiesen. 

Bezeichnen wir die Vielfachheit des Auftretens der Zahl a 

unter den Zahlen Ax, . . ., Xk mit v(a\ Ax, . . ., Xf), so lautet 

Satz 4: Es ist 1) dim (Tx r'i Tj) = v(0] Ax, . . ., Ami), und 

2) dim (Tx r\ X2) = v (1 ; Ax, . . ., AJ. 

Beweis: 1) Ist 91 der zum Eigenwert null von P1P2P1 ge- 

hörige Teilraum von 93, so ist offenbar 

dim (91 Tx) = v (o ; Ax, . . ., . 

Wir zeigen, daß 91 n X1 = Tx T2 • Sei dazu 31 n Tx und 

x =$= o. Dann ist o = (PiP2P\ x, x) = (P2 :r, P2 x), also P2x = o, 

d. h. x^X2. Sei umgekehrt .t Dann ist P1P2P1 x = o, 

also ^G91. 1) ist damit bewiesen. 2) SeiJ(Xlt X2) = (XV..., Xm , o,..., o) 

mit v (o; Ax, . . ., A„, ) = dim (Tx T2). Dann ist (vgl. Satz 3) 
/(&1, £2) = 0*1, o, .... o) mit V (o; [i1, . . ., /imi) = 

= dim (Tx r\ = dim (7\ T2), wo /j,t = 1 — AOTi_i + 1 
(k — 1, . . ., mf) ist. 2) folgt dann aus 

57(0; /ilt . . ., pmi) = v(p; 1 — Amj, .. ., 1 — Aj) = v(i ; Ax, .. ., AWi). 

Im folgenden brauchen wir einen bekannten Hilfssatz, den wir 

der Vollständigkeit halber beweisen. 

Hilfssatz: Sind xlt . . xl,y1, . . . y t Elemente eines p-dimen- 

sionalen linearen Vektorraums 2B, so ist für die Existenz eines 
2 München Ak. Sb. 1956 



18 Dietrich Suschowk 

Elements 0 der p-dimeiisionalen unitären Gruppe mit der 

Eigenschaft 

0 Xj = yj 

notwendig und hinreichend, daß (xj, xß = (jy., yt) (j, k = l,.../) 

ist. 

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Die Be- 

dingung ist auch hinreichend : Sei xjk bzw. y,k (J — l 

k = l, . . ., m f^p) die h-te Komponente von x- bzw. _y . in einem 

Koordinatensystem des von x1} . . ., xh ylt . . ., yl aufgespannten 

Raums X. Dann ist zunächst für die Existenz einer linearen 

Transformation T auf X mit der Eigenschaft TX: = y- (j = l, 

...,/) notwendig und hinreichend, daß die für festes k (= l,..., 771) 

gebildeten Gleichungssysteme 

nt 

(2) Z Xjytkr =yjk O = G • • • , /) 
r= 1 

l 
Lösungen haben. Da nun aus £jxj — ° wegen 

j= 1 

(Z fy*y, Z £,Xj) = Z SjSkiXj, 
\j= 1 y=i / y. *=i 

= Z £y£tOy, Ti) 
y,*=i 

= (z fyj'y, Z fyj'y 
V=i J=1 

Z f/Ty = ° folgt, so ist 

Rg = Rg 

Tiy 

Pu 

0=i,...,/). 

Die Gleichungen (2) sind daher für jedes feste k — 1, . . ., m auf- 

lösbar, d. h. es existiert eine lineare Transformation T, für welche 

TXj — y'  0 = 1, • • - , /) gilt. Da T auf X wegen 

(Txj, Txk) = (yj, yf = Oy» **) O, k = 1,. .., /) 
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isometrisch ist, kann T bekanntlich zu einer unitären Transfor- 

mation 0 £ U(j>) auf 2B fortgesetzt werden. Der Hilfssatz ist 

damit bewiesen. 

Satz 5: Sind SE(. und Ut- (i = 1, 2) Teilräume von 18 und ist 

dim %i = dim U;., so existiert dann und nur dann ein Element 

0 £ U(,,) mit der Eigenschaft , wenn J (Tx, 5£2) 

= /(«!, U2) ist. 

Beweis: Den zu gehörigen Projektor bezeichnen wir mit Q{. 

1) Sei J (3^, $2) = J (Uj_, U2) und dim %i = dim U; (i — 1, 2). 

Dann gibt es (mindestens) ein W £ so daß 0s 3^ = ist. 

Können wir nachweisen, daß ein X £ U(m> existiert, so daß 

XWZy = IU1= ux und XWZ2 = U2 ist, so besitzt 0: = XT 

die geforderten Eigenschaften. Wir dürfen daher o. B. d. A. an- 

nehmen, daß 3^ = Ux ist. In X2 gibt es eine orthogonal-nor- 

mierte Basis <p1, . . ., <p,„2, so daß 

(PiP\P20/> 0k) = h ôjk U> k= m-i) 

ist, und in U2 gibt es eine orthogonal-normierte Basis ip1, ..., 

so daß 

(Q2P1Q2 Wj, 0 k) = dj àjk (j, k = 1, . . ., m2) 

ist (es ist Q-y = P^). Nach Voraussetzung ist f = /i, (j = 1, . . ., 

m2). Wir betrachten die in 3^ gelegenen Vektoren P1 <$  und/\ tpj. 

Sie erfüllen wegen 

(Pi <Pj, P\ 0k) = (P2pip2 0j, 0k) = \ àjk 

und 

(PiWj, Pifk) = (Ô2AÔ2V), Wk) = \ 

(j, k = 1, . . ., m2). 

die Voraussetzungen des Hilfssatzes (mit 2B = Tx). Es gibt also 

ein 0>[ £ U("’l), so daß 0[ P1 9Oj = P\ V’j (j = 1,   -, m2). Daher 

können wir ein 0\ £ Uw mit 01 Px 90. = Px y>j (j = 1, . . ., m2) 

finden, welches 3/j elementweise fest läßt. 

Für die in 3/[ gelegenen Vektoren xy. = 9^—P\0j und y 

: = Wj—PiWj Ü = H---, mf) gilt 
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O/. Xk) = (<Pj> <Pi) — (P1 9 t) — (<Pj> P1 9t) + (P1 9j> P1 9 k) 

= ài-XJ&jk 

und 

(yj> y*) = (v,- v»*) — (Av,- Vt) — (v,- piVk) + (Av,- Aw) 
= A — Vy* (>, k = 1, . . ., w*2). 

Sie erfüllen ebenfalls die Voraussetzungen des Hilfssatzes (mit 

SB = 2X). Wie oben folgt die Existenz eines 02 rnit 
<î>

2.xj = yj (j = l, . . «z2), welches 2X elementweise fest läßt. 

Dann hat0: = 0X02 die Eigenschaft 

0cp. = 0(/\(p. -f Xj) = P1 rfj + yj = Wj (>=!,•••, w2), 

womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. 

2) Existiert umgekehrt ein 0 G U*"* mit 02,- = U,-, so ist 

öi Ô2 = 0AA0-1 

und der zweite Teil des Satzes folgt aus der Unitärinvarianz der 

Eigenwerte und ihrer Vielfachheiten. 

Dieser Satz legt nahe, in der Menge der Paare (2^, 22) 
von 

Teilräumen von S3 die Klasseneinteilung 

„(A, 2a) « (U1; U2) 

dann und nur dann, wenn ein 0 G U(n) existiert, so daß 

02, = U. (i = 1, 2) ist“ 

vorzunehmen. Dann wird vermöge (1) jeder der entstehenden 

Klassen ein Punkt einer Teilmenge K (n, mlt m2) des «-dimen- 

sionalen Einheitswürfels zugeordnet. Wir werden nun K(n, mv m2), 

d. h. den Wertevorrat von _/(21,22), wenn die 2,- die Menge der 

«2,-dimensionalen Teilräume von S3 durchlaufen, bestimmen. Mit 

den Bezeichnungen 

m : = min (mx, ?«2), 

E: = {(%,   aj: 1 ^ ax ^ ^ a„ (> 0}, 

K0\ = {(ax, . . ., a„): am + 1 = ... = am= 0} 
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und - falls tnx -f- m2 > n ist - 

K\  {(®li • • - i a>i) • al  • • ö)«j + m. — « *} 

gilt nämlich 

Satz 6 : K (n, mv m2) ist eine von endlich vielen Ebenen be- 

grenzte, abgeschlossene, konvexe Teilmenge des n-dimensionalen 

Einheitswürfels ; und zwar ist im Fall 

mx tn2 A n : Ä”(«, zzz3) = E r\ 

und im Fall 

m1 + m2 l> n : W(?z, Z/ZJ, mf) = E r\ K0 Kx. 

Beweis: Die Mengen E, K0, Kx sind offenbar abgeschlossen 

und von endlich vielen Ebenen begrenzt. Um zu zeigen, daß E 

konvex ist, beachte man, daß aus 

1 a{ Ei a, + i E o und l E a'/ E ai'+1 E o 

für o ^ Q ^ 1 

1 =Q- 1 +(i — ß)-iEßa'- + (i— e)a"Eea-+1+(i— Q)a"+1Eo 

folgt. K0 und Kx sind trivialer Weise konvex. Es sind daher auch 

E r\ JC0 und E r\ K, r\ Kx abgeschlossen, konvex und von end- 

lich vielen Ebenen begrenzt. 

Wir dürfen annehmen, daß m = min (7>ix, ?«2) = mx ist. An- 

dernfalls vertausche man Xx mit T2, was nach Satz 2 J(S1; X2) un- 

geändert läßt. Satz 1 besagt dann, daß K(n, mx, m2) C E r\ K0 ist. 

Fall l). Wj -|- m2 A 7t. In diesem Fall ist noch zu zeigen, daß 

K (n, mx, m2) D E K0 ist : Sei dazu (Xx, . . ., AJ G E r\ K0 

und q>x, . . -,<pmn, ipx, ..., irgend eine orthogonal-nor- 

mierte Basis von 33. Dann bilden die Vektoren 

x.\ = Y F cpj + Y1 — (j = l, . . ., mx) 

eine orthogonal-normierte Basis eines »Zj-dimensionalen Teil- 

raums Xx und die Vektoren <px, . . ., <pm eine orthogonal-normierte 

Basis eines zzz2-dimensionalen Teilraums X2 von 33. Wegen 

(,P\P*Xj, xk) = {Yij<pj> xk) = h öjt u>k = i. •  •. 
mi) 
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ist P1P2xy — XjXj. Daher sind Xv . . ., X die Eigenwerte von 

PXP2 auf 3^, und nach dem Beweis von Satz l verschwinden die 
restlichen Eigenwerte von PXP2- Also ist (Ax A„) = J(Xlt X2) 

£K(n, mx, m2). 

Fall 2). m1 -j- m2^>n. Es ist zu zeigen, daß K(n, mx, m2)CK1 

und K(n, mx, ?;z2) D E r^K0 r\Kx ist. Wir führen 2) auf 1) zu- 

rück, indem wir an Stelle von J (Xx, X2) J (^1 , T3) = (ßi > • • •, ,w„) 

betrachten. Nach Satz 3 ist 

Da dim X2 = n — m2 < mx ^ ?ä2 ist, ergibt die auf Satz 2 fol- 

gende Bemerkung, daß u- sogar für j ^.n — m2 -f- 1 verschwin- 

det. Daher ist 

Die Behauptung J (Xx, X2) = (Ax, . . ., Xj £ Kx ist damit be- 

wiesen. 

Ist (Ax,.. .,Xn) ein beliebig vorgegebener Punkt aus E r\K0r\Klt 

so definiere man . . ., fx^) durch (3). Dann ist (jxx, . . ., /xn) £ 

K (n, mx, » — w2). Jetzt kann wegen »j -f- (» —• »z2) A « wie 

in 1) ein (n — »z2)-dimensionaler Teilraum @ von S3 gefunden 

werden, für den J(Xx, @) = (/ux, . . ., fxn) ist. Nach den Sätzen 2 

und 3 gilt dann für X2: = 

(3) 
Pj — 1 X„h_y + 1 U = T  • •, «1), 

+ 1 = •••=/«„ = o. 

1. 

/(£i, T2) = (Ax, . . ., AJ (£ K(n, mx, ?;z2)). 

Satz 6 ist damit bewiesen. 


