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Einleitung

1. Im Rahmen einer Darstellung der Integralrechnung haben
wir ([3], 8. Abschn.) eine Verallgemeinerung des Riemannschen
Integrals angegeben. Ausgangspunkt dieser Verallgemeinerung
ist ein bikompakter Raum & und ein an die Topologie von R
,,(eng) adaptierter’ (vgl. unten) Inhalt ;| q als Verallgemeinerung
des Jordaninhaltes der klassischen Theorie im ecuklidischen
n-dimensionalen Raum. Und zwar wird j|q erklirt unter Be-
zugnahme auf ein vorgegebenes, in R vollstindiges, endliches
MaB m |z, welches als Verallgemeinerung des klassischen Lebes-
gueschen MaBes oder einer Erweiterung von diesem gelten kann.
Dabei ist 72| als an R ,,(eng) adaptiert’ vorausgesetzt, d. h. es
soll folgendes gelten: Erstens enthélt der Boolesche o-Verband
(Hausdorffsche o-Kérper) 3 alle offenen Mengen von R (und
folglich alle Borelschen), insbesondere also R selbst; zweitens
ist jede Menge aus j von oben her dem Mafe » nach beliebig
genau durch offene Mengen approximierbar; drittens enthalt
y eine Basis von R, gebildet aus offenen Mengen, deren Begren-
zungen m-Nullmengen sind. Es ist dann j|q erklart als die-
jenige Verengerung von |3, deren Definitionsbereich q alle
und nur solche Mengen aus j umfaBt, deren Begrenzungen
m-Nullmengen sind. Das zu j|q gehérige bestimmte (oder
Unterteilungs-)Integral besitzt dann im wesentlichen alle Eigen-

schaften des klassischen Riemannintegrals.
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2. Es erhebt sich die Frage, ob nicht umgekehrt, unabhingig
von einem a priori gegebenen, an R (eng) adaptierten Maf
m |3, ein o-additiver, endlicher, mit der Topologie in R geeignet
verkniipfter Inhalt j|q definiert werden kann derart, dab j|q
sich zu einem an & (eng) adaptierten Mal3 ;' |3 erweitern 148t
Diese Frage ist in einer fritheren Note [4] behandelt, und zwar -
etwas weitergehend als in [3] — fur den Fall eines Jokal bikom-
pakten Raumes &; dabei zeigt sich, dall ;7/|3"" im allgemeinen
nicht mit der in R Aleinsten Erweiterung von 7 |q zu einem voll-
stindigen MaB ;! |3 identisch ist, sondern daB es vielmehr der
Adjunktion neuer Nullmengen (zu §,) bedarf, um von j, |3,
zu dem {iiber j[q kleinsten, an R (eng) adaptierten MalB 7' |4/
zu gelangen.

3. In der vorliegenden Note (und in spiter daran anschlie-
Benden) soll unter anderem die sochen erwihnte Untersuchung
[3] weitergefithrt werden. Und zwar werden wir in der gegen-
wirtigen Note von jeglicher Topologic absehen, d. h. wir geben
7 |q als endlichen (und soweit nétig o-additiven) Inhalt vor,
wobei q ein Boolescher Verband von Teilmengen einer festen
Grundmenge G (m. a. W. ein Hausdorffscher Kérper) ist und
wobei § keine Einhert (grolite Menge) zu besitzen braucht. So-
dann wird das (bestimmte) j-Integral (j-Unterteilungsintegral),
das also dem Inhalt 7|q entspricht und iiber G erstreckt ist, als
lineares Funktional J|{ betrachtet; dabei ist [ ein Vektorver-
band reeller, beschrankter Funktionen, deren jede je auBlerhalb
einer zu q gehdérigen Menge Null ist. Es 108t sich nun /| { auf
zweierlei Weise erweitern: FErstens indem man zur kleinsten
Erweiterung von j|q in G zu einem MaB ;' |§ bzw. zu einem
vollstindigen MaB ;) |3, tibergeht und das j'- bzw. j,-Integral
J'\U bzw. /|1, als lincares Funktional, und zwar als Erwei-
terung des linearen Funktionals / | [ auffalt; zweizers indem
man von J |{ zu seiner ersten Erweiterung S |8 im Sinne der
Theorie der linearen (stetigen) Funktionale Uibergeht (vgl. z. B.
[3], Nr. 6. 1. 6., Seite 138). Es wird dann gezeigz.: Esist S|s dic
grofte Verengerung des ji-Integrals — letzteres aufgefal3t als
lincares Funktional — zu einem endlicken lincaren Funktional;
ferner ist S'|8 darstellbar als jy-Integral, wobei j,|t die grofBte
Verengerung von j, |3, zu einem endlichen Inhalt bedeutet.
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Dieses Ergebnis ist zu erwarten. Denn die Erweiterung (a)
des endlichen Inhaltes j|q zum groSten, in j, |3, enthaltenen
endlichen Inhalt j,| ¥ ist parallel zur (b) Erweiterung von /|1
zu S|¢; genauer: Beide Erweiterungen lassen sich deuten als
Bildung der vollstindigen (perfekten) Hiille des (quasi-)metri-
sierten Grundverbandes g bzw. [; die Quasimetrik (vgl. z. B.
[3], Nr.6.1.5.)ist dabei in g bzw. in [ bestimmt durch 7 (Q'+ Q') =
=70 =0 Q") Q"0 ~Q") bzw. durch || f'—f"| dj.
Anders ausgedriickt: Im Falle (a) bzw. (b) handelt es sich um die
Vervollstindigung des (Booleschen) Verbandes der charakteristi-
schen Funktionen der Mengen aus g bzw. des Vektorverbandes |,
beide Male mit der gleichen Quasimetrik.

Andererseits kann folgendes bemerkt werden: Statt der
mmetrischen’ Erweiterung kann man zunichst eine ,,algebrai-
sche' vornehmen, indem man zum kleinsten o, 0-System (Borel-
schen System) {iber dem Grundverband aufsteigt und daran die
Vervollstandigung durch Einschliefung anfiigt. (Vgl.: Fiir q
in [3], Nr. 3.1. und 3.2.1.; fiir { die Uberlegungen weiter unten
Nr. 2.2., Bew., Ziff. (Il"" 3)). Allerdings erhilt man schon bei
der algebraischen Erweiterung auch wnendliche Werte des er-
weiterten Inhaltes bzw. Integrals, wihrend die metrischen Pro-
zesse ihrer Natur nach endliche Erweiterungen liefern. Die
gréfite Verengerung der (durch EinschlieBung vervollstindig-
ten) algebraischen Erweiterung auf endlichen Inhalt bzw. end-
liches Integral liefert das gleiche Ergebnis wie die metrische Er-
weiterung (Zum Vergleich zwischen ,,algebraischer und ,,me-
trischer’ Erweiterung siehe [8].)

4. Die entsprechende Klarstellung der Beziehung zwischen
dem j'-Integral (aufgefaBt als lineares Funktional) und der
zweiten Erweiterung S'|¢" von /I (vgl. [3], Nr.6.2.1.) soll
spiter besprochen werden. Ferner sind Ausfiithrungen iiber Pro-
duktbildung bei adaptierten Massen und Inhalten vorgeschen.
AuBerdem sollen Bemerkungen {iber den Fall folgen, daB3 die
Grundmenge G ein topologischer (lokal bikompakter) Raum ist.

5. Hinsichtlich der Ausfithrungen in gegenwirtiger Note sei
noch folgendes bemerkt: Der § 1 bringt vor allem eine Zusam-

menstellung von Hilfsmitteln, ferner unter anderem die Dar-
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stellung des oberen bzw. unteren j-Integrals einer reellen be-
schrankten, auflerhalb einer Menge aus q verschwindenden, im
iibrigen beliebigen (Punkt-)Funktion f als (gewdhnliches Rie-
mannsches) Integral des duBeren bzw. inneren Inhaltes der
Spektralscharmengen [f > «] von f; dabei ist j|q nicht als
g-additiv vorauszusetzen. — Der § 2 enthilt dann den Beweis der
oben (in Ziff. 3) genannten Ergebnisse.

§ 1. Das zu einem Inhalt gehoérige obere und untere
Unterteilungsintegral

1.1. Es sei G eine Menge, die Grundmenge, und t der Boole-
sche Verband! aller Teilmengen von G einschlieBlich der ZJeeren
Menge . Weiter sei q ein Boolescher Unterverband r, wobei q
ohne Einheit? (oder mit Einheit) angenommen werden kann,

Eine Menge M & r heile g-beschriankt, wenn ein Q € g
existiert mit M C Q. Das System f dieser q-beschrinkten Men-
gen ist ein Ideal in r.

1.1.1. Die im gegenwirtigen § 1 betrachteten Funktionen sol-
len simtlich die Grundmenge G als Definitionsbereich besitzen
sowie reell und deschrankt sein; aullerdem sei fur eine solche
Funktion f die Menge der Nicht-Nullstellen q-beschrinkt, also®

* Ein System p von Mengen (aus r, wobei auch p = r zugelassen ist) heiBt
Boolescher Verband, wenn die Vereinigung und der Durchschnitt je endlich
vieler Mengen aus p wieder zu p gehdrt, ebenso das Komplement einer Menge
aus p beziiglich einer anderen. — Eine Gesamtheit von Elementen heifit as-
zéhlbar, wenn sie leer ist oder aus endlich vielen oder abzihlbar unendlich
vielen Elementen besteht. — Enthilt ein Teilsystem m von ¢ die Vereinigung
bzw. den Durchschnitt je abzihlbar vieler Mengen aus m, so heiBt m ein o-
bzw. 8-Systerz, in Zeichen m = m, bzw, m = my. — Ist p ein Boolescher Ver-
band mit p = p,, so ist auch p = ps und p heit Boolescher o-Verband. - Ein
Boolescher Verband i in ¢ heifit /dea/ iz v, wenn mit 4 €1 und B €r auch
A B EQ Ist 1= {4 so spricht man von einem g-/deal iny, — Die leere
Menge wird mit @ bezeichnet.

2 Besitzt ein Boolescher Verband p (in ¢) eine groBte Menge, so heifit diese
eine Kinkeit von p.

3 Mit[f > «], [/ > «] usw. wird die Menge aller x € G bezeichnet, fiir die
J(x) = = bzw. f(x) > = usw.
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[f=0] & E oder, was das gleiche, [f=0] D G — XK fiir ein
von f abhingiges X = K(f) & q. Jedes solche, nicht leere,
K(f) heiBe ein Kernbereich von f. Das System der K(f)
ist eine Filter in q; insbesondere ist mi¢ K & q auch jedes
K & q mit K C K’ ein Kernbereick von f. Daraus folgt:
Das System aller reellen, beschrinkten Funktionen f mit
[f = 0] €t ist ein Vektorverband* v; iibrigens ist v auch eine
Vektoralgebra.’

1.1.2. Unter einer q-Einteilung 7 = 7(Q) von Q € q mit
Q0 = @ verstehen wir jede Darstellung von @ als Vereinigung
endlich vieler, paarweise fremder Mengen aus g, also etwa
T=(Q..,Q,) mit Q=0,v..uQ, wobei @, & q und
0,nQ, =0 fur v pu; v,u=1,...,n Die g-Einteilung
7' = (04, . .., @y von Q heilt Verfeinerung (oder Unterteilung)
von 7, und 7" heiBt feiner als 7, wenn jedes Q. Teilmenge eines
der Oy, ..., Q, ist x=1,..., 4 Mit der Relation ,feiner als* ist
das System t (Q) der g-Einteilungen T(Q) von Q gerichtes® (dabei
ist Q als fest anzuschen).

Als eine zu ecinem 7T = (0, ..., 0, Et(Q) gehorige
Treppenfunktion bezeichnen wir jedes g & v mit Q € q als
Kernbereich von g und mit g(x) = y, = konst. fir x & Q,,
y=1,... 7.

1.1.3. Ist f € v und M E v, so setzen wir (M) = sup(f(x);
x € M)und f(M) = inf(f(x); x € M). Ist K =K (f) ein Kern-
bereich von f und 7 =7(K) = (K, ..., K,) € t(K), also
g-Einteilung von X, so scien als die zu 7 und f gehérigen
Treppenfunktionen, genauer als die zu 7 und f gehdrige
obere bzw. untere Treppenfunktion f; bzw. f; bezeichnet, die
zu 7 gehérige Treppenfunktion mit f.(x) = 7(K,) bzw. = f(K,)
firr&K,,x=1,...,4, undf_T(x) =fT(x) =ofurx € G—K.

"D.h.mitf, g €Evistauchaf+f g €v (=, freclle Zahlen), ferner f \_ g =
Max(f, g) und f ~g= Min(f, g) €v. (Dabeiist (f U £) (x) = Max (f(x),
g(x)) usw. (Vgl. [3], Nr. 1.8.)

®d.h. mit f, ¢ €vist auch f. g €v (wobei (1. £)(z) = f(x). g(1)).

¢d. h. zu irgend zwei g-Einteilungen 77, 7" € t(Q) existiert eine g-Ein-
teilung 7° € t(Q), die feiner ist sowohl als 7" wie als 7' (Betr. gerichtete
Systeme vgl. z, B. [3], Nr. 1.9.1., 1.9.6. und 4.2.1.)

27
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1.2.1. Es sei nun j|q ein endlicher Inhalt” und ¢ E v eine
zur Einteilung 7" = (0, . . ., Q,) & t(K) gehérige Treppenfunk-
tion mit A als Kernbereich und mit den Werten g(x) =y, fiir
x&EQ,,v=1,...n Wir sctzen

J (i K) = Jxgdi = 3 3,7Q).

Wie iiblich bezeichnen wir /(g; K) als das j-Integral der (zu 7
gehorigen) Treppenfunktion g iber A

1.2.2. Es sei jetzt /£ & v beliebig mit X als einem Kernbereich.
Die Mengenfunktion #(Q) = 7(Q);(Q) iber q, d.h. mit Q € q,
ist oberadditiv, d. h. #(Q") + F(Q") < F(Q) w Q") fir Q,
Q" & q, wenn Q' ~ Q" = O; dies folgt aus der Definition von f
und aus der Additivitat von ;|q. Daher nimmt /(f,; K) bei
Verfeinerung von 7" & t(K) nicht zu, wenn fund X festgehalten
werden. Somit existiert das j-Oberintegral /(f; K) = JTdej
von [ diber K, nimlich /(f; K) = inf (J(f;; K); T Et(K)) =
Tleitr{}() J(fri K)=inf(/(¢; K); f <t), wobei 7T alle q-Einteilungen
von K durchlduft und ¢ alle zu 7 gehdrigen Treppenfunktionen,
fir die f < zist (d. h. f(x) < 7(x) fur alle x & G). Entsprechend
existiert das /-Unterintegral /(f; K) von f éiber K, erklart als
S Ky =[x fdj =sup (] ([r; K); T E(K)) = sup (/(; K);
¢ < f); esist namlich #(Q) = f(Q)7(Q) unteradditiv.

1.2.3. Wichtig fir das Folgende ist der

Hilfssatz. Bei festem fE v ist der Wert J(f; K) des j-
Oberintegrals von f der gleiche fiir alle Kernbereiche K = K (f)
von f. Das ndmlickhe gilt fiir das j-Unterintegral.

Bew. (1) Es genligt zu zeigen, dal} fur je zwei Kernbereiche
K,K' von f mit K C K' gilt: /(f; K) = J(f; K'). Ist nimlich

7 Ist p Boolescher Verband und 7 | p eine reelle, nicht-negative Funktion,
so heillt 7 |p ein Jnhalt, wenn 7|y additiv ist, d. h. wenn aus 4, B € p mit
AANDB =0 folgti(4 L B)=i(A)+i(B). Folgt aus4,€p, A, " A= 0
fir z % 4, und 4 = (U, 4, €p, daB 7(4) = X,i(A4,), so heiBt der Inhalt
o-additiv. Ist der Definitionsbereich p des o-additiven Inhaltes 7 |p ein
Boolescher o-Verband, so heilit 7 | p ein Maf.
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letzteres richtig und sind KXK', K" beliebige Kernbereiche von
/, so ist auch X' = K K'' Kernbereich von f mit £ C K’ und
K" CK', sodaB j(f; K)= J(f; K') = J(f; K"), wie im Hilfs-
satz behauptet. — (2) Istnun K C K, so liefert K’ = K U (K'— K)
cine q-Einteilung 7 € t(K'); ferner ist /(f; K') der Limes der
J(f7; K') fiir das gerichtete System t(X'; 77) aller Verfeinerun-
gen 77" von Ty, weil t(K'; 7,) ein Ende® von t(K") ist. Ist 77 &
t(K'; T) beliebig und verengert man 7" auf K, d.h. streicht man
aus 7" alle Teile, die in X' — K enthalten sind, so ergibt sich
eine g-Einteilung 7°(K; 77) von K, also 7(K; 7") € t(X), die
wir als die Verengerung von 7" auf K bezeichnen. Umgekehrt
ist jedes 7 & t(K) Verengerung von (mindestens) einem
7" € t(K'; Ty), das entsprechend mit 7'(K'; T) zu bezeichnen
ist. Da f(x) =o fir x € K' — K, so gilt /(f7; K) = J(Fruc: )
) und J( fr; K)=](fr&,; K'). Daraus folgt inf (/(f7; K');
T Th) = J(f; K = J(fs K)= inf (] (frs K); TE H(K))
und inf (/(fr; K); TEt(K)) = inf (fr; 7' Et(K"), also
J(f; K" = J(f; K). Entsprechend fur J(f; K)= J(f; K).
Zufolge der im Hilfssatz behaupteten Unabhingigkeit der
Integrale 7(/; K) und /(f; K) von K, sind wir berechtigt, die

Angabe von A in den Bezeichnungen fir diese Integrale weg-

zulassen; wir schreiben also auch kiirzer /(f) bzw. | fdj usw.
In bekannter Weise zeigt man jetzt:

Satz. (1) Firr f € v ist —o0 < [fdj < [ fdj < + co.

(2) Ist g € vund o cine reelle (endliche) Zahl, so gilt:
Jeg)dj=agdjund [ (ng)dj = [gdj falls &« >o,
[(g)dj = a[ gdj und [ (9)dj =2 ] gdj falls « <o.

(3) Fir g,h € vist fgdj + [ hdj < [ (¢ + W dj <[ (g +h) dj
< Iga’j +I/za’j.

@ Max ([[ gdjl; |[gdil) <[ |gldj.

N

8 d. h. es existiert eine Eintcilung, ¢ben 7

zu t(K'; 7‘0') gehoren,

deren simtliche Verfeinerungen
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1.2.4. Es sei M € t (vgl. Nr. 1.1). Dann heit (M) =
inf (7(Q); Q € 95 M C Q) bzw. J(M)=sup(j(Q); Q€ 4;Q C M)
der duflere bzw. innere j-Inkhalt von M. Bezeichnet ¢ (M) =
¢(x; M) die charakteristische Funktion von M (also ¢(x; M) =1
bzw. = o fiur x € M bzw. x € G — M), so ist

F(M) = J (c(M)) und j (M) = [ (¢(M)), woraus —oo < j(M) <
J(M) < 0.

Es sei M & Y. Damit M & q, ist notwendig und — wenn j|q
vollstindig® in v ist — auch hinreichend, daff j (M) = j(M).

1.3. Mit [f > da] bezeichne man die Menge aller x & G, fur
die f(x) > «. Dann gilt der

Satz. Vor. Es sei j | q ein endlicher Inhalt. Ferner sei b S v
und K ein Kernbereich von h, es sei

B <inf(h(x);x € G) < sup(h(x);x € G) < y.
Beh. Es ist

[rdj = Jo) = /&) + /J:‘i([/z > o] A K)da
= )+ [ U=l ~ K)o,
[hdj = Jh) = &) + jz([/z > o] ~ K) du
= pj(K) +1J:Z ([2> o] ~ K)de.
Fiir [ < o] (und [h < o)) gilt entsprechend :

J (B =yj(K)— f]j J(h < o]l A K) do usw.

® Der Inhalt 7 | § heilt vollstindig in v, wenn M € q, falls zu beliebigem
e > o solche @/, Q" € q gehoren, dal Q' C M C Q" und j(Q"' — Q') < =
(Vgl. auch 3], Nr. 2.4.)
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Zusatz. Es ist
JE)=7[h =2 AK)+ J([h <A nK)=
J(h =] nK) + jlh <o) A K) =
FUh > A K+ < @] A K.
Fernerist  j([(h>o]l~K)=j([h >« ~K) wund
Jh S AK) = j(lh <a] ~K) usw.
bis auf abzdhlbar viele a.
Ubrigens ist j([h > a] ~ K) = fc ([ > a] ~ K) dj usw.

Bew. Zur Abkiirzung betrachten wir /2 nur in X, schreiben
also [# > o] statt [£ > «] ~ K usw. Ferner sctzen wir

R = Bi(K) + }3 HE

Betr. Zusatz. Ist (A > o] COQmit Q Eq,50 Q0 =K —QC
K — |k > o] = [/ <a]; daraus folgt die erste Beh. des Zu-
satzes. — Es gilt j([h > o +e]) <j(7 >a]) <j(k>0a]) <
[/ > a—¢]) fir ¢ 0. In jedem Stetigkeitspunkt von 7 ([ >

«]) ist daher j([4 > a]) =j([% >«]), also bis auf abzihlbar
viele «. Die beiden monotonen, beschrinkten, also Riemann-
(und folglich Lebesgue-) integrierbaren Funktionen 7 ([Z > «])
und j([% >>o]) sind mithin fast iiberall gleich Daraus folgt die

Gl( *ichheit der Lebesgueschen Integrale [ J(7 > a])do =
I]([/z >a])d e, und diese stimmen mit den Rlemannschen Inte-

gralen tiberein. Das niamliche gilt fir /({4 > «]) und J ([2 > «]),
woraus auch die rechte Seite der zweiten Zeile der Beh. des Sat-
zes betr. [ /4 dj folgt.

Betr. Beh. des Satzes. (Y) Wir brauchen die Beh. nur fiir das Ober-
integral zu beweisen. Denn wegen f(/z) = — J(— &) (Nr.1.2.3,,

qatZ) folgt / (/i) = —(~—y)J<K)~ l J{— % >a)do=yjK)+
M« > Ao == () — |J<[a = I da = yj () — (o —F)
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e i
JK) + [J(h=a)de = Bj(K) + [J(h = a])da (letzteres
B B
mit Hilfe des Zusatzes).
(A1) Die Beh. betr. das Oberintegral ist richtig, wenn /i eine,
zu einer q-Einteilung 7" von K & q gehérige Treppenfunktion ¢

(im Sinne von Nr. 1.1.2.) ist. Namlich: Es sei 7= (@, ..., @,)
eine g-Einteilung von K & g, ferner sei f = o; <oy <... <
w,< o, < yund 6, =a,  —a,sowiec f= D"« , c(0,);esist ¢

v=1

cine zu 7" gehérige Treppenfunktion. Setzen wir Q, = [£ > «, ],
¥

v=1,...,n und R(t)=fjK) + | j([t = «])dx, so gilt (ge-
8

mal der Definition von #):
R(t) = pj(K) + Z_’l 8,7(Q,)-

Die rechte Seite der letzten Gleichung ist aber gleich /() =

”

Do, 1 7(Q). Inder Tat: Esist 0, =0, wQ,.; w... uQ, &4,

v=1

v=1,...,7; also Oy = K und Q, = Q,. Setzt man noch Q/, ,
= 0,50 gilt: 0., C Qyund Q, = Q, — O, sowic O, 0, = 1)
firv=pu;v,p=1,...,7z,und Q... u @, =K. Dann ist aber

BI ) + 3 6,7 (@) =
B+ 3 a3 700)) =, (2 5 @) =

2 4 700 = J ().

(1) Es ist R (h) < J(4).

Bew. Es ist h(x) < hp(x), also [k >a] C [y = «]; mithin
R (%) < R(hy). Da j eine zu 7 gehorige Treppenfunktion ist,
gilt (Ziff. (ID)) R(hy) = J(hy). Weil aber 7T belichig aus t(X),
folgt R(A) < inf (J(ip)i T & t() = J(h).

(IV) Es ist auch J (k) < R (%).

Bew. (1) Zu beliebigem & mit o <& <1 existiert bekanntlich
ein 7 = n(e) mit 0 = (y — fin~t < e derart, dafl
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v ” - .
(B1) [j(r=aldo=06(> j([h > B]) + Ve wobei
g v=1

9] <1 und oy = py +vd mit fy = f <inf (h(x); x € G),
Boir =Y >sup(Z(x);x € G),alsod=pf,  —f,v=1,..,n

(2) Zu diesen f, (Ziff. (1)) existieren Q, & q mit

(B2) [A=p]1C 0O, und o< j(@Q)—; k=] <nté,
y=1,...,7 + 1.

Unbeschadet der Giltigkeit von (B 2) kann dabei und soll
daher angenommen werden: Q,’,_:,l C Q. (wegen [h>p,.4] C
[h > B, ferner QL. = O (wegen [4 > B,.,] =), schlieB-
lich Q) = K (wegen [/ > ;] = K).

(3) Man setze Q, = o, — QLH, y=1,... n, es ist 7T =
(01, ..., Q,) cine g-Einteilung von K. Man definiere die zu 7°
(im Sinne von Nr. 1.1.2.) gehérige Treppenfunktion # durch
Ha)y=f . firx & Q,,v=1,..., 7 Esgilt

(3a) Q,=1[t> 1) und (3b) sup(h(x);x & Q,) < t(x)
fir x € Q,, letzteres, weil £ (x) < f,., fira € 0, C G — Q;H C
G [l > P

(4) GemalB (B 1) ist R(h) = pj(K) + o

AN

J(a=pD) + ve.

v

4 2

GemiB (B 2) folgt R (k) > pj(K) + (2 j(Q)— 6%+ de.
=1

Wegen 0 << <<e <_1 und |#] <1 ist — 02 4 Je = 2Le mit
|{| <1, wegen (3a) also

n

R = fjU) + 0 (2701 = ha]) + 2Le
(5) Da ¢ eine zu 7= (Q,, . . ., Q,) gehorige Treppenfunktion
mit den Werten f,., in Q,, soweit Q, + @; v =1, ..., 7, lilt
sich die letzte Ungleichung in (4) gemil Ziff. (I1) so schreiben:
R(h) >2Le -+ (7). GemiB (3b) ist aber /1, <7, also J(hy) <
J(@). Folglich R(h) >2Ce + J(hy) > 2Ce + j(£). Da & mit
0 <Z& <1 beliebig und | £| <7 tist, folgt R(4) > J(&); w. z. b, w.

Corollar. Unter den Voraussetzungen (und mit den Bezeicl-
nungen) des vorstehenden Satzes gilt:
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(1) die Formel fiur partielle Integration

Y _ ¥y _ ] )
[7Uh > Ky do [ adj((h >o] A K) =— 7 (K)
B B

und entsprechend fiir den inneren Inhalt j;

(2) die aus (1) wund dem vorstehenden Satz folgende Dar-

stellung fiir das j-Oberintegral (und die entsprechende fiir das
J-Unterintegral) :

[ hdj = —ﬂfocd]’([ﬁ >a] ~ K.

Dabei ist in (1) das zweite Integral linkerhand (und in (2) das
Integral rechterhand) aufzufassen als das (klassische) Stie/tjes-
(Riemann-)/ntegral | gdf der stetigen Funktion g(a) = « be-
ziiglich der beschrinkten, nicht-negativen und nicht-zunchmen-
den Funktion f(«) = j([# >a] ~ K).

Bew. Man setze f(a) = j ([ >a] ~K); dann ist f(f) =
7(K) und f(y)=o0. Es ist f(«) > o fiir § <o <y erklirt, be-
schrinkt und nicht-zunehmend mit zunehmendem «, ferner sind
p und y Stetigkeitspunkte von f. Falls noch g(a) = «, sind also
alle Voraussetzungen fiir die Giltigkeit der Formel der partiellen
Integration erfiillt (vgl z. B. [3], Nr.10.2.7.,, Satz 1. und

Zusatz); mithin gilt J adf(a) + ‘f(oc)doc—f(y)y — (BB

= —fj(K). Daraus erglbt sich unmlttelbar die 1. Beh. unseres
Corollars und aus dieser, in Riicksicht auf den obigen Satz, auch
die 2. (Das Sticltjesintegral bezlglich f(«) ist bekanntlich im
wesentlichen das Integral beziiglich des, durch eine mit f ge-
bildete Intervallfunktion bestimmten (endlichen) Inhaltes (vgl.[3],
Nr. 10.2.7. und Nr. 8.5.2.)

Anmerkung. Der vorstehende Satz liefert eine mit der uns-
rigen gleichwertige Definition des oberen und wunteren j-Inte-
grals. Bei Ridder ([7], § 17, S. 97) wird das obere bzw. untere
Integral, zunichst fiir nicht-negative, (beschrinkte) Integranden
f erklart als der duBere bzw. innere (Produkt-) Inhalt der Ordi-
natenmenge von f und es wird gezeigt ([7], § 18, Lemma B,
S.99): Das obere Integral von f im Sinne von Ridder ist
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gleich }i“% (Z @41 — %) 7 ([f = 0t,41] r\K)), wenn { = Max
% y=1

(11— %, ¥ =1,...,7); &= 0; und entsprechend fiir das untere
Integral im Sinne von Ridder. Ist f integrierbar (im Sinne von
Ridder), ist also das obere gleich dem unteren Integral, so kann
man unter dem Limeszeichen jersetzen durch 7, wenn die a, so
gewihlt sind, dalB [f > «, 4] ~ K Eq. (VgL [7], § 18, Satz
XXVII). - AuBlerdem beweist Ridder ([7], § 19, Satz XXIX)
fiir den Fall integrierbarer Funktionen f die Gleichwertigkeit
seines (als ,,geometrisch’’ bezeichneten) Integralbegriffes mit
dem unsrigen (dem ,,Youngschen‘’). (Bezliglich des von Ridder
zugrunde gelegten 7| q vgl. Nr. 1.3.1., Anmerkung.)

1.3.1. Ist wieder 7| q ein endlicher Inhalt in r, so existiert stets
die in v kleinste Erweiterung von j|q zu einem 7 r vollstin-
digen® Inhalt; diese Erweiterung werde mitj,|q, bezeichnet.
Es gilt der

Satz. Vor. Es sei j| q ein endlicher Inhalt in .
Beh. (1) Fiir belichiges g & v gilt

Jgdi=[gdj, sowie [gdj=[gdj,
(2) Insbesondere gilt also: Fiir belicbiges M € £ ist

FM) =7, (M) wnd F(M)=]F,(M).

Bew. Betr. Beh. (1) Wegen [ gdj = Bj(K) + }j([g > o] A
d g

K) do usw. geniigt es, die Beh. (2) zu beweisen. ~ Betr. Beh. (2)
Wegen q C g, ist j(M) < j,(M) <J,(M) < j(M). Wir zeigen,
daBd auch 7, (M) < j(M) sowie j(M) <7, (M). In der Tat: Zu-
folge der Definition von j,(#) gibt es zu beliebigem & >o0
solche @, € q, mit Q, C M, daB 7, (M) —e <7,(Q,). GemaB
Definition von 7, | q, existiert ferner zu Q, ein Q & qmit Q C O,
und 7,(Q) — & <j(Q). Daher existiert Q € ¢ mit Q C M und
Jo(M)—2e <j(Q) < j(M)=sup (j(Q); Q' € 9; Q' C M). Da
¢ >0 beliebig, folgt 7,(4) < j(M). Entsprechend zeigt man
7.00) > F (.
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Anmerkung. Wenn, wic bei Ridder [7], die additive Funk-
tion j | q sowohl positive als negative Werte annehmen darf und
wenn, wie in [7], die Totalvariation w|q von 7 |q (vgl. z. B. [3],
Nr. 5.1.) auf jedem @ & q endlich ist, erklart man die Erwei-
terung 7,|q, von 7| q auf folgende Weise: Es sei j*{q bzw. ;7|4
die positive bzw. negative Variation von ;| q, also j = j* — ;-
und w = st + j~. Ferner seien 7' |q), 7, | q; und w, |q,
die in r kleinsten Erweiterungen der (nicht-negativen) Inhalte

JT]q bzw. /77 |q bzw. w|q zu vollstindigen Inhalten. Dann gilt
(wie aus [7] Satz XI. und seinem Beweis folgt): 4, = 9 ~ q; .
Und schlieBlich wird 7, | q, erklart gemaB g, =q,undj, =7, —j,,
ferner das j-Integral gemiB [ fdj = [ fd;j* — | fdj~.

1.4, Ein 2 € v heie j-summierbar, wenn /(4) = /(/);
der gemeinsame Wert von Ober- und Unterintegral einer j-sum-
mierbaren Funktion /% heille das j-Integral von /.

Man bezeichnet ferner ¢ & v als g-meBbar, wenn fur jeden
Kernbereich K von g (wobel K & q) folgende Bedingung (M)
erfillt ist: (M) Es existiert eine abzdhlbare Menge A4 (K; g)
reeller Zahlen derart, dal [g > o] ~ K & ¢ fiir jedes nicht zu
A(K; g) gehorige (reelle) a. Zu dieser Definition bemerke man:

g & v st q-mefbar genaw dann, wenn dic Bedingung (M)
Jur mindestens einen Kernbereich von g erfiillt ist.

In der Tat: Sind A7, K" & q zwei Kernbereiche von g, so
setze man K = K' ~ K", ferner G'(2)=[g > a]~ K" und
G'(o)=|g>al K", sowie H(w)= (K" -—K) G
Dann ist K" ~G'(2) = K' ~G"" (o) = K ~ G (o) und mithin
G0 = (K ~ 6"@) U (K" —K) ~ G"(@) = (K" ~ G (@)
W H (o). Nun ist g(x) = o fur jedes x & H (o) (weil H (o) fremd
ist zum Kernberejch A von g); daher G (0) = K" ~ G’ (&) fiir
2 >0 und G (x) = (K" ~G'(@) u (K'—K) fir « <o.
Wegen K, K & qfolgt G'" (o) € qaus G'(2) € q.

Beispiele g-meBbarer Funktionen. Eine Treppenfunk-
tion t aus v ist g-mefbar genawn dann, wenn t zu einer q-Iintei-
lung T eines K & q gehdrt (im Sinne von Nr. 1.1.2.).

1.4.1. Nunmehr 140t sich zeigen:

Satz. Vor. Iis sei | qein endlicher, in v vollstindiger Inhalt.
Ferner sei b < v,
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Beh. (1) Folgende Aussagen sind gleichwertig: (a) Zu belie-
bigem € >0 und belicbigem Kernbereich K wvon h existiert eine
g-Einteilung T von K, derart, dafp [(hy; K)— J(hy; K) <e. —
(b) Es ist b j-summierbar. — (c) Es ist b g-mefbar.

(2) Die j-summierbaren Funktionen (aus v) bilden einen Vek-
torverband 1= 1(v) = (v;7 | Q) [wobe: { Vektorunterverband
von v ist] und eine Vektoralgebra. Zu | gehdren insbesondere :
Die charakteristischen Funktionen der Mengen Q & q und keine
anderen charakleristischen Funktionen, die Treppenfunktionen,
welche lineave Verbindungen dieser (d. h. der g-meflbaren) cha-
rakteristischen Funktionen sind (und keine anderen Treppen-
Sunktionen, vgl. Nr.1.4., Beispiele); der in G gleichmafiige
Limes einer Folge j-summierbarer Funktionen f, © \, wenn die
/, einerz gemeinsamen Kernbereich besizzen.

Zusatz, Falls j|q mickt vollstindig ist (in 1), existiert die
kleinste Erweiterung 7,|q, von 7| q zu einem (in r) vollstindigen
Inhalt. Der vorstehende Satz bleibt auch fiir solche (nicht-voll-
stindige) 7| q in Vor. und Beh. wértlich richtig, sofern man nur
in Beh. (1) (¢) und (2) ,,q-meBbar‘‘ ersetzt durch ,,q,-meBbar*,
ferner in Beh. (2) noch Q & q durch @ € q,. Ubrigens 75z 4
J-summierbar genaw dann, wenn h  j-swmimierbar ist; es ist
dann | hdj = | hdj,.

Anmerkung. Die Gleichwertigkeit der Aussagen (1) (b) und
(¢) des obigen Satzes findet sich schon bei Ridder ([7], Satz
XXVIL), auch 148t sie sich aus einem Satze der Loomisschen
Theorie der linearen Funktionale bzw. aus dessen Beweis
entnchmen. (Vgl. [6], z. B. S. 171; auch [2], Nr. 1.5.) - Bei
Hewitt ([5], Nr. 2.26.) wird das j-Integral | /dj zunichst nur
fiir solche nicht-negative, beschrinkte /% erklirt, fir die (in
unseren Bezeichnungen) die Mengen [£2 > a] ~ K zu g ge-

héren fiir jedes o; und zwar wird definiert: [ 4dj = lcin(‘)l

”

(2 o i, </ < o] A K)) (vgl. Nr. 1.3., Anmerkung).

pe=1
Unter Bezugnahme auf das Corollar in unserer Nr. 1.3. kénnen
wir also die Definition von Hewitt so schreiben:

[ hdj=— [ adj (b >a] A 5.
B
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Bew. Betr. Bek. (1) Gemill der Definition der j-Summierbar-
keit sind (a) und (b) gleichwertig. Die Gleichwertigkeit von (b)

Y
und (c) ergibt sich aus J(4; K) —/(h; K) = [ 4 («)da, wobei
8

(@) =7(h>a] NK)—J(h>a] ~K) (Nr.1.3.,, Satz), so:
Als Differenz zweier (beschrinkter) monotoner Funktionen be-
sitzt #' nur abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen. Da 4’ () > 0

Y
fir alle o, so ist [ /4’ (x)da = o genau dann, wenn 4'(x) = o
8

in jeder Stetigkeitsstelle & von %' ([3], Nr. 8.4.4., Satz 1.), also
weil j|q wvollstindig, genau dann, wenn [£ > a] ~K & q bis
auf abzihlbar viele . — Betr. Bek. (2). GemilB Nr. 1.2.3., Satz,
ist I Vektorraum. Es ist [ auch Verband, d. h. aus Z & [ folgt
| 2] € 1; letzteres ergibt sich mit Benutzung von Beh. (1) (a)

aus | % [(Q) — | 2 1(Q) < %(Q) — A(Q) und dieses aus || £ | (x) —
| A ()| < | h(x)—h(¥) | < TH(Q) — A(Q). — SchlieBlich st
g@) (@) ~g (W) h(y) = (g@)~g () h (@) + (h(x)— ())& (9),also
£h(Q) —gh(Q) < (6@ — g(Q) | £](Q) + (R(Q) — ~(Q))
1| (Q), so daB (zufolge Beh. (1) (a)) mit g, %4 & Lauch gk € 1,
also [ Vektoralgebra. — Betr. Gleichmdfige Konvergens.
Klar. -

Betr. Zusatz. GemiB Nr. 1.3.1., Satz, ist [ gdj, = Iga’j,, genau
dann, wenn [ gdj = Iga’j. i

Folgerungen. (1) Aus der Eigenschaft (1) (a) von [ (gemal
des obigen Satzes) entnimmt man: Die g-mefibaren Treppen-
Sfunktionen p liegen dicht in | beziiglich der durch J(|f|) =
[ £\ dj bestimmten Quasimetrik (d.h. zu jedem f & {und jedem
&> 0 existieren p mit /(|f—p|) <&).— (2) Aus der Beh. (1) (¢)
des obigen Satzes folgt noch: Ist ;| q vollstindig und ist % j-sum-
mierbar, so ist 4 auch j'-summierbar, wenn 7'|q ein anderer voll-
stindiger Inhalt ist (mit dem gleichen Definitionsbereich ¢ wie
71 0). In diesem Sinne Vallt sich behaupten: Die Eigenschaft der
J-Summierbarkeit  beziiglich eines vollstindigen Inhaltes
7| q Aéngt nur von q ab, nicht von j|q.

1.5. Das j-Integral, aufgefalt als reelles Funktional /(f) Gber
dem Vektorverband { der j-summmierbaren Funktionen, ist linear
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und positiv, d. h. /(f +g) =/(f) + /(g) und /(%) > o,wenn
i >0 (d.h. 2(x) > o fiir jedes x € G). (Folgt aus Nr.1.2.3.,
Satz, (3), (4)). Das lineare Funktional /(f) heiBe stetig, wenn
aus f, €0 mit o< f, . ; <f, und o =lim alg £ 1% folgt:
o = lim /(f,). Wir zeigen:

Satz. Das lineare, positive Funktional J(f) = [ fdj iiber 1
ist stetig genaw dann, wenn j|q o-additiv ist.”

Anmerkung. Der Satz mit der auf die Norm zum Lebesgue-
schen Integral gegriindeten (mit der obigen gleichwertigen) Stetig-
keitsdefinition und mit einem etwas anderen Beweis bei G. Au-
mann [1], S. 448. Vgl. auch Bauer [2], Nr. 2.4., insbes. Satz 1.

Bew. (I) Es sei | q oc-additivund o < £,y <f, mit o =lim
alg f, sowie f, & [. Ist KX Kernbereich von f;, so auch von £ ;
auflerdem existiert ein d >omito < f (x) < f,(x) < d < +oc0
fur x & G. Wegen f, & ist F (a)=[f, = o] K & q, fiir
jedes o bis auf abzdhlbar viele Ausnahmen (Nr. 1.4.1.), die je
von f, abhidngen. Daher gibt es beliebig kleine & >>o0 derart,
dal 7, () € q, fir jedes n. Fur solche ¢ gilt:
o</, K) S dj(F, (&) +ej (K — F, () < dj(F, )+ ej(K).

Nun ist aber (1) 7, ., () C F,(e) (wegen f, . < f,) und (2)
() F,(e) =0 (wegen lim alg f, = 0). Zufolge der o-Additivitit
von j|q, also des Nullimessatzes ([3], Nr. 2.3.), folgt aus (1)
und (2), daB lim ; (#,(¢)) = o. Fur hinreichend groBes #,
etwa 2 > V(e), ist also o < J(f,; K) < (d 4+ j(K)) . e. Somit
lim /(f,; K) =o0; w.z b. w.

(IT) Es sei /|l stetig. Es genligt, aus der Stetigkeit auf die
Giiltigkeit des Nullimessatzes fiir 7|q zu schlieBen, also, wegen
7(Q) = J(c(Q)), zu zeigen: Ist Q,.; C @, € qund @ =
Q1 @y ..., so auch lim /(c(Q,)) = o. Abero < ¢(Q, 1)
< ¢(Q,) und lim alg ¢(Q,) = o.

§ 2. Erste Erweiterung von Integral und Funktional

2.1. Im folgenden sei der endliche Inhalt j|q stets als o-
additiv vorausgesetzt. Dann existiert (vgl. [3], S. 55) (eindeutig)

1 Es bedeutet £ = lim alg f,, daB f(x) = lim £, (x) fiir jedes x € G.
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die in r kleinste Erweiterung von j|q zu einem MaB ;' |3 bzw.
zu einem in r vollstindigen MaB j, |3,.

Wegen der o-Additivitit von 7| q ist andererseits das Funktio-
nal /|1stetig, es existiert daher (vgl. [3], Nr. 6.1.6.) dessen erste
Erweiterung S|$ (im Sinne der Theorie der linearen Funktio-
nale). Als S-meBbar bezeichnen wir dann diejenigen Mengen
M & r, deren charakteristische Funktionen zu ¢ gehoren:
c(M) & ¢, und als S-summierbar die Funktionen aus s.

2.1.1. Der Definitionsbereich u cines endlichen Inhaltes 2 |u
heile o-saturiert bezliglich z, wennaus U, Eumit U, CU, .,
und mit = (U,) <{d < 400, wobel die reelle Zahl & unabhingig
von 7 ist, folgt: |_J, U, & u. — Wir bemerken nun:

Das System der S-mefbaren Mengen ist ein Boolescher
0-Verband! w. Die Funktion w(U)= S(c(U)) mit U & u ist ein
endlicher, o-additiver, in v vollstindiger Inhalt Ziber n, der als
zu S|¢ gehoriger Inhalt bezeichnet werde. Schlieflich ist
U g-saturiert beziiglich wu.

In der Tat: Da das tbrige bekannt ist (vgl. [3], Nr. 6.3.2,,
Satz 1), hat man nur festzustellen, dall u ein d-Verband und
o-saturiert bezlglich # ist. Beides folgt unmittelbar aus dem fir
S|¢ glltigen, verallgemeinerten B. Levischen Satz (vgl. [3],
Nr. 6.1.6., insbesondere Satz 3.), demzufolge eine monotone
Folge von S-summierbaren Funktionen f, mit beschrinkten
S(f,) gegen eine S-summierbare Funktion f konvergiert mit

S(f) = lim S(f,).

2.1.2. Im AnschluB3 an Nr. 2.1.1. erwihnen wir noch:

Bemerkung. Ist u ein Boolescher d-Verband in r, so ist! u,
identisch mit der (in r) kleinsten Erweiterung zu einem Boole-
schen o-Verband u’.

Bew. Da u, ein o-Verband ist, genligt der Nachweis, dal3 u,
zugleich ein Boolescher Verband ist. Es seien nun U, U € u,
mit U’ CU",alsoU' =), U,und U" = J, U mit U, U & u.
Daher ist U — U' =), (U, — U ~ (U, U})). Da aber

U =0 '~ (U, U) =N U —U'~U,)

und da u ein Boolescher é-Verband ist, gilt U, — U, ~ U, & u



Bemerkungen iiber Unterteilungsintegrale und lincare Funktionale 365

und (), U —U'AU)) € u Somit U" — U' & u,. Und da

u, in jedem Booleschen o-Verband iiber u enthalten ist, folgt
die Beh.

2.1.3. Auf Grund der Nr. 2.1.2. ergibt sich der

Satz. Vor. Es sei w|u ein endlicher, in v vollsténdiger In-
halt. Ferner sei w ein (Boolescher) 6-Verband wund c-saturiert
beziiglich u.

Beh. (1) Die Erweiterung o' |vw' von wu|u auf v = u, ist
gleich der in v kleinsten Erweiterung von w|n zu einem Maf. ~
(2) Es ist W —u das System genaun derjenigen Mengen U' & u'
=, fiir die ' (U") = +0c0. = (3) Das Ideal n(u) in v der u-Null-
mengen ist identisch mit dem o-Ideal n(u") der w'-Nullmengen,
also o-Ideal in v. Daher ist u' | zugleich die in v kleinste Er-
wetterung von u | W zu etnem in v vollstindigen Map.

Bew. Betr. Beh. (1). Folgt aus der Bemerkung in Nr. 2.1.2.
Man beachte: Wegen der o-Additivitit von #z |u (in r) existiert
die in r kleinste Erweiterung von #|u zu einem MaB. (Vgl.
z. B. [3], Nr. 3.2.). = Betr. Beh. (2). Es sei U' & u, =/, also
U =), U, mitU, & uund U, C U,.,. Wegen der g-Saturiert-
heit von u beziiglich # ist U" & u, wenn 2/ (U") = sup (u(U,);
1w =1,2,...) <7 +0c0; und umgekehrt folgt aus ' € u auch
W' (U") = u(U") << 400, = Betr. Bek. (3). Gemill Beh. (2) sind
alle 2'-Nullmengen schon #-Nullmengen. Da auch das Umge-
kehrte gilt, ist n(z) = n(2’). Es ist aber z!u ein in r vollstin-
diger Inhalt, es ist also insbesondere jede Teilmenge einer
#-Nullmenge selbst eine z-Nullmenge; somit ist n(z) Ideal in r.
Weil n(z') cin o-Ideal (in ) ist, folgt, daB n(x) = n(x') ein
o-1deal 7n v ist. Daher ist 2/ | u' ein in v vollsténdiges MaB, und
zwar das in v kleinste. (Vgl. z. B. [3], Nr. 2.4.2.)

2.2. Weiter ergibt sich jetzt der

Satz. Vor. Es sei jlq ein endlicher, c-additiverinhalt
(@ C ). Ferner sei J|U das durch das j-Integral bestimmte li-
neare Funktional, S|$ seine crste Erweiterung im Sinne der
Theorie der lincaren Funktionale und w|u der sugehirige In-
halt. (Vgl. Nr. 2.1, und 2.1.1.)

Miinchen Ak, Sh. 1955 28
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Beh. Die in v kleinsten Erweiterungen von jlq und u|u
zu in v vollsténdigen Massen j, |3, bzw. w' |V sind identisch.
(Es ist also 3, = v = u, und j, |3, = u' | v').

Bew. (I) Das System n(j.) der j.-Nullmengen ist ein o-Ideal
inr, daj, |3, ein in r vollstindiges MaB ist. — Zs 75t aber n(u) =
n(x') = n(j,). Namlich: Weil «|u Erweiterung von j|q ist,
gilt ¢ C u und folglich (da 2| u’ ein in ¢ vollstindiges MaB ist)
auch 3, C v'. Daraus folgt n(j.) C n(x). DaB umgekehrt auch
n(z) C n(j,) ist, ergibt sich so: Zu U € n(x) und 2~* existieren
(gemifB der Definition von #|u und S|$) solche f,, € |, dal}
0 < fon < forsa und c(U) < supf,, sowie sup J(f,,) < 2"

Es sei 7, |q, die kleinste Erweiterung von 7|q zu einem in t voll-
stindigen Inhalt; es ist q, C 3. Ist X, ein Kernbereich von £, ,
so gibt es (wegen f,, &l ein o,, mit 0,5 < a,, < 0,6 derart,
da8 Q,, = [f,, =, )~K,, zu q,, also auch zu j, gehort.
(Vgl. Nr.1.4.1., Satz, Zusatz.) Es ist «,,c(Q,,) < f,, also
4,/ (¢(0,)) < J(f,) <2™'; wegen 0,5 <, ist mithin 7,(Q,,
= J(c(Q,,)) <=2 fiir alle n. Wegen f,, < £, .01 ist Q,, C
0, »11- Setzt man @, = |}, Q,,, so ist Q, € (q,), C %, . AuBer-
dem ist U C Q,; wegen c¢U) < sup Sy, Ist niamlich U C
U, {fyn = Bl ~K,,) fiir jedes B <1, woraus fiir f = 0,6, also
u,, <<pund [f,, =Bl CIf,, = «,], dic Beh. folgt. Daher ist
UCQ=(),0 Es, mit j,(Q)=o0. Weil U C Q und Q € n(j.),
folgt U & n(j)).

(Al) Esist w' =y, und u' |0 =7, |3,.

(I1") Gemif der Definition von z | u ist zunichst q Cu und
jla=ul|q. Da 7.|3, bzw. 2'|v die in tr kleinste Erweiterung
von 7|q bzw. von «|u zu einem in r vollstindigen Masse ist,
folgt aus q C u usw., daB 3, C v’ und j, |3, = #'|3,. Es ge-
niigt also zu zeigen, daB v’ C 3, ist, und dazu, Zzf u C 3,; denn
aus letzterem folgt wegen der Vollstindigkeit von 7, |3, und
#'|u in r, daB v’ Cy,.

(I1") GemiB Ziff. (11') zeigen wir: Aus U & u folgt U € 3, —
In der Tat:

(I1" 1) GemiaB der Definition von #|u existieren zu U € u

und zu £ =1, 2, ..., solche p, & (, daB S| e()—p,|) < 27
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Und da die g-meBbaren Treppenfunktionen dicht liegen in
beziiglich der durch /(| /]) = S(|f|) bestimmten Quasimetrik (vgl.
Nr. 1.4.1., Folgerung (1)), kann p, als q-mefbare Treppenfunk-
tion angenommen werden. Uberdies kann o. B. d. A. und soll
vorausgesetzt werden, dafl o < p, < 1; denn mit p, ist auch
#, = Min (1, Max(o, p,)) eine g-meffbare Treppenfunktion, und
gwar mit S(|c(@)—p,]) < S(|c(@)—p,|). Wir kénnen also

ctzen p, = 3 a,c(B) = 3 (o, c(B,~U)+o,¢ (B, — B, A U)
mit o < a, 21 1; dabei is?lB,, € q sowie B, ~ B, =, v = p,
und K, = L”) B, & qist Kernbereich von p,.
v"1
(11" 2) Ersetzung der Treppenfunktion p, © 1 mito < p, <1
durch etne charakteristische Funkiion ¢(Q,) & (. — Es ist ¢(U)
—(U—U ~K)+ Zl’ (1. ¢(Bl) + 0. c(B)Y), wenn B, — B

~UE v und B! = B,— B, ~U € u. Dabei ist B, ~ B! = 0
fiir alle v,0 = 1,..., 7 und By~ B, = B, ~ B,/ = 0 fiir v &= p. —
Weiter sei 27t < o, d.h. 1 — o, < 271 flir v = g,, ferner o, <271,
d. h. 27t <1 —a, fir v =9p,. Wir setzen Q, = \_),; B,, also ¢(Q,)
=" (1.¢(B;) + 1. c(B.)). Daher gilt einerseits

[c@)—c@)| = cU—UnK)+2c(B") +ZC(BQJ.>-
Andererseits ist

le(U)—p,| = c(U—UANK,) —{—Z,: ((1 —ay)c(B:) + ot,,c(B:') .
v=1

Die rechte Seite der ersten der beiden Gleichungen ist aber (ge-
mil der Definition der B"i bzw. der Bej) nicht gréBer als das Dop-
pelte der rechten Seite der zweiten Gleichung. Somit | ¢(U)— ¢(Q,)]
< 2|¢(U) —p,| und folglich S(| () — ¢(Q)]) << 2" (ge-
maf Ziff. (11" (1)). Dabei ist ¢(Q)) C 1.

(IT" 3)Wegen S(|e(U) — ¢(Q,)]) <<2'*ist c(U)=(S)lim ¢(Q))

. . . . . - I
und es existiert mithin cine Teilfolge Q, aus der Folge der Q,

1 e(U)y=(S) lim ¢(Q,) bedeutet, daB lim S (|e(@)y—¢c(Q)]) =o.
- 0
28*
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derart, daBl ¢(U) = lim alg ¢(Q)) (mod n(x)) (vgl. [3], Nr.
6.1.5., Satz 1., (2)). Weiter ist 2(U) = S (¢(U)) = lim S(c(Q))) =
lim 7 (c(Q)) = lim j(Q;) = lim . (Q}) (vgl. [3], Nr. 6.1.6., Satz 2.,
(I11)). Aber lim alg ¢(Q)) =inf(4,; 7 =1,2,...) mit %, =
sup (c(Q)); 7 < &) =cU)), wenn U, = |J,-, Q. Es ist
U, € aq, also U =", U, € q,s C4,,und ¢(U) = ¢{U") (mod
n(u)). Letzteres besagt, daB U = (U’ —U' ~AN) O (N —U' ~N)
mit N € n() = n(j,) C 3, (vgl. Ziff. (I)). Daher ist U & 3,

!
also u C 3, W. z. z. W.

2.3. Das untere bzw. obere j,-Integral [, fdj, = ], (f; Z") usw.
ist zunichst erklart fir ein 2’ & 3, als Definitionsbereich der re-
ellen Funktion f (vorausgesetzt, daf3 das Oberintegral usw. exi-
stiert). Dementsprechend erkliren wir [fdj, = /. (f) usw. all-
gemein fir Integranden aus dem Vektorverband v' aller reellen
Funktionen mit einem Kernbercich 7' & 5, wobei 3, = u,. Die
Ausfithrungen in Nr. 1.2.3. gelten auch fiir /) (f) usw. Das
Integral [ fdj, = J.(f) = J.(f; Z') wird wie {iblich erklirt;
ein jl-integrierbares f mit endlichem Integralwert heiBt ;7 -sum-
mierbar (f & o).

Betrachtet man andererseits ein /2 € 8, dann existieren
f, € I mit £ = lim alg £, (mod n(;j))) (vgl. [3], Nr.6.1.5., 6.1.6.)
Daher gilt f(x) =o fir x € G-—Z', wobei Z' =N v |, K,
ist, und zwar K, & q Kernbereich von f, sowic & € u(/.). Mit-
hin Z' € 3, (also f & v") Es gilt nun der

Satz. Vor. Wie in Nr. 2.2., Satz.

Beh. (1) Es ist u|u die grifite Verengerung von j,|3,
zu einem endlichen Inhalt.

(2) Es ist der Vektorverband ¢ der S-summierbaren Funktio-
nen f identisch mit dem der j,-summierbaren Funktionen, dabei

ist S(f) = [fdj.

Bew. (1) Folgt aus Nr. 2.1.3. — (2) Ist f € 8 mit 2’ als
Kernbereich, so gilt S(f) = [, fdu,, mit Z' & u, =y,
(Vgl. [3], Nr. 6.3.3.). Wegen 7, |3, = #u, |u, ist daher S(f)
= [, fdj,. Und umgekehrt gehért jede j,-summierbare Funk-
tion zu 8. (Vgl. [3], a. a. O.)
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