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1. Einleitung

Die Berechnung des Simplexinhalts in Rdumen mit nicht-
euklidischer Metrik stéBt nach wie vor fiir héhere Dimensionen
auf Schwierigkeiten. Schldfli konnte bereits 1852 fur Simplizes
auf der Kugel den Fall der geraden Dimensionen auf niedrigere
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am 20, 5. 1955 am Mathematischen Institut der Universitit Miinchen zu
Ehren von Herrn Professor Dr. Robert Konig von seinen Freunden, ehemali-
gen Schiilern und Assistenten veranstaltet wurde.
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Dimensionen reduzieren, wenn dieses Resultat auch erst 1go1
publiziert wurde (siehe [12], [2]}). Weiter haben sich H. Poin-
caré ([11a]) und H. Hopf ([6]) mit dieser Frage befal3t, und
Hopf hat diese Reduktionsformel auch auf die hyperbolische
Geometrie ausgedehnt. Dies Problem verdient auch vom funk-
tionentheoretischen Standpunkt aus Interesse, weil zu erwarten
ist, daB fiir die Berechnung des Simplexinhaltes beim Aufstieg
von einer geraden Dimension zur nichsthéheren ungeraden Di-
mension neue transzendente Funktionen auftreten. Zumindest
ist dies fiir » = 3 (Lobatschefskij [7], [7a], Coxeter [3],
[3a], siche auch die in [12], Seite 390, gegebenen weiteren Zitate)
und neuerdings fir z =5 ([8], |[9]) erwiesen worden. Diese
Untersuchungen waren fiir mich der AnlaB3, die Gesamtheit der
Winkelrelationen am Simplex aufzustellen, wobei nur elementare
Begriffe benétigt werden.

Die bekannte SchluBweise, die zur Poincaré-Hopfschen
Formel ([6]) fuhrt, liefert dann entsprechende Relationen fiir
simpliziale Zerlegungen in Clifford-Kleinschen Raumfor-
men. Diese gelten aber auch unabhingig von der Metrik, d. h,,
sie lassen sich rein kombinatorisch topologisch herleiten, wobei
ein gewisser Parallelismus der Formeln in Erscheinung tritt.
Es ist interessant, und es mag besonders darauf hingewiesen
werden, dal} die hier auftretenden Bernoullischen Zahlen und
die methodische Verwertung von formalen Potenzreihen auch
neuerdings in der Topologie eine sehr bemerkenswerte Rolle

spielen ([5]).

I. Das Simplex in der n-Sphire
2. Grundbegriffe und Bezeichnungen

Seien x,, v =0, 1, ... 7, kartesische Koordinaten im ecukli-
dischen Raum E£”*!, der n-dimensionale Inhalt der s-dimensio-

”
nalen Einheitssphire S™: 3’ 27 = 1 werde ¢, genannt, also
v =0

! Nummern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis
am SchluB3.
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¢ = 27, ¢ = 47 usw. Ein »-dimensionales sphdrisches Simplex
& werde (als Teil von S*) gegeben durch die Gleichungen:

(2.1) lﬂ=§)a“,x,go,,u=o, 1,...n, 2 x2=1, det (a,,) = o.

v=20

Seid, ., der n-dimensionale Inhalt des sphirischen Gebietes:

%>Q%>Q”.%>Qéﬁ=1}

y=10

so nennen wir (fir £2 1)

(2.2) Uy.vy = b

den ,k-dimensionalen (relativen) Innenwinkel'* von &" am
(n—£—1)-dimensionalen Simplex

3"_k—1 —

[, =10 =...l, =0,/ >o0,. 20,...1,,20,2953:1]
0 1 k IES T Ey2 — = =, |

(bei Hopf [6] ,,(# + 1)-facher Innenwinkel) und 8" #~! seinen

wScheitel*. Hierbei ist (v, . . . v, v,.4...7,) eine Permutation

von (0, 1, . .., 7).

e 1 .
Fir £=owerde — ¢
C

n

= gesetzt mit einem ¢”~ 7 als Scheitel;

vo

firk=n—1ist-— ¢

c vo.. .Y

0 n

_, der (# —1)-dimensjonale Innen-

winkel mit einem §° = IIZVo =...= =o0, ) 2= 1},d. h.

einem Eckpunkt des Simplexes & als Scheitel. Die ,,Dimension'
k des Winkels haben wir hierbei gerade so festgesetzt, daB3 zu seiner
Berechnung im allgemeinen 4-dimensionale sphirische Simplex-
inhalte ausreichen (siche spiter 11, 7.). Wir merken uns noch an,
dall bei dieser Sprechweise die Summe der Dimensionen von
Winkel und Scheitel jeweils 2 — 1 ist.

Sodann fithren wir fiir 4 =1,2, ... #-—1 die Summe o,

(bei Hopf [6] w"* D) der 4-dimensionalen relativen Winkel von
&" ein:
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1 .
(2.3) W, = - b Ly,
7oy ey
und erginzen diese Festsetzung fiir # = o und £ = —1 durch:
_ 741 ,
(24) wy <: 70(:1 1)) — ‘”"2 Lo, (= LU(I)> — 1

3. Poincarésche Relationen und Poincarésche Formel

Ein Zugang zu den gesuchten Relationen stammt von Poin-
caré [11a]. Fihren wir mit thm die Summe s} der z-dimensio-
nalen Inhalte aller derjenigen Teilgebiete von S” ein, {ir welche

=} )

genau £ der gegebenen z-+1 Lincarformen 7/, positiv (und die
1

RN o (AN g I o 7
Ubrigen genau 7z — £ 4 1 negativ) werden, sowie ¢) = 5
als ,,Relativ-Inhalt aller dieser Teilgebiete, so ist; "
gt = — o, =, Relativinhalt“ von &
G = 0,1 =, fa1... = ®, = ,Relativinhalt® von
und allgemeiner
(3.1.a) o =gqd , ,, V=0, 72 4+ 1, sowie
n+1 v
=
(3.1.b) w, = > (é+1)‘7: , k= —1,0,1,...0n—1, 7,
v=~F+1
n+1 741
o . . N\ n o . . 72+ 1 . 2] #
A=—1i0_;=1=2 0, k=010;=-"— = voo!
y=10 - v=1
n+1

v ” M ” . 7 k3

=10, = Z; ( , )av,usw. Lisw, y=0"+m+1)d" 0, ,=0d" |
v =2

Hieraus hat bereits Poincaré [6] die bekannte Formel fir die

.» Winkelwechselsumme*S oder ,,verallgemeinerte Winkelsumme*

W (Hopf) hergeleitet:

n—1

32) W= 2 (—0 " e =0+(1))o,

e |
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4. System linear unabhingiger Relationen

Stellen wir uns nun die Aufgabe, ein vollstindiges System von
lincar unabhingigen linearen Relationen zwischen den o, auf-
zufinden, die nach Elimination der ¢ aus dem System (3.1a, b)
zu folgern sind, so erhalten wir die folgenden weiteren Relationen:

1 (41 L fia ~
0)0—; M w._; =0, ur 7z = O,
1 (n—1 1 {nz+1 .
Wy — — o+ —" Mo =0 flirz = 2
2 > 1 1 4 3 1 ’ == %)
1 (n— 1 (n—1 1 (741
o=t (et 1 (13 =3 (1 o=

_ 1 fn—3 ) 1 fn—3 1 (n—1 v 7241 .
g 2( . )()5 4( 3 )0)3 2( s )wl‘ 8( ; w_, =0,

fir w = 6, usw.
allgemein ergeben sich Gleichungen dieser Form:

!
N P nw—ol+2h+1 .
(4.1) oy + 2 (—1) ‘721“1-1( o1 Wos—2s—17= 0,

=0
fur 2 = 2/.

Wir zeigen jetzt den

Satz 1: Fiir ein belicbiges sphirisches Simplex " erfiillen
die Winkelsuminen o, die Gleichungen (4.1) fiir [ =o0,1,...,

71 .
l = lmzt

1

2+ 2 Y
(4.2.) TGgpi1= 5, " — 1) (—1)" By, 9, f=0,1,2,...,

. 1 1
worin By = ) B.1 — T o BG -
B ] 30

1
Ty e e
42

die Bernowullischen Zallen bedeuten. Die Relationen (4.1)
stellen ein vollstindiges System von linear unabhdngigen linearen
Relationen zwischen den o, dar, die sich nach Elimination der
o) auns (3.1, a, b) ergebei.
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Den Beweis fithren wir in drei Schritten:

(1) Aus der Giiltigkeit von (4.1) fir ein / 20 und » = 2/
folgt (4.1) fiir dieses 7 und alle » >>2/. Man braucht nimlich
diese Gleichungen dann nur auf jeden einzelnen 2 /-dimensionalen
Winkel aus w,,; anzuwenden und alle diese Gleichungen Uber alle
Winkel aus w,; zu summieren, dann wird ein Winkel aus der
Summe w, (£ ungerade) genau in so vielen von diesen Gleichungen
auftreten, als er in verschiedenen 2/-dimensionalen Winkeln (aus
w,,;) mit vorkommt, und diese Anzahl ist gerade gleich

R 0 R | R e

E=21—2p—1

so dal} dieser Faktor dann noch zu jedem Glied

(=) ag, g @y 0y
hinzutritt.

(2) Trivialerweise ist nun (4.1) richtig fir /=0 und #» = o0
mit a; = —i ; nehmen wir an, daf es Zahlen 4y, .. .4y, , (A >1)
gibt und daf} filir diese die Richtigkeit von (4.1) fur alle / mit
A—1 27 20 und fir » = 24 gezeigt ist, so wollen wir jetzt
zeigen, daB dann die Gleichung (4.1) flir /=2 (und » = 22)
folgt. Es ist nach der aus (3.1) hergeleiteten Gleichung (3.2):

n—1 A—1 A
1 Ly 1 1
Wy = 5 Z <_ 1)n et W, = — a2 Z Wy, + 2 Z W21
y=—1 7=0 7=0
i—1 5 .
1 Bt 2A—2j+2h+41
=, ;go 150 (— 1 ¥ ag, 0y ( 2k 41 Wo,; 24—1
!
1
(4. 3) +- ” Z;] Wy,
=

—1  Ai—J—1
1 : 2A—2/+1
=5 2> 2 (= 1>1+1 421;¢1( 2/'2-!—/1 )w2/~1

J=j—k=0 k=0

2
1 1
+_2‘ 2 Y 5 W2a—1
=0

A—j—1

A
1 1 . 2A—2/+1
= oyt 2= g (A ))

h=0
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die zu beweisende Gleichung (4.1) mit / =4 = Z verlangt, zu
zeigen, daB dies gleich sei dem folgenden Ausdruck
2

y
2 Topy1 Woa_—ep—1
=0

A
= D (— 1>Z+j Agp—2741 Wy 1-

Koeffizientenvergleich fir o £ / £ 1 liefert das rekurrente Ge-
setz der Koeffizienten:

e 1
(—1)" ' 1422—21+1 = ;’{‘

oder

(a1

2A—2]+1
Con+1\ 2p4

4d VP apn =t 2 0 s (51

(fiir /1 = o bedeutet diese Gleichung ¢; = ; )

(3) Hiernach ist der Beweis von (4.1) durch vollstindige In-
duktion beendet, wenn die @, , , ; so gewihlt werden, daf sie diese
Bedingung (4.4) fiir beliebige ¢ = o erfiillen. Setzen wir

o

7 R+ 2241 __
(4.5) _ };0 @i+t ” =g(x)

als formale Potenzreihe an, so ist (4.4) gleichbedeutend mit

A

4.6) 14+ 2 (—1)f i'lﬂzh+1(§2—_::i) = (— 1) @241

oder mit
4.7
h+1 L ioa
(24 - Fl T 2’ (— 1 a2"*1(2lz+1)!(é}.—2/1)! (—1) (—,;:_*-11)

oder im Sinne des formalen Potenzreihenrechnens mit
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oo

S (_1>/t_r2/1
ecosx = glx) > —
&) g@) 2w
o 2 a3 1 L \
— v [ ¥ h R+ N L2441
;4:,0 (/,_0 2 (24 + 1)1 <2 ))( 1)
< i a4 1
— S - 2 . A 2A41
;§0 ((21—}-1)! (—1) (224 1)! )< 1)t
= sinx — g (x).
Also ergibt sich:
g(;\,‘) — 9111 X _ tg :1)

1 -& €0S x 2
Hieraus folgt:
22hH2 (2042 Y (— 1)t By i

1
P ' B PV ESY oder
(27 + 1)! (2/ + 2)! 2

a4 1

(— )R (2RAF2 — 1) By, o

T

dop 1 =
2 /41
womit der erste Teil von Satz 1 bewiesen ist.
Der zweite Teil von Satz 1 ist rasch cinzuschen. Aus der Ge-
stalt des Systems (3.1. a, b) ergibt sich nimlich sehr leicht, dal3

die Eliminationsaufgabe auf héchstens [ I-l— 1 linear un-

abhingige lineare Gleichungen fihrt. Da sich aullerdem nicht
schwer cinschen 140t, dafl die Gleichungen (4.1) Folgegleichun-
gen des Systems (3.1, a, b) sind und da die Gleichungen (4.1)
offensichtlich lincar unabhingig sind, so folgt, dal} sie ein voll-
standiges System von linear unabhingigen linearen Gleichungen
darstellen, die sich nach Elimination der o] aus (3.1.a,b) er-
geben.

Bemerkung : Die fur 7 = 2/ im System (4.1) enthaltene Glei-
chung
(4-8) Wy 2 (= 1) ay, g 0y =0

E=0

kommt bereits bei Schlidfli [12], 5. 240, vor, der sie jedoch auf
ganz andere Art (iber seine allgemeine Integralformel) beweist.
Um die Schlaflische Formel mit unserer Formel (4.8) in Uber-
einstimmung zu bringen, hat man zu beachten, dal} 1. bei
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Schlifli die Dimension des sphirischen Simplexes so definiert
ist, daB sie um 1 groBer ist als nach der heute iblichen Definition
und 2. als Einheit fiir die »-dimensionalen relativen Winkel der
2"t 1te Teil (d. h. der verallgemeinerte ,,Oktant*‘) der »-Sphire
genommen wird und deswegen o, = P Jo1 zu sctzen ist.

5. Die Zahlen asy 41

Die Zahlen a,, ., berechnen sich der Reihe nach wie folgt:

1 1 1 17 _ 3t 691 5401

Q= @y = A= 0= g, Ay = Ay = T

Es gilt der

o 5 —1=1 .

Satz 2. Furialle =0 5t @y g =2 " Ao gnworin 4,54
etne ganze, und swar ungerade Zahl darstellt und i aus der Glei-
chung h-+-1 = 2%q, g ganz und ungerade, zu bestimmen ist.

Bemerkung : Anders ausgedriickt, gilt fir v = 2*71g—1,
¢ ganz und ungerade: A,, ., = 2%a,,, ; ist ganz und ungerade;
also ist z. B. a3, = 27° Ay, A4 ganz und ungerade.

. 5 - - 9 1 5 D .
Beweis. Die Zahlen 7, ., =2*"%"ga,, ., sind die durch die

[e+] 2441
. - E .
Potenzreihe tg x = > 7, 2k + )1 definierten sogenannten
2/ - )

h=0
,Tangentenzahlen®‘.? Sie sind bekanntlich ganze Zahlen, und es
y o o ’
gilt:
1

_ 2h+1 2hp+2 e 1V
Dl =5 L2 (2 1) (— 1) By
Andererseits ist
P N . aj,
(— 1) Byjie= 28,

worin a,, f, ganz, positiv, teilerfremd und auBerdem beide un-
gerade sind. Setzen wir 2 -+ 1 = 2’19, ¢ ganz und ungerade, so
folgt aus der Ganzzahligkeit von

oim o aj
e N =loo s R ) f)’; , B, ungerade,
4

2 Siehe z. B. [10], S. V111, aus der Rekursionsformel S. IX (oben) folgt die
Ganzzahligkeit; die Zahlen Ap ;= 2= C*=2 73 4 2/ +1 < 59, kinnen
aus der Tafel fir 77, # = 30, [10] S. 88, leicht gewonnen werden, z. I.
A5 = 029560, A, = 3202201, A= 221930581, .. die Zahl Ay hat
52 Stellen, A4y 108 Stellen.

“q
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: — 241
die Darstellung 77, . ; = 2°"7"4,, . 1, Ay, ., ganz und ungerade,
also: @y, ., =2""""4,,,,, womit alles bewiesen ist.2?

Bemerkung : Die Tangentenzahlen spielen tbrigens zusam-
men mit den Sekantenzahlen eine besondere Rolle bei der Auf-
gabe, die Anzahl 27, der sog. Zickzackpermutationen von » Ele-

menten zu bestimmen ([4]). Eine Permutation (;’ "':)heiBt
1r o e 2n

hierbei Zickzackpermutation, wenn kein z, der Gréf3e nach zwi-
schen seinen Nachbarn 2,_;, 2, liegt, d. h. wenn (2, — z,_,)
“(2yp1 —2,) <o istfiralles <v < - 1.

Es ist sec x

22v+1

2y R
=3t tox=1t¢ P 7 =2+l =T,
.‘§o el BT T e et CAE T

6. Die Winkelwechselsumme W

Wir beweisen
Satz 3: Filr gerades n = 2 m ist

»m

W=a2 Zo (— 1)1 Wapy 2y 15
P
Siir ungerades n = 2m + 1 ist W =0 eine Folgerelation der
Gleichungen (4.1).

Beweis: Flir gerades # = 2+ m ist

n—1 m—1 m

W=2 (o, 0= X (0T o= — 3 oyd X oy,

p=—1 7=0 7=0

m-—1 . m
O n—z27+2k+1
=—2 2 (_l)hﬂ:)/,-u( j;l+1 )ij—Zh—1+Zw22—1

F=0%=0 = =0

”Zv =4 =1 2 1 2772—2}.—*—1
= Z, ( 2 (=Yt ﬂz;;+1( 2l 1 )+1)w“_1

h=0

”

=2 Zo (— 1) @, 4 Wy sy —2p—1-
=

2% (Zusatz bei der Korrektur:) Siehe hierzu auch L. Saalschiitz, [17],
S.117-119.
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Fiir ungerades # = 2 - 1 ist

” n-1
—W= Z(‘ 1)"_1 W,y 1™ Z 1) "o '”Z<_w2;+w>, M)
r=0

Hu=-1 F=0

n—z27+24+1 4
="_Z Z (— D 421,+1( 2]/z+1 )0)2,'—21,—1“‘2 W1

J=0 k= =0
- ]}:; . (?A( 1) ag, (2m2—/l::}_11+2) + 1)“’22-1
=# mZ'i O(Z (— )/‘+la2l,¢1 (2!2_;_1) +1) Dy m—2u-17= 0,
weil Z' (— O ay, (zl/j_;f) 4+ 1 = o ist. Um letzteres
K=0

einzusehen, schreiben wir die Bezichung g(x)sinx = 1 — cosx
in Potenzreihen an:

e 1)1‘121‘4‘1 pasd (_ l)hxllx-»"

agp 41 2541 - ( ) —
a3y S = 5

2o @A+ 1) =y (et S @hra)
Die linke Seite formt sich um in:

ZO.} ZA‘ @41 (=1 7k ) oerse
ke (22 + 1)1 (2A—22+ 1)!

o [ , RIS
= (Z Sk 421,+1(2/Z+1) i+ 2) T

A=0 \k=0

woraus die Koeffizientenvergleichung das gewtiinschte Resultat
ergibt.
IT. Das Simplex in Riumen konstanter Kriimmung
7. System linear unabhingiger Relationen

Ist das Simplex in einem Rawum konstanter Kriimmung mit der
Kriimmungskonstanten £ = +1,0,~1 (fiir sphirische, euklidische
bzw. hyperbolische Metrik) eingebettet und natiirlich von ebenen
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Unterraumen dieser Metrik begrenzt, so erginzen wir die De-
finition der Winkel in bekannter Weise (siche etwa Hopf [6]):
Man schligt um einen inneren Punkt 7, des ,,Scheitel“-Simple-
xes 8””7! der Dimension (7 —v - 1) eine geniigend kleine
(n — 1)-Sphire S*~' mit £, als Mittelpunkt (im Sinn der betref-
fenden Geometrie),® so dal} diese keine anderen Randsimplizes
von @" trifft, als die im Scheitelsimplex zusammenstolenden,

d. h. dieses enthaltenden Simplizes. Der mit : multiplizierte

Yp—1
(n — 1) -dimensionale Inhalt des im Inneren von &” gelegenen
Teils von $”~ ! ist unabhingig vom Radius und von der Wah! des
Mittelpunktes auf 8"~"~' und liefert den relativen Innenwinkel
zu diesem ,,Scheitelsimplex’. Er kann auch gewonnen werden,
indem man durch 72, einen ebenen Normalraum der Dimension

v 41 legt, dieser schneidet S*~! in einer y-Sphire S™; der mit =
g P

Uy
multiplizierte v-dimensionale Inhalt des innerhalb &” gelegenen
Teils von S” liefert ebenfalls diesen Winkel. Verwendet man diese
Erklirung auch fur die sphirische Metrik auf der Kugel 57,
so bleibt man in Ubereinstimmung mit der in 1. gegebenen Win-
keldefinition. Da fir die Messung der Winkel der Dimension
v <7 jeweils nur der »-dimensionale Inhalt von Simplexen auf
S¥ benutzt wird, ist hiernach klar, dal auf jeden Fall bei belie-
biger Kriimmungskonstante £ diec Formeln (4.1) und ebenso die
Formeln fiir W (aus 6.) voll giiltig bleiben, erstere so lange
2/ < n ist. Lediglich fiir gerade 72 = 22 ist daher die im sphiri-
schen Fall giiltige Formel fir 2/ = #» aus (4.1) zu ersetzen durch

n
\/7 1) UY = 21 (— l)v 0)11——1'—1 = km' 2 0)2 m
r =0

(siche Hopf [6]), worin £ die eben erwidhnte Krimmungskon-

. . 1 . [ . .
stante ist und w,,, der mit —— multiplizierte 2z-dimensionale
C2m
Inhalt von &” in der zugrunde licgenden Geometrie ist. Unter
Verwendung der Resultate von 6. erhalten wir somit den Satz:

3 und (72— 1)-dimensionalem Inhalt z,_,

* mit v-dimensionalem Inhalt o,
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Satz 4. In jeder der drei Geometrien gelten fiir alle | mit
o <2/ <n diec Relationen (4.1); fiir gerades n = 2m kommt
nock diese eine weitere Relation hinzu:

»

<7 2) /‘3”10)‘2 m = % W= Z <—— 1>b Aajy1 Wopy2p—3
h=0

d. h. fiir sphirische Metrik die Gleickung (4.1) mit [ = m, fiir
euklidische Metrif .

”»t

(7.3) Wy oy 2 ) <—1>lla2/z+1w2m-——2/1—1 = 0,
he=1

Jfiir hyperbolische Metrik :

”m

(7.4) @, +(—10" 2 (—1) ! Aapy1 P2, 241 — O,

K0
oder  (7.44a)

”

n=4gq, bsw.

M AV/ o )

Wy, = 2 (=) g, 0y, o, = O fiir
h—0

{ n=4q+ 2.

Wir schlieffen hier noch die folgenden Bemerkungen an:

(1) Das Volumen cines hyperbolischen bzw. sphirischen
€*” ist durch die (sphirisch zu messenden) Winkelsummen der
ungeraden Dimensionen 1, 3, 5, ..., 27 — 1 linear ausdriick-
bar [siche 7.4a] bzw. [4.1] mit /= ).5, Insbesondere gilt also

fiir # = 4 (und hyperbolische oder sphirische Metrik):

1 1
(7.54) My = 'f,‘(})3_%(l)1 + =
fir w = 6:
o 1 1 17
(751)) Wg = - ('3"0)5—‘4‘(1)3‘{‘?0)1—?,/ ,

je nachdem sphirische (oberes Vorzeichen) oder hyperbolische
Metrik (unteres Vorzeichen) vorliegt.

® Dies ist fiir sphiirische Metrik zuerst von Schlifli [12] ausgesprochen
worden. Siche auch die Bemerkung am Schlufl von 4., (4.8).
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(2) Es ist besonders bemerkenswert, daB3 sich die (sphirisch
zu messende) Winkelsumme w,,,_; der ungeraden Dimension
2m—1 cines euklidischen &°” durch die (sphirisch zu
messenden) Winkelsummen der ungeraden Dimensionen 1, 3,

5, ..., 272—3 linear ausdrlicken liBt. Insbesondere hat man:
- 1
fir n =2: w, =—
2
i = 4 ) T
flir » = 4: w; = - 1
(7.6) i
f.. _ 6 _ 1 17
ur 7z = 0: 605—?603—601 T
Ur 7 =8: w; = 05— w; + "0, —31

usw., allgemein

m
1 . . . . o h—1
(7.6") fir n=2m:w,, ; =2 2 (—1) Ao 1W2 0 0 -
A=1

(3) Im euklidischen Fall sind die Winkel der Dimension 1,
(welche [# — 2]-dimensionale Seitenimplizes als ,,Scheitel*
haben), wie man sich leicht tiberlegt, genau einer Relation unter-
worfen: Setzt man

o i == A
[ = cos (¢y o, ;) fir .:f‘ i h=o0,1,...n
— 1 =k
so gilt:
(7.7 det (¢;;) = o
,A=0,1,...n

Diese Relation ist fiir = 2 eine Folge der linearen Relation
ty + Ggo + g = 0 = ,1) . Durch Angabe aller eindimensio-
nalen Winkel bis auf einen ist ein euklidisches Simplex bis auf
Ahnlichkeiten eindeutig bestimmt, d. h. sind auch die héher-
dimensionalen Winkelsummen g, oy, ... daraus berechenbar,
wenn auch im allgemeinen in diese Berechnung transzendente
Funktionen eingehen werden.
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8. Abgeleitete Relationen

(a) Allgemeine Gestalt fiir die Winkelsumme W
im Falle gerader Dimension n = 2 m

Mit Riicksicht auf Satz 3. und (4.1) konnen wir mit will-
kiirlichen Zahlen f,, _, den folgenden Ansatz machen:

m

/r))_l _;_ W= ﬂ—l Z <- 1):“ a2#+1 me——2/4——1 +

w=0
(8.1)

m—a

, :
+2 ﬁzq—ll‘— NP > (— 1) A pt1
a=1 N h=0

s

=1

2741
Z(" " Bazona ’lz/,,1(

h=

m

Wir haben somit den

204+2/4+1
212_)'_1 w2m—20—21x—1

”m m
=D Pog 1 Wy 2gt B 2 (— 1) 3441 D221
g=1 pn=0

:)/l,*_l)]w?nx—-Z/—l (mltZ: O'+ }1>

2m

'_Z /))2:7 1 Wy 20+Zﬁ’lw’m 271 — ) (— 1) ﬁv Wy 1

r=0

Satz s: [fm Falle n = 2m ist die Winkelwechselsumme W

2m

=2 Z (_ 1)” ﬁv (‘)2 m—r—1 772Z’t
»=0

/

4 274
(8.1 By, =2 (— 1) fs,_ 241 ”2»41(251 l)f”r 0=/ < m,

k=0

wobei i =1 zu setzen ist, wdhrend die tibrvigen [y, , mit

1 <! Z2m—1 frei gewdhlt werden kinnen ( = 0 [liefert
o = %)

Bemerkung : Unter Verwendung von
B2 S =X O g () = tg 5, (D)

zMg "[\’18

(20)!

Miinchen Ak. Sb. 1955 26

(=) Par—a er-14j
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kénnen die Gleichungen (8.1") zusammengefaB3t werden in:
(8.1 fx) = tg = h(x) mit f_, =1,

wobei man natiirlich jeweils nur die 8, mit v < 22 zu betrach-
ten hat. Speziell liefern die folgenden Ansitze:

h(x) =y +cosx), [flx)=ypsiny, j=1,f =y,

(8.3.1) ! .

(»2o0), fy=2y=1,as08, =, (» 20), (dh die
- Ausgangsdefinition von W),

h(x) =ycos 5, flx)=ysin [, j=1, f=yp2"",
(8.3.2) - B
B_i=v=1, also B, =2"""1 (» =2—1)
h(x) = ysinx, f(x) =y(1 —cosx), j =2, f, = vj; o
(8.3:3) .
B =y=1, also f, = v =—1).

‘V—;—Z’

Wir haben also den

Satz 6: Fir die Winkelwechselsumme W eines Simplexes in
einem Rawum konstanter Kriimmung und gerader Dimension
n=2mgilt:

2m 2m

(8.4 W= (—Dw, , =2 (— 1)”%602»1—1'—1

v =10 y =0

2m N
=2 Z()(_- 1>V,,+2 Wy 1
e

(b) Allgemeine Gestalt einer linearen Relation zwischen den Winkelsummen
im Falle gerader Dimension
Fiir # = 2m ergibt sich aus Satz 4 und (8.1):

1

0 = for (A" 0r, + T W)

2m
= ——ﬁ—lém w2m+ Z <—_ 1>"ﬁvw2m—v—-1’

v =0
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wobei jetzt f_; keiner Einschrinkung mehr unterliegt. Somit er-
hilt man den

Satz 7: [m Falle gerader Dimension n=2m gilt fiir die Win-
kelsummen , eines Simplexes die folgende allgemeine Relation :

2m
(8 5) '_ﬁ—l'émw'am + Z (_ 1>vﬂvw2m—v—1 = O’

» =0
worin die By, ({ 2 0) willkiirlich gewdhit werden kinnen und
die By, ({ = 0) aus (8.1") zu berechnen sind. (£ = o, +1, —1 fiir
euklidische, sphirische bzw. hyperbolische Meirik.)

Bemerkung : Im euklidischen Fall kommt f_, in (8.5) nicht
vor, so daB die Gleichung /= 0 in (8.1") die freie Wihlbarkeit
von fi, besagt.

Die Beziechungen (8.1") kénnen wiederum in der Form (8.1"")
geschrieben werden, nur ist jetzt f_; frei wihlbar. Wihrend
der Ansatz (8.3.1.) die Poincaré-Hopfsche Gleichung liefert,
ergeben die speziellen Ansitze (8.3.2) und (8.3.3) den

Satz 8: /m Falle gerader Dimension n = 2m gelten fiir die
Winkelsummen w, cines Simplexes die Relationen:

2m
Wy, + Z (_ l) w?m—v——l = 0,
v=10
(8.6) 3
1
_—é W3 im + Z ( / Wy ,y—y—1 = O.

‘U—r”

(¢) Allgemeine Gestalt einer linearen Relation im Falle ungerader Dimension
n=2m+1

Aus (4.1) erhalten wirunter Verwendung willkiirlicher Zahlen 4,
(0 <0 < m) weitere lineare Relationen in der folgenden Gestalt,
wobei wir eine analoge Umformung wie in 8(a) vornehmen:

_ " ; 20+2h+2
0= Zbga[wz m—to— 2 (—1)'ay, +1 ( . ) w2m—20—2/t-1]

2
a=0 k=0 2h+1

m m / 1+
— 7 VA 2 2
2 52aw2m—2a“—2[2 (—1)%bs; 342411 ( Wy 271
A

a=0 1=0{4=0 2/l'f—1

= Z;(—I)”é,wz,n_, mit
-
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/
) 2/ 42
(8.7) by = 2 (— 1) by s a““(z/ﬂq)’ oSl m.

h=0

Damit ergibt sich der

Satz 9: I Falle ungerader Dimension n = 2m -1 gilt fiir
die Winkelsunimen eines Simplexes die lineare Beziehung

j (_— l)vbvwn—v—l = 0

y =0

wobet die by, (0 <1 <) beliebig wihlbare Zakhlen sind wund
die by, sich aus (8.7) (0 < I <) berechnen.

Bemerkung : Analog wie bei (8.1), (8.1"") besteht hier eben-
falls eine Aquivalenz von (8.7) mit der formalen Potenzreihen-
gleichung (8.1""), wenn man dort setzt:

h(x) = 2 (2 kL 2

2+ 1)!
w7 o (=
— 1Y by, .
fl@) =2 _(21_~l_221)?_1xg;+1+,, gx) = '{;‘

=0
Diesmal ergeben die speziellen Ansitze:
h(x) =1+ cosz, [flx)=sinx, j=o0, =2,
(8.8.1)
b,=v+1, (v = 1),

8.8.2) /A(x =cos-x»,fx _—_sini, ‘=0, b =»v+vi, Y>> 0),
Py 2 J 0 =/

(8.8.3) ZA(x)=sinx, fx)=1—cosx, j=1, ,=1

v

<
IV
o

h(x) =1 + cosx — - sinx, f(x) = sinx —— (1—cos x),
(8.8.4) x x ’
J =0, 60:1: b,=w (’V )

Schen wir von dem trivialen Fall (8.8.3) ab und auch von (8.8.1),
der sich aus (8.8.3) und (8.8.4) kombiniert, so liefern die An-
satze (8.8.2) und (8.8.4) den
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Satz 10: Im Falle ungerader Dimension n = 2m -1 gelten
zwischen den Winkelsummen o, eines Stmplexes die folgenden
Relationen .

n
W, -1 .f_ Z’ (_ I)V’V T 0O,

v=1

(8.9) i}
2 (— b, = 0.

A~V n—vy—1
2
y=10

Zum AbschluB dieses Abschnittes sei bemerkt:

t. daf} die Relationen (8.4), (8.6), (8.9) natiirlich nur einige
wenige von unendlich vielen méglichen Fallen herausgreifen,
aber doch wegen der darin zutage tretenden GesetzméBigkeiten
vielleicht einiges Interesse beanspruchen diirften, und

2. daB zu vermuten ist, daB3 die in den Sitzen 5, 7 und 9 auf-
tretenden allgemeinen linearen Ausdriicke wirklich die allge-
meinste Form von iiberhaupt fiir beliebige Simplizes giiltigen
lincaren Winkelrelationen wiedergeben, jedoch wollen wir dies
nicht behaupten, weil wir es nicht beweisen kénnen.

ITI. Metrisch-simpliziale Zerlegungen geschlossener

Clifford-Kleinscher Raumformen

9. Sei eine metrisch-simpliziale Zerlegung 3 ciner geschlossencn
Clifford-Kleinschen Raumform R®”* der Kriimmungskonstante
£( = +1,0,—1) vorgegeben, d. h. cine simpliziale Zerlegung
von 3 in metrische Simplizes. Dabei wollen wir ein Simplex
metrisch nennen, wenn seine Seitensimplizes in ebenen Unter-
riumen entsprechender Dimension der betreffenden Geometrie
liegen. Fur jedes Simplex €/(v = 1, ..., ") aus 3 bilden wir
die Winkelsummen o, , der Dimension 7 und die Winkelwechsel-
summe W,; die Anzahl der A-dimensionalen Simpliesz aus 3
sei wie {iblich «* genannt. Bezeichnen wir mit o, das z-dimen-
sionale Volumen von R” und setzen

i

(9.1) R ="

Cn
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als ,,relatives Volumen (von ®”*) an, so ist:

!

a”

(9 2) Z wn-—-[—l,v =
v=1

a ) O, 1,...7
o fir /=3_,

n

und ' W, = 3 (—1)*a* = y = Eulersche Charakteristik von
=0

y=1

3 und damit von R*.6

Aus einer beliebigen, fiir alle Simplizes von 3 giiltigen Relation:
(9-3) 2 e, =0, v=1,...4a,
1=—1

folgt somit durch Summation liber »:

(9.4) b, 02, + X (—1) b =o.
7=0

Hiernach ergeben sich im Hinblick auf die in 7., 8. gewonnenen
Ergebnisse die folgenden Sitze 11 bis 14:

Satz 11: Fir die metrisch-simpliziale Zeviegung 3 einer ge-
schlossenen Clifford-Kleinschen Raumform NR* gelten die
Beziehungen :

(95 1
an—21—1 _|_ Z’ (_1)114-1(121‘*_1

(%—21+ 2k + 1) a2
h=0

2/

Sfiir beliebiges n und o < 20 <n,

”
(9.6) %ZZ > (—1tay, ., d fir 7= 2m.
5=0

Satz 12: Fiir die metrisch-simpliziale Zerlegung 3 einer ge-
schlossenen Clifford-Kleinschen Raumform R gerader Di-
mension n = 2m gilt:

(9.7) —&" 25, + 2> (_1)11“21,“ «** =0 (fitr n = 2m)

h=0

8 Siche z. B. [1], S. 214, 358.
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(9.8) insbesondere fiir k = 0, n = 2m:
m
423 (1) ay =0
A=1

Fiir gerade Dimension n = 2m besagen die Gleichungen (9.5)
bis (9.8): Jede Anzahl a" mit ungeraden Dimensionsindex »
driickt sich linear durch simtliche o* mit geradem Index 2 >v
aus. Die Eulersche Charakteristik y 14Bt sich aus samtlichen
o* mit geradem Index A = o berechnen.

Fiir £ == 0 ergibt sich hieraus: £,, 1406t sich durch die «
mit geraden Indizes v = o, 2, ..., 2 berechnen.

Im euklidischen Fall £ = o laBt sich eine Anzahl ¢’ mit ge-
radem Index » durch die iibrigen ¢* mit geraden Indizes 4 aus-
driicken.

Fiir ungerade Dimension n = 2m - 1 besagen die Gleichungen
(9-5):

Jede Anzahl o' mir geradem Index » 143t sich aus sdmtlichen
a* mit ungeraden Indizes 2 > linear berechnen.

Satz 13: Fiir jede metrisch-simpliziale Zerlegung 3 einer
n-Sphdre S* gerader Dimension n = 2m gilt:

m
\ N\ Cort/ PR
(9.9) 2 (—=1)ap 0t =1,
h=1

Satz 14: Fiir jede metrisch-simpliziale Zerlegung 3 einer ge-
schlossenen Clifford-Kleinschen Raumform R gilt:
im Falle gerader Dimension n = 2m .

2m

(9-10) r=22 (=18,
v=0

worin die p, das System von Gleichungen (8.1) (mit f_; = 1)
erfiillen, ferner

2m 2m
(9.11) = 2 (—1) 1» o« =22 (—1) . o’
y=10 = v=10 "’+2

im Falle ungerader Dimension n = 2m 1.

(0.12) S (—1rbo =o,

y=10
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worin die Koeffizienten 6, durch (8.7) bestimmt sind, sowie

”n
W 3 e =0,

r=1

v=0

(9.13)

2V

IV. Simpliziale Zerlegungen

beliebiger geschlossener Mannigfaltigkeiten

10. Es erhebt sich die Hauptfrage, ob die in I11. entwickelten
Relationen der Sétze 11, 13, 14 auch unabhingig von jeglicher
Metrik flir jede simpliziale Zerlegung einer geschlossenen
Mannigfaltigkeit gelten. Diese Frage 1403t sich in der Tat be-
jahen.

Hierbet Iegen wir den Begriff der simplizialzerlegten n-dimen-
sionalen Poincaréschen Mannigfaltigkeit zugrunde, wie er
etwa bei Lefschetz [6a], VI. 5, 5. 186, (als ,,Poincaré z-mani-
fold) definiert ist: s wird hiernach von der simplizialen Zer-
legung 3 verlangt, dalb der ,,Aulenrand‘? des ,,Sternes8 Ct(&*)
eines beliebigen €* < 3, 0 <4 <u-—1 eine topologische
S*~#71 ist. Genauer gesagt, machen wir eigentlich nur von der
Forderung Gebrauch, daf fiir ein beliebiges &* & 3, 0 < £ <
n-—1 mit geradem 1 —k——1 der ,,Aullenrand‘ von &t(&*)
die Eulersche Charakteristik y, = 2 der S”~*~! hat. Im Grunde
genommen verwendet auch Poincaré ([11], § 17, S. 280) von
der $*7*~* pur die Eulersche Charakteristik (bei geradem und
ungeradem 7 -— A& —1).°

7, Auflenrand*t von €t(Gk) (= | linked complex* von % bei Lefschetz
[6a), VI. 5, S. 180) heiBe die Menge aller zu &* punktfremden ¢* € 3, die
die Eigenschaft hahen, zusammen mit &# irgendein Simplex ¢ € St(&4)
aufzuspannen.

8, Stern't Gt(@F) eines @ & 3 ist hierbei die Menge aller Simplizes ¢ & 3,
v = &, die 8 als Seite enthalten; siehe hierzu etwa Poincaré [11], §17,
S. 280, Lefschetz [6a], I11. 3, S. 8.

? Siehe auch die ,,z-omogencitd* von M. Vaccaro, [15], [16], 19).
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Wir beweisen zunichst den

Satz 15:10 Fiir jede simpliziale Zerlegung einer topologischen
n-Sphdre S” gelten die Gleichungen :

/
—27-1 A+l 71—211'Zﬁ~{—1 —2702
(10.1) o +Z(—- 1):%— 421,4,-1( i o Fih—
h=0 !

fiir beliebiges n und o < 21 < n, sowie

»

(10. 2) 2 (1) ay, ., =1 fiir n = 2m.
h=0

Man kann die Gleichung (10.2) aus der Gleichung (10.1) mit
crhalten, wenn man dort / = 7z setzt und auflerdem o™ = 1 de-
finiert, so daf} wir insgesamt die Gleichung (10.1) fiir belicbiges
7 und fir o < 2/ < 2 zu beweisen haben.

Der Beweis verlduft analog zum Beweis in 1. Wir zeigen:

(1) Wenn die Gleichung (10.1) gilt fiir ein bestimmtes / und
fiir 7 = 2/, so folgt hieraus die Giiltigkeit von (10.1) fiir dieses
/ und beliebiges 22 > 2/.

In der Tat ist dann

i
(10.3) 14 (=) ]‘22/.~-1f’~2/"—: o

f=
richtig fiir alle simplizialen Zerlegungen einer topologischen
2/-Sphire. Wir betrachten dann fiir ein beliebiges Simplex
8" #/~! der Dimension # — 2/-— 1 der simplizialen Zerlegung
3 von S” den ,,Stern*® St(g" */71), der aus denjenigen Simpli-
zes " & 3 (samt zugehorigen Seitensimplizes) besteht, die ¢” 2/
als Seitensimplex haben. Der ,Aullenrand‘? dieses Sterns ist
der simpliziale Komplex &2/ einer 2/-Sphire $*/ und fiir diesen
gilt:

7
( ) N VRS 2/ pan—20—1\ __
(10.4) 14+ D (—1f ey, A )=—o0
h=10

10 Dic Koeffizienten ay .. sind hier wie auch in den weiteren Ausfithrungen
und Sitzen von 10. auf dieselbe Weise definiert wiein Satz 1, d. h., esist

(o]
S azp 41 5 :
(10.2a ) PR
) 1"—’:0 24+ 1)! P2
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wenn wir mit %% (8"7%/7!) die Anzahl der 2/-dimensionalen
Simplizes aus &/ bezeichnen. Jedes Simplex 8" & $%/ hat » 41
Eckpunkte, diese bestimmen zusammen mit den z-— 2/ Eck-
punkten von 8" %' als genaue Eckpunktmenge genau ein
Simplex 8" ~%/** und zwei verschiedene solcher 8" bestimmen ver-
schiedene "72/7* Also ist (10.5) f (8"~ ") gleich der Anzahi
a2y der Simplizes 8772/ aus St(s" 2’71, Daher
gilt:
:

(10. 6) 1 + Z‘ (_ 1>Ix+1a2/‘+1 OC”~21+21’ (g;—Zl———l) — O.

=0
Wir summieren jetzt diese Gleichungen {iber alle 8*7*/7' & 3
und bedenken dabei, dal3

Z an——?l—*—?/’x(gna?l—l) — N.an—21+2/;
371—21—1

ist, wobei V angibt, wieviel (z ~— 2/ — 1)-dimensionale Seiten-
simplizes ein Simplex 8" 72/**/ hat. Daher ist

N — (72—2/+2/’z+1) o (71——21‘{—2/z+1)

n—z27 2/ 41

also folgt dann (10.1) fiir dieses Zund » > 2/.
(2) Nun ist (10.1) trivialerweise richtig fur /=0 und » = o

n~1

mit a; =~ , nimlich: « ——;' (n+1)a” = o (wobei wir noch
a =2 fiir #=o0 definieren). Nehmen wir an, daB (10.1) bereits
bewiesen ist fur alle / mit o </ < A—1 (A = 1) und be-
liebige 2z = 2/, so wollen wir jetzt zeigen, dafl dann die Glei-

chung (10.1) fiir / = 42 und » = 21 folgt. Wegen y = 2 ist jetzt

(10.7)
) n—1 A—1
1 == '2_ Z" <__ 1)v+1 an—v—l — Z’ an—2]—1+ Zan—_]
Yy =— _7—0
;_1 . A+ 1 21_‘2]‘* )/Z+1 n—f-’f+2/: 1 : n—-25
= ZOIZ( 1) A2 +1 2% 41 +QZZ)Q .
204 =

Dies ist nach véllig analoger Umrechnung wie in (4.3) unter Be-
nutzung der bereits bewiesenen Gleichung (4.4):
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2
=2 (—1) gz 41 a®,
k=0

womit Satz 15 bewiesen ist.!
Ebenso leicht folgt nun

Satz 162 Fiir jede simpliziale Zerlegung einer geschlossenen
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit gelten die Gleichungen (10.1)
mit o < 2/ <n. Im Falle gerader Dimension n = 2m ist:

”
(10.8) Z=2%(—1jhazﬁ+1a2”.
h=

I Falle ungerader Dimension ist

2= 2 (=1 =0
i=0
eine Folgerelation der Gleichungen (10.1),0 < 2/ < n.

Der Beweis verlauft vollkommen analog zu dem von Satz 15,

nur hat man am Anfang der Gleichungskette (10.7)-1 -y statt 1

zu schreiben. Auch das Verschwinden von y infolge der Rela-
tionen (10.1) fiir ungerades »# wird durch analoge Rechnungen
wie beim Satz 6 bewiesen, wobei man nur immer , durch ¢*~*~*
zu ersetzen hat. Genau so Ubertragen sich jetzt die Entwick-
lungen aus 8, und damit haben wir auch den Beweis fiir den

folgenden

11 Es sei besonders betont, daB bei unseren Uberlegungen und Beweisen von
der Orientierbarkeit der Mannigfaltigkeit kein Gebrauch gemacht wird, dafi
also simtliche Sitze auch fiir nicht orientierte Mannigfaltigkeiten gelten.
Siche hierzu Tietze [14] und die dort S. 48 in FuBnote?? zitierten Stellen bei
Dyck und Poincaré, insbesondere Poincaré [11].

12 Erst nach Fertigstellung dieser Abhandlung wurde ich von Herrn Heinz
Hopf freundlicherweise auf die Untersuchungen von Herrn Michelangelo
Vaccaro (Rom) aufmerksam gemacht, wofiir ich ithm sehr zu Dank ver-
pflichtet bin. Ebenso habe ich Herrn Vaccaro fiir seine daran anschliefende
briefliche Mitteilung und fiir die Mdglichkeit, noch vor Erscheinen in einen
Sonderabdruck seiner Arbeit [16] Einblick nehmen zu kénnen, sehr zu dan-
ken. Soweit ich jedoch seche, kommen die Hauptergebnisse der vorliegenden
Arbeit und insbesondere die explizite Beziechung der Koeffizienten der obigen
Gleichungen (10.1), (10.2), (10.8) zur Tangensreihe, wie sie durch die dortigen
Darstellungen zusammen mit der Relation (10. 2a) gegeben ist, bei Vaccaro
[15], [16] nicht vor.
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Satz 1713 Fir jede simpliziale Zerlegung 3 einer geschlossenen
n-dimensionalen Mannigfaltigheit gelten die Gleichungen (9.10),
(9.11), (9.12), 9.13) mit den dortigen Festsetzungen iber die
Koeffizienten B, bzw. 6,.

Und schlieflich ergibt sich trivialerweise aus der Poincaré-
Hopfschen Formel und Satz 16, dal3 Satz 12 nicht blof3 fiir
jede metrisch-simpliziale Zerlegung, sondern {Uberhaupt fir
jede (topologisch-) simpliziale Zerlegung gilt und damit die
folgende Erweiterung des Satzes 12 ausgesprochen werden kann:

Satz 18: Fiir jede (topologisch-) simpliziale Zerlegung 3
einer geschlossenen n-dimensionalen Clifford-Kleinschen
Rawmform gerader Dimension gilt die Gleichung (9.7), ins-
besondere i euklidischen Fall die Gleichung (9.8).
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