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Extreme Derivierte von Zellenfunktionen in Booleschen 

cr-Algebren und ihre Integration 

Von Klaus Krickeberg in Würzburg 

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 1. Juli 1955 

Einleitung 

In jeder Theorie nicht integrierbarer, also auch nicht additiver 

Zellenfunktionen1 tritt neben die Frage nach der Gültigkeit der 

„klassischen“ Differentiationssätze, die das Burkillsche Inte- 

gral einer integrierbaren Zellenfunktion als Integral ihrer Ab- 

leitung nach einem Maß g, darzustellen erlauben, die Frage nach 

einer Darstellung des oberen und unteren Integrals einer Zellen- 

funktion als Integral ihrer oberen und unteren Derivierten. Aus- 

sagen dieser Art über abstrakte Zellenfunktionen, also Zellen- 

funktionen in Räumen, in denen von vornherein keine Metrik, 

Topologie oder ähnliche Struktur vorliegt, werden ausführlich 

in [ 11 ],2 Nr. 10 behandelt. Dort kommen jedoch ausschließlich 

punktuelle extreme Derivierte vor, zu deren Bildung die Konver- 

genz der derivierenden Mengenfamilien definiert ist durch das 

Kleinwerden ihrer Maße, und die oberen und unteren Integrale 

der Zellenfunktioncn werden dementsprechend mit der Feinheit 

nach der jt-Norm3 konstruiert. Eine unmittelbare Übertragung 

jener Ergebnisse auf andere Feinheitsrelationen, vor allem auf die 

durch c bezeichnete Feinheit der Einteilung nach,3 die wegen 

ihrer Einfachheit und ihrer rein mengentheoretischen Beschrei- 

bung in der Theorie der Integration von Zellenfunktionen eine 

ausgezeichnete Rolle spielt, scheitert daran, daß diese Feinheits- 

relationen, im Gegensatz zur Feinheit nach der ^-Norm, im all- 

gemeinen keine abzählbare Basis haben, so daß die /i-Meßbar- 

1 In älterer Terminologie: verallgemeinerte Intervallfunktionen. 
2 Zahlen in eckigen Klammern weisen auf das Literaturverzeichnis am 

Schluß der Arbeit hin. 
3 Zu deren Definition vgl. in der vorliegenden Arbeit S. 237. 
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keit der punktuellen extremen Derivierten von Zellenfunktionen, 

die sie erzeugen, nicht feststeht.1 In der vorliegenden Arbeit 

werden daher nicht punktuelle, sondern globale extreme Derivierte 

verwendet, deren Definition sich auf die Vollständigkeit des Ver- 

bandes der Klassen meßbarer, fast überall gleicher reeller Funk- 

tionen stützt und die von vornherein meßbar sind. Bei ihrer Unter- 

suchung stellte sich heraus, daß man, anders als in der Theorie der 

punktuellen Derivierten, überall mit Vitalischen Bedingungen 

auskommt, in denen nur Überdeckungen meßbarer Mengen auf- 

treten, und diese Feststellung erlaubte es, die ganze Theorie 

„somatisch“ im Sinne von Carathéodory aufzubauen, also 

Zellenfunktionen über einer beliebigen Booleschen cr-Algebra 21 

zu betrachten. 

Der § 2 behandelt dementsprechend Bedingungen, unter denen 

die Gleichung (2.4) gilt. Zugrunde gelegt wird ein System 0 von 

disjunkten, endlichen oder abzahlbaren Zerlegungen des Eins- 

elementes E von 25 in Zellen, ein strikt positives Maß fi, das nicht 

endlich, sondern nur cr-endlich zu sein braucht, und eine „Fein- 

heitsrelation“ <C in 0, mit der 0 nach rechts filtrieren soll, die 

aber im übrigen völlig beliebig sein kann. Da 0 durchaus auch 

nur aus endlichen Zerlegungen bestehen darf, werden die Inte- 

grale vom Burkillschen und vom Burkill-Kolmogoroff- 

schen Typ gleichzeitig in derselben Theorie behandelt. 0 braucht 

ferner, anders als in [11], nicht alle endlichen disjunkten Zer- 

legungen von E in Zellen zu enthalten, und dieser allgemeinere 

Standpunkt läßt zum erstenmal einen grundlegenden Unter- 

schied zwischen solchen Vitalischen Bedingungen (F, vgl. S. 244), 
die die Differentiationssätze über extreme Integrale und extreme 

Derivierte sichern, und den bisher betrachteten Vitalischen Be- 

dingungen (etwa vom Typ F0, vgl. S. 261), die in den Differen- 

tiationssätzen über totalstetige additive Zellenfunktionen eine 

Rolle spielen, hervortreten. Das Axiom F verlangt, daß sich die 

fraglichen disjunkten Überdeckungen zu beliebig feinen Zerle- 

gungen ergänzen lassen, während F0 eine solche Forderung nicht 

enthält. Zwar läßt sich F unter den sonst üblichen Voraussetzun- 

gen der Theorie der Zellenfunktionen aus F0 ableiten, doch das 

1 Vgl. die sehr allgemeinen Kriterien für die Meßbarkeit punktueller 
extremer Derivierter in [13]. 
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Beispiel der de la Vallée -P ou s s irischen Netze in § 5 zeigt, daß 

V durchaus nicht ohne weiteres aus V0 folgt. In einem solchen 

Netz gelten die klassischen Differentiationssätze über additive 

totalstetige Zellenfunktionen, aber nicht die Formeln für die 

Integration extremer Derivierter beliebiger totalstetiger Zellen- 

funktionen. 

Um die Bedeutung der einzelnen der Gleichung (2.4) zugrunde 

gelegten Voraussetzungen möglichst klar erscheinen zu lassen, 

wurde (2.4) in die beiden Ungleichungen (2.6) und (2.9) zer- 

legt. Aus dem gleichen Grunde wurden die Begriffe „totalstetig“ 

und „von beschränkter Variation“, die übrigens noch von der 

Feinheitsrelation abhängen, in je zwei Begriffe „nach oben“ und 

„nach unten“ aufgespalten. Es zeigte sich, daß die Ungleichung 

(2.6) gar nichts mit Vitalischen Bedingungen zu tun hat. Die 

Bedingung V ist notwendig für die Gültigkeit von (2.9). Sie 

reicht aber auch hin im Fall der Feinheit der Einteilung nach. 

Dies ist insofern bemerkenswert, als V nur eine starke Vitalische 

Bedingung vom „reduzierten“ Typ darstellt, in der die disjunkten, 

A „bis auf e“ überdeckenden Zellensysteme beliebig weit über 

A hinausragen dürfen, während in [11] noch eine volle starke 

Vitalische Eigenschaft benötigt wurde. In der Tat hängt die 

Möglichkeit, auch eine beliebig genaue Approximation von A 

„von oben her“ durch disjunkte Zellensysteme zu erhalten, nicht 

mit den betreffenden Differentiationssätzen zusammen, sondern 

sie ist charakteristisch dafür, daß 23 die kleinste Boolesche <x-Al- 

gebra über dem System aller Zellen darstellt (vgl. [21]). 

Die in § 3 gegebene Antwort auf die Frage nach der Gültigkeit 

der Ungleichung (2.9) mit extremen Integralen und Derivierten 

hinsichtlich einer von c verschiedenen Feinheitsrelation <C be- 

steht in Bedingungen (R, S. 252 und U, S. 255), die notwendig 

und hinreichend für die Gleichheit der extremen Integrale total- 

stetiger oder der Derivierten beliebiger Zellenfunktionen hinsicht- 

lich < und c sind. Dabei stellt sich heraus, daß es sich um Ver- 

allgemeinerungen und „somatische Formulierungen“ gewisser 

Bedingungen handelt, die in [11] als zusätzliche Voraussetzungen 
überall auftreten und die in konkreten, früher behandelten Fäl- 

len stets erfüllt sind. Diese Bedingungen sind ferner charakte- 

ristisch für die Äquivalenz der Begriffe „feine Überdeckung hin- 
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sichtlich <C und d“ und ziehen die Gleichwertigkeit der Vitali- 

schen Bedingung hinsichtlich <C und d nach sich. Der § 3 ent- 

hält schließlich noch unter gewissen Voraussetzungen mögliche 

Umformungen von Überdeckungs- und Vitalischen Bedingun- 

gen, die sie den sonst üblichen zu vergleichen gestatten, insbe- 

sondere im Fall der Feinheit der Einteilung oderder ^«-Normnach. 

Natürlich lassen sich die in §§ 2-3 angestellten Überlegungen, 

die sich auf eine abstrakte Boolesche c-Algebra mit strikt posi- 

tivem Maß beziehen, in ganz ähnlicher Weise bei einer Boole- 

schen ff-Mengenalgebra durchführen, wie in § 4 skizziert. Im Fall 

einer Mengenalgebra haben aber neben den globalen auch die 

punktuellen extremen Derivierten einen Sinn, jedenfalls wenn <C 

eine abzahlbare Basis hat, und in § 4 finden sich denn auch Unter- 

suchungen über Beziehungen zwischen beiden. Sie ergeben ins- 

besondere, daß die Vitalische Bedingung in der sonst üblichen 

Gestalt (V*, vgl. S. 267), in der auch Überdeckungen nicht meß- 

barer Mengen auftreten, in zwei Bedingungen zerfällt, von denen 

die eine, L, notwendig und hinreichend für die Gleichheit von 

globalen und punktuellen Derivierten fast überall ist, während 

die andere, eben die Bedingung V, die Differentiationssätze über 

die globalen Derivierten sichert. Zusammen mit den Ergebnissen 

des § 3 zeigt dies, daß die bisher bekannten Sätze über die Dar- 

stellung extremer Integrale totalstetiger Zellenfunktionen als 

Integrale ihrer extremen Derivierten Spezialfälle der in § 2 ge- 

gebenen sind: in der Tat sind unter den bisher üblichen Voraus- 

setzungen die punktuellen Derivierten hinsichtlich der betrachte- 

ten Feinheitsrelation -C, meist der ^t-Norm, in Wirklichkeit gleich 

den globalen hinsichtlich C, und auch die extremen Integrale 

totalstetiger Zellenfunktionen und die fraglichen Vitalischen Be- 

dingungen stimmen hinsichtlich <C und c überein. 

Als Beispiel wird in § 5 vor allem das System 0 aller Zerlegun- 

gen von E in endlich oder abzahlbar viele paarweise fremde Ele- 

mente endlichen positiven Maßes mit d als Feinheitsrelation be- 

handelt, das ja bei der Konstruktion des Lebesgueschen Inte- 

grals und der oberen und unteren Lebesgue-Darbouxschen 

Integrale von Punktfunktionen auftritt. 

Die Theorie der Zellenfunktionen unterscheidet sich von der 

Theorie der Differentiation abzählbar additiver Mengenfunk- 
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tionen, wie siein abstrakter Form auf de Possei zurückgeht (vgl. 

die Darstellung in [i i], Nr. 9), durch das Vorliegen einer globalen 

Struktur in Gestalt der Zerlegungen des ganzen Raumes E. Die 

punktuellen derivierenden Mengenfamilien werden, soweit über- 

haupt sinnvoll, durch diese Zerlegungen induziert, und ihre Kon- 

vergenz wird durch die Feinheit der vollen Zerlegungen be- 

schrieben. Die Theorie der Zellenfunktionen verhält sich zu jener 

anderen ähnlich wie die Theorie der uniformen zu der der all- 

gemeinen topologischen Räume. Der Gebrauch der globalen Deri- 

vierten erscheint daher der Sache besonders angemessen. Das 

Axiom V läßt sich, im Gegensatz zu Vg, überhaupt nur mit Hilfe 

des Systems der Zerlegungen von ganz E formulieren. Die vor- 

liegende Arbeit operiert nun auch mit einer Methode, die diesem 

globalen Charakter der Betrachtungen von vornherein gerecht 

wird. Es treten nämlich ausschließlich Burkill-Kolmogoroff- 

sche Integrale über den ganzen Raum E auf, in den von E ver- 

schiedenen Zellen brauchen überhaupt keine Systeme von Zer- 

legungen mit Feinheitsrelationen vorzuliegen, und es ist nicht, 

wie bisher, nötig, die als Afengenfunktion aufgefaßten über 

Zellen erstreckten Integrale von Zellenfunktionen zu Mengen- 

funktionen in 25 zu erweitern und dann Sätze aus der Theorie 

der Differentiation abzahlbar additiver Mengenfunktionen an- 

zuwenden. Die Gleichung (2.4) wird vielmehr direkt zurück- 

geführt auf die Vertauschung der Operation lim mit der Inte- 

gration nach einem strikt positiven Maß, und zwar bei einer 

im allgemeinen überabzählbaren Moore-Smithschen Folge von 

Ortsfunktionen (vgl. S. 225). Der § 1 enthält eine Theorie solcher 

Vertauschungen. Die bekannten Sätze von Lebesguc, Vitali, 
B. Levi und Fatou über die Vertauschung von Integration 

und Grenzübergang werden auf den Fall einer überabzähl- 

baren Funktionenfolge übertragen. Die Sätze 1.4 und 1.5 dürf- 

ten auch bei abzahlbaren Folgen noch nicht bekannt gewesen 

sein. 

Ein Teil der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit wurde ohne 

Beweise in einer kurzen Note [17] angezeigt. Herr Chr. Pauc 

danke ich sehr herzlich für viele wertvolle Anregungen und 

nützliche Kritik vor und während der Niederschrift beider Ar- 

beiten. 
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§ 1. Vertauschung von Integration 

und Grenzübergang 

23 sei eine Boolesche a-Algebra, E das Ems- und 0 das Null- 

element v on 23. Wir bezeichnen die Ordnung1 in 23 durch < und die 

Bildung- des Infimums durch /x und die des Supremums durch x/. 

Daneben gebrauchen wir, der Auffassung von 25 als Ring ent- 

sprechend, die einfachere Schreibweise A B statt A A5. Der Be- 

griff einer in E erklärten 23-meßbaren reellen (endlichen oder un- 

endlichen) Funktion, mit dem wir operieren werden, mag nach 

Belieben mit Hilfe des Begriffs der Carathéodoryschen Orts- 

fîmktion über 23, vgl. [6], oder des Begriffs der Spektralschar 

(Zerlegung der Einheit) in 25, vgl. [24] S. 382-383, oder [19] 

S. 164-173, erklärt sein. Das System aller solcher 23-meßbarer 

Funktionen über E heiße §. Seine Eigenschaften sind z. B. in den 

Arbeiten [19] und [9] zusammengestellt worden und können im 

übrigen größtenteils unmittelbar dem Loomisschen Satz [18] 

entnommen werden, nach dem 23 isomorph einer Quotienten- 

algebra 23/01 einer Booleschen cr-Mengenalgebra 23 nach einem 

a-Mengenideal Dt ist und infolgedessen g in seiner linearen und 

Ordnungsstruktur isomorph dem Raum der Klassen mod 9t 

gleicher, 25-meßbarer und in der größten Menge aus 23 er- 

klärter reeller Funktionen. Für die wie üblich definierte Ordnung 

in g und die daraus entspringende Bildung des Infimums und 

des Supremums sollen dieselben Zeichen <, /x und xx ver- 

wendet werden wie in 23. Dann und nur dann ist § vollständig 

im verbandstheoretischen Sinne, wenn 23 es ist ([9] S. 41). 

Schließlich wollen wir auch für die Bildung der unteren und 

oberen Grenze von Zahlenmengen die Zeichen ^x und x/ ge- 

brauchen. 

Eine Gleichung der Gestalt ,,f—g[A]“ mit f, g £ § und 

A £ 58 soll ausdrücken, daß die Einschränkungen von / und g 

auf A einander gleich sind; entsprechend wären Ungleichungen 

wie f < g [A] oder / <1 g [A] aufzufassen. Insbesondere besagt 

1 Bei ordnungstheoretischen Begriffen und Aussagen beziehen wir uns auf 
[2], wo es übrigens ,,teilweise Ordnung“ statt „Ordnung“ heißt. 
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/ = g \E] dasselbe wie/ = g usw. Vermöge der erwähnten Dar- 

stellung der ©-meßbaren Funktionen durch Klassen von Punkt- 

funktionen bedeutet z. B ■ / <g[A], daß je zwei Repräsentanten 

/und g von / und g die Ungleichung/^) <fig(x) mod 9t in 

jedem Repräsentanten Ä von A erfüllen. Hiervon ist die Aus- 

sage ,,/ <g[A], aber nicht f — g[A]“ wohl zu unterscheiden. 

/ %[Ä\ und / =)= g[-d] seien jedoch die Negationen von 

/ <g[A] und f=g[A]. 
Wir bedienen uns im folgenden auch der üblichen Abkürzun- 

gen der Gestalt {/<g}, {/<g}, {/ < A} usw., wobei A eine 

reelle Zahl bedeute. Vermöge der Darstellung von © und der ©- 

meßbaren Funktionen wäre z. B. {/<.g} die Klasse der Mengen, 

die sich von {x : f(x) <Lg(x)} nur um eine Menge aus 9t unter- 

scheiden. {/ < A} als Funktion von A ist in [24] die / definierende 

Spektralschar. 

Wir werden hinfort stets mit einem ein für allemal festgelegten 

strikt positiven G-endlichen Maß über © operieren, d. h. einer in 

© definierten, cr-endlichen und abzählbar additiven reellen Funk- 

tion ju, bei der g(A) f> o für jedes von O verschiedene Element 

A aus © gilt.1 Die Existenz eines derartigen Maßes allein zieht 

bekanntlich die Vollständigkeit von © nach sich, und zu jeder 

Teilmenge 21 von © gibt es eine abzählbare2 Teilmenge G von 21 

mit f\ 21 = /\ G und V 21 = V 2 ([24] S. 380). Die Begriffe der 

Integrierbarkeit und des Integrals einer Funktion / aus § sollen 

stets im üblichen, Radonschen Sinne aufgefaßt werden; ist 

endlich, so nennen wir f summierbar über E hinsicht- 
k 
lieh fi. 

Satz 1.1. Jede Teilmenge © von § enthält eine abzahlbare Menge 

G mit f\ © = f\G und \] © = \J d. Ist © hinsichtlich < nach 

rechts filtrierend (gerichtet) ,3 jede Funktion aus © integrierbar 

und—co <G \ J0df.i für wenigstens ein /„ aus ©, so wird auch 
E 

V © integrierbar und 

1 Zur Theorie von Maßen auf einer Booleschen cr-Algebra vgl. neben [6] 
und [19] auch die Darstellung in [11]. 

2 Mit ,,abzahlbar“ meinen wir im folgenden immer „endlich oder abzahl- 
bar“. 

3 Vgl. z. B. [3] S. 36 oder [to] Nr. 6.1.5. 
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( 1. 1 ) f (V ®)dg — V Jfdg. 
E /€ ® E 

Unter analogen Voraussetzungen gilt die analoge Formel für f\ Pi. 

Beweis. l.Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der 

Darstellung der SS-meßbaren Funktionen durch Spektralscharen. 

Ein Beweis der verallgemeinerten Beppo Levisehen Formel 

( 1.1 ), der sich auf die Vollständigkeit des mit der Metrik der Kon- 

vergenz im Mittel versehenen Raumes der summierbaren Funk- 

tionen stützt, findet sich für den Fall eines Radonschen Maßes in 

einem lokalkompakten Raum in [4] S. 137. Hier werde stattdessen 

ein Beweis skizziert, der sich direkt auf dem Beppo Levischen 

Satz über abzahlbare Folgen aufbaut. Dieser Beweis liefert zu- 

gleich die erste Behauptung unter einschränkenden Vorausset- 

zungen, von denen man sich jedoch leicht befreien kann. 

2. Aus —00 •< J f0dg und / < V ® für jedes / aus © folgt zu- 
E 

nächst die Existenz von J ( V ®)dg und —00 <f \J J fdg < 
E /g® E 

f (V ®)dg. Wir können daher 
£ 

(1.2) — 00 < V f fd g < + 00 
/e® E 

voraussetzen, da sonst nichts mehr zu beweisen bliebe. Ist dann 

(hf)n = 1 2,,.. eine Folge aus © mit lim \ hn dfx = V J fd[i, 
” E /e« E 

setzen wir g1 = hx und bestimmen sukzessive Funktionen^, aus 

© mit gn > g„_i hM, so haben wir eine monoton wachsende 

Folge (gn) aus © mit lim J gndfi = V J f dg. Die Funktion 
" E /eE E 

g = lim gfi erfüllt daher nach dem Beppo-Levischen Satz die 
« 

Gleichung 

(1.3) J gdg = V J fdg. 
E /e % E 

Bedeutet sodann / eine beliebige Funktion aus © und wählen 

wir zunächst eine Funktion fx aus © mit fx >/ gx und danach 

sukzessive Funktionen fn aus © mit fn > fn_x v gn, so erhalten 

wir eine monoton wachsende Folge (/„) aus © mit / < fn und 

g« < /„. also 
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(1.4a) / < lim/„, (1- 4b) g < lim/,. 

Eine zweite Anwendung des Beppo-Levischen Satzes ergibt 

(' (lim = lim J /„ dfi < \J J fdg, 
E n " E /E«i 

und somit gilt wegen (1.2), (1.3) und (1.4b): 

— 00 < J g dp = \ (lim ffidp < +co. 
E E " 

Da ju strikt positiv ist, folgt hieraus und aus (1.4b) die Gleichung 

g = lim/,, und daher aus (1.4a) die Ungleichung /< g. Dies 
n 

trifft aber auf jedes / aus © zu, so daß auch V ® < g, d. h. 
V © = pr wird. Aus (1.3) ergibt sich nun (1.1). Zugleich haben 

Wir V©= ve mite = {gvg2, . . 
3. Der Beweis der Existenz einer abzahlbaren Teilmenge © 

von © mit V @ = V © läßt sich nun bei beliebigem © leicht auf 

Grund der beiden folgenden Bemerkungen bewerkstelligen: das 

System & aller Suprema endlicher Teilmengen von © ist nach 

rechts filtrierend; das System @" aller Funktionen der Gestalt 

« - A ~f) — mit / G ©7, wobei a und b zwei feste 
summierbare Funktionen mit a < b bedeuten, besteht aus lauter 

summierbaren Funktionen und erfüllt überdies die Bedingung 
(1.2). 

Es sei jetzt 0 eine hinsichtlich einer transitiven Relation <C 

gerichtete (nach rechts filtrierendeJ1 nicht leere Menge. Wir 

nennen eine Teilmenge A von 0 terminal, wenn es ein Element r 

aus 0 gibt, so daß A jedes Element a mit r <C a enthält. Eine 

Teilmenge von 0 heißt konfinal, wenn ihr Komplement in 0 
nicht terminal ist, d. h. wenn sie mit jeder terminalen Menge 

einen nicht leeren Durchschnitt hat. 

Zu jeder Moore-Smithschen Folge (//£8 in g mit 0 als 

Indexbereich lassen sich die Funktionen 

lim/, = V A fa und hm/, = A V A 
a T Ç © T « O ° T 6 0 T «CT 

Anders als in [3] werde hier lediglich als transitiv vorausgesetzt. 
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bilden. Beide hängen natürlich von den in der Bezeichnung nicht 

zum Ausdruck gebrachten Größen 0 und <C ab, ändern sich je- 

doch nicht, wenn wir von 0 zu einer terminalen Teilmenge A 

übergehen. Es ist stets lim f„ < lim fa. Gilt hier das Gleichheits- 
a a 

Zeichen, so bezeichnen wir die Folge (ff) als konvergent gegen die 

Funktion lim fa = lim f = lim fa. Dies tritt z. B. ein, wenn (/„) 
a a a 

monoton wächst, d. h. wenn aus x <C tr folgt fT </„, und es ist 

dann lim fa=\J fa. Wir erhalten eine spezielle monoton wach- 
a o£0 

sende Folge, wenn 0, wie in Satz l.i, eine hinsichtlich < ge- 

richtete Teilmenge © von g darstellt und wenn wir -C mit < und 

fa mit a identifizieren. 

Aus Hm fa< V fa folgt J (Hm ff) dg < J ( V ff) dg für jedes 
a
 T«a E a E T«c 

T aus 0, also 

(i-5) f (lim/J du < A f (V fa) dfi, 
E a re OE r«a 

soweit die hier auftretenden Funktionen integrierbar sind. Da 

die Menge der Funktionen gT = V fa hinsichtlich < nach links 
T <£a 

filtriert, gilt in (1.5) nach Satz 1.1 sogar das Gleichheitszeichen, 

wenn JgTdfx <j -f-00 auf wenigstens ein r zutrifft. Diese Bedin- 
E   

gung allein zieht außerdem die Integrierbarkeit von lim fa und 
a 

von terminal vielen fa und gT nach sich. Da schließlich im Fall 

r< ff gilt fa <gr, d.h. lfad(i < J gT dfi, so wird lim \f„dn < 
E  E a E 

J gT d,u für terminal viele r, also lim J fa dji < [\ Jgnd/1. Damit 
E a E reoE 

haben wir das verallgemeinerte Fatousche Lemma: 

Satz 1.2. Ist V fa integrierbar und f ( V fa)dß <j +00 für 
T<g.a E T <£0 

wenigstens ein x aus 0, so sind terminal viele fa und lim fa in- 
a 

tegrierbar, und es gilt 

(1.6) lim [fadg. < J (limff) dg. 
E E ° 

Untei' der Voraussetzung —co < f ( /\ fa) djf gilt entsprechend 
E T « G 
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(1. 7) f (Hm/ja'/.t < lim f fad/i. 
E ° E 

Corollar ( Verallgemeinerter Lebesguescher Grenzwertsatz). 

Konvergiert die Folge (fß und sind die Funktionen [\ fa und 
T <r. a 

V fa f ût wenigstens ein x sumniievbci)', so sind auch terminal 
T <JCa 

viele fa und lim fa summierbar und 
(7 

(1.8) lim f fad{< = f (lim fa)d,u. 0 I E 

Daß die der Ungleichung (1.6) zugrunde liegende Voraus- 

setzung J' grd/i < +00 nicht entbehrt werden kann, selbst wenn 
E    

alle Funktionen gr integrierbar und alle fa und lim/a summier- 

bar sind, ist schon von den gewöhnlichen abzahlbaren Folgen her 

wohlbekannt. Wir werden (1.6) jedoch später auch noch unter 

schwächeren Voraussetzungen benötigen. Ihrer Formulierung 

dienen die folgenden Begriffe. 

Es sei (çOoge eine Moore-Smithsche Folge in 25 definierter, 

abzahlbar additiver reeller Funktionen. Wir sagen, diese Folge 

sei terminal gleichmäßig totalstetig nach oben in bezug auf <C, 

wenn cs zu jeder positiven Zahl e eine positive Zahl b, ein Ele- 

ment FI aus 23 mit <f -j-00 und eine in 0 terminale Menge 

zl gibt, so daß aus A G 58, /u(AH) < ô und a G zl folgt <pa(A) <C 

E.1 Ersetzen wir die letzte Ungleichung durch —E tpa(A), so 

haben wir die Definition der terminal gleichmäßigen Total- 

stetigkeit nach unten. Terminal gleichmäßige Totalstetigkeit 

soll dasselbe bedeuten wie terminal gleichmäßige Totalstetigkeit 

sowohl nach oben als auch nach unten. Offenbar ist (<pa) dann 

und nur dann nach oben terminal gleichmäßig totalstetig, wenn 

die Folge der positiven Variationen der cpa terminal gleichmäßig 

totalstetig ist. 

Es ist für spätere Anwendungen wichtig zu wissen, daß das 

Element H in unserer Definition noch gewissen Bedingungen 

unterworfen werden kann. Bildet z. B. (H^)k = 12.. eine 

monoton wachsende Folge von Elementen endlichen Maßes aus 

1 Daß sich dieser Begriff beim Übergang zu einem anderen strikt positiven 
a-endlichen Maß auf 58 nicht ändert, interessiert uns hier nicht. 
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23 mit V Hk = E, so läßt sich H offenbar stets als ein, natürlich 
h 

von £ abhängendes, Element dieser Folge bestimmen. Wählen 

wir nämlich k so, daß < [i(HHß -j——wird, so folgt 

ju(AH) < ô aus fi(AHk) < ^ . Im Fall fi(E) O -j- oo können 

wir H — E setzen, wodurch sich die Definition vereinfacht. 

Der Begriff der terminal gleichmäßigen Totalstetigkeit der 

Folge (9?a)oe© nach oben, unten oder schlechthin hängt durchaus 

von der transitiven Relation <C in 0 ab. Die Folge (tpa) wird je- 

doch sicher dann terminal gleichmäßig totalstetig nach oben hin- 

sichtlich jeder solchen Relation <C in 0, wenn die Menge aller <pa 

gleichmäßig totalstetig nach oberA ist, d. h. wenn es zu jeder posi- 

tiven Zahl £ eine positive Zahl ô und ein Element H aus 23 mit 

+oo gibt, so daß aus A (E 23 und /a^AH) <f 6 folgt 

<P„(A) < e bei beliebigem a in 0. Die Umkehrung dieser Fest- 

stellung ist i. a. nicht richtig, wohl aber dann, wenn (<pa) eine 

gewöhnliche abzählbare Folge, d. h. -C die natürliche Anord- 

nung im Indexbereich 0 = {1,2,...} darstellt, und wenn 

außerdem 9?a(E) < + 00 (a = 1, 2, . . .) gilt. In diesem Fall 

hat nämlich jede terminale Menge ein endliches Komplement 

in 0, und ferner ist jedes endliche System abzählbar additiver 

in 25 definierter Funktionen, die den Wert + 00 nicht an- 

nehmen, von selbst gleichmäßig totalstetig nach oben, da strikt 

positiv ist.1 2 

Satz 1.3. Die Funktion lim fa sei integrierbar. Ferner seien 
a 

terminal viele fa integrierbar und die Folge (J fa dii)a r_ B ihrer 
A 

unbestimmten (d. h. als Funktionen von A in 23 betrachteten) 

Integrale sei terminal gleichmäßig totalstetig nach oben. Dann 

gilt (1.6), und unter analogen Voraussetzungen gilt (1.7). 

Corollar. Konvergiert die Folge (fß, sind die Funktionen fa und 

lim fa summierbar und ist die Folge (J fadß) der unbestimm- 
A 

ten Integrale der Ja terminal gleichmäßig totalstetig, so gilt (1.8). 

1 Im Sinne von [23] S. 139 und [5] S. 28, wenn man von der hier vorgenom- 
menen Aufspaltung ,,nach oben“ und „nach unten“ absieht. 

2 Vgl. [22] S. 188. 
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Beweis.1 Wir betrachten zunächst den Fall—00 <C f (limfa)d[i. 
E a 

Zu beliebigem positivem s gibt es von O verschiedene Elemente 

H1 und H2 aus iS endlichen Maßes, positive Zahlen ö1 und <52 und 

eine in 6 terminale Menge Zl, so daß aus ^ folgt 

(1.9) — E < J (Umfa)d/i 
A a 

und aus /I(AH2) <C à2 und er £ A folgt 

(1.10) 
A 

Wir setzen H = Hx ^ H2 und ô = Ôx ô2. Aus g {AH) < <5 und 

er £ A folgt dann sowohl (1.9) als auch (1.10). 

Die Moore-Smithsche Folge Hx = H\gx < hm ja -p ^ ///) } 

in iS wächst monoton. Wegen — 00 < J (lim /„) dg ist —00 <1 
  E a 

lim fa und deshalb V Hx = H. Aus dem Satz 1.2, auf die Folge 
° ' r 

der charakteristischen Funktionen der Hx angewandt, folgt nun 

lim g(//T) = a(H). Daher läßt sich r so wählen, daß A = E —Hr 

die Ungleichung /i{AH) <j <5 erfüllt. Es gelten dann (1.9) und 

(x.10) für jedes er aus A, ferner im Fall r ^ er auch noch fa < gx, 
also nach Definition von Hx : 

J fad g = J fa dfi + J/0 d/i < $fadg + e < $ gxdg + e 
E Hx A Hx Hx 

< J (lim ff) dg + 2 8 < f (lim ff) dg. + J (lim ff) dg + 36 
Hx 

0 Hx 
n A a 

= J (lim/„)<//< + 3 e. 
£ 

0 

Dies also trifft, bei gegebenem e, auf terminal viele er zu, und 

damit ist (1.6) bewiesen. 

1 Zum Fall gewöhnlicher abzahlbarer Folgen vgl. [22] S. 199, wo jedoch 

außerdem lim fa und lim f„ beide als summierbar vorausgesetzt werden. 
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Wir verzichten jetzt auf die zusätzliche Annahme —oo <; 

J (lim Stattdessen können wir \ (lim fa)dg<i +00 vor- 
ß o ß a 

aussetzen, da die Ungleichung (1.6) sonst trivial ist. Infolge 

der ff-Endlichkeit von /t läßt sich eine Folge (g„)„ = j 2 ... von 

©-meßbaren über E summierbaren Funktionen mit den folgen- 

den Eigenschaften konstruieren: —00 <f gn <C o, g„ + x < gn, 

lim g„ = —oo- Wir setzen /„„ g„, so daß lim/an = 
n   a 

(lim fa) N/ g„. Die fan sind integrierbar und lim fan ist sum- 
a o 

mierbar. Wegen gn o ist bei festem n die Folge der un- 

bestimmten Integrale der fan terminal gleichmäßig totalstetig 

nach oben. Aus fa </0)i und dem schon Bewiesenen folgt also 

hm \fadfi <limj ' fandg < J (lim fan)dg. Da die Folge (lim 
a ß a E E a a 

monoton fallend gegen lim /„ konvergiert mit J (lim fa„)d/i 
a ' E a 

<1 +00, so erhalten wir aus dem Beppo-Levischen Satz wieder- 

um die Behauptung (1.6). 

Auch beim eben bewiesenen Satz weiß man schon vom Fall der 

abzahlbaren Folgen mit der gewöhnlichen Anordnung der In- 

dizes her, daß sich keine der beiden Voraussetzungen einfach ent- 

behren läßt.1 

Wir wollen uns jetzt dem Problem zuwenden, wann die ent- 

gegengesetzten Ungleichungen zu (1.6) oder (1.7) gelten, ins- 

besondere also dem Problem, wann in diesen Ungleichungen 

das Gleichheitszeichen steht. Es ist auch hier wieder sinnvoll, die 

Beziehungen zwischen den oberen Limites getrennt von denen 

zwischen den unteren Limites zu behandeln, denn es kann z. B. 

durchaus Vorkommen, daß sowohl in (1.6) als auch in (1.7) das 

Gleichheitszeichen steht und die vier darin vorkommenden Zah- 

len auch noch endlich sind, ohne daß diese vier Zahlen allesamt 

einander gleich sind, d. h. ohne daß die Folgen (fa) und ([ fadg) 
E 

konvergieren. Dies tritt z. B. dann ein, wenn g(E) <j -j-co ist, 

jedes fa konstant bleibt und die Folge dieser Konstanten be- 

schränkt, aber nicht konvergent ist. 

1 Zur Unentbehrlichkeit der Annahme der Integrierbarkeit von lim fa 

siehe [8] S. 14. 
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Es wird sich als zweckmäßig erweisen, für zwei Aussagen über 

die Folge (/„Xee Abkürzungen einzuführen. 
Fj. Alle Funktionen fa und gz = V fa 

sind integrierbar, und 
T<ZO 

zu jeder positiven Zahl e und jedem Q aus 6 gibt es Indizes £ und £ 

aus 0 mit Q <C £ £, so daß 

(1.11) J gidp < Jfkdp + e. 
E E 

F,,. Alle Funktionen fa sind integrierbar, und zu jeder positi- 
ven Zahl E und jedem Q aus 0 gibt es einen Index £ mit Q <C f, 

so daß zu jeder endlichen Menge {03, . . ap} von Indizes ffk 

mit £ <C ffk (k = 1, . . p) ein Index £ mit £ <C £ und 

(1.12) J (/„,'•✓...>✓ /0p) dp, < §fsdp + £ 
E E 

existiert. 

Satz 1.4. Aus F1 folgt F2. Ist —00 <£ J fadp für konfinal viele 
0, so folgt Fx aus F2. 

E 

Ist lim fa integrierbar, so zieht jede der beiden folgenden Be- 
a 

dingungen die Ungleichung 

(1.13) fOim/J dp < lim \ fa d p 
E ° ° E 

nach sich: 
1. Alle fa sind integrierbar, aber konfinal viele der gT nicht, 

oder es gilt Fx. 
2. Fs gilt F,, und — 00 <£ J/a dp für konfinal viele er. 

E 

Beweis. Im Fall £ < ak(k= 1, ..., p) gilt fBi ^ ... Nsf% < g., 

und daher folgt F2 unmittelbar aus F1. Es sei nun andererseits F2 

erfüllt und — 00 < J fa dp für konfinal viele er. Bei beliebigem r 
£ 

aus 0 betrachten wir die Menge aller Suprema endlich vieler 

Funktionen fa mit r -C ff. Offenbar ist @r hinsichtlich < ge- 

richtet und —• 00 •< J fdp für mindestens ein / aus @T, ferner 
£ 

gx = V @T, und daher wird gx nach Satz 1.1 integrierbar mit 

C
1
- H) J gx dp = V J fdp. 

E /e®T£ 
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Die Bedingung F2 besagt nun, daß bei beliebigem Q und e eir 

Index f mit Q -C C und 

V f fdfi < V J f„dg + e 
/€®{ E C«o E 

existiert, und hieraus, zusammen mit (1.14) im Fall r = f, folgt 

unmittelbar Fv 

Um den Beweis des Satzes zu vollenden, brauchen wir jetzt 

nur noch zu zeigen, daß aus l. die Ungleichung (1.13) folgt. Da 

im Fall J (lim /„) dg = ■—00 nichts mehr zu beweisen bliebe, 
£ a     

können wir — 00 < J (lim/„) dg voraussetzen. Wegen Y\mfa < gx 
£ a o 

für jedes r sind dann alle Funktionen gT integrierbar, so daß die 

Annahme 1. die Bedingung F1 nach sich zieht. Auf Grund der 

Ungleichung (1.5) ist jetzt (1.13) bewiesen, sobald wir 

(1-15) A ] (VA) dg < lim \fadg 
T{0 £ T« CT ° E 

abgeleitet haben. 

Zu gegebenen Q und £ seien f und f gemäß Fx bestimmt. Aus 

(1.11) resultiert 

A J ( V fa) dfl < J gr d[l < J fe dfl + £ < V f A dfl + £, 
TÊ©£T«CT E E e<SCT£ 

also, da dies bei beliebigem positivem e gilt, 

A J gjdfx < V J f„d[x. 
TÇ 0 £ e«CT E 

Dies trifft auf jedes g aus 0 zu, und damit haben wir (1.15). 

Daß die Voraussetzung, es sei ■—00 <f J fadg für konfinal 
E 

viele a, bei der Ableitung von Fx oder (1.13) aus JF2 nicht entbehrt 

werden kann, ist aus der Theorie des gewöhnlichen Beppo 

Levischen Grenzwertsatzes über abzahlbare Folgen wohlbekannt, 

denn es gibt z. B. eine monoton wachsende Folge CA)<r=i,2,... 
integrierbarer Funktionen, so daß lim fa = o, aber J fa dg. — —00 

a E 

für jedes er gilt. Auch die Voraussetzung der Integrierbarkeit 

von lim /„ ist, wie einfache Beispiele zeigen, beim Beweis von 
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(1.13) unentbehrlich, d. h. folgt aus keiner der Voraussetzungen 

Fv F0, 1. und 2. Sind dagegen konfinal viele fa sogar summier- 

bar, so sind alle gT integrierbar, und aus F: oder F2 folgt dann 

auch die Integrierbarkeit von lim fa. 
a 

Angesichts des Satzes 1.1 könnte man vermuten, zur Ableitung 

von F1 oder (1.13) genüge es, d'e Bedingung F2 nur mit zwei- 

elementigen statt mit beliebigen endlichen Indexmengen {alt ..., 

up} zu formulieren. Das folgende Beispiel widerlegt diese Ver- 

mutung. Es sei 0e die Menge aller im Intervall [0,1] erklärten 

reellen Funktionen o der folgenden Gestalt : a (x) = 1, wenn 

a < x < a e, und a(x) = o sonst; dabei sei o <C s <C 1 und a 

durchlaufe alle Zahlen mit o <a<a + s < 1. Diese Mengen 

0e sind paarweise fremd. 0 bilde die geordnete Summe der durch 

die Identität geordneten 0e, wobei die Indizes e nach abnehmen- 

der Größe geordnet zu denken seien, d. h. 0 sei die Vereinigung 

aller 0E, versehen mit der folgenden Ordnung: ist <7 £ 0e und 

t£0( und <5 > e, so sei r -C o, aber nicht or <C T ; ist hingegen 

ô = £, so sei T -C er gleichbedeutend mit r — a. Definieren wir 

jetzt fa im Fall a G 0 als die Klasse aller in [0,1] erklärten und 

bezüglich des eindimensionalen Lebesgueschen Maßes fast 

überall mit a übereinstimmenden Funktionen und entsprechend 

,u als das reduzierte Lebesguesche Maß, so wird lim f fadjx = o 
  a E 

und j (lim fa)dg= 1. Wählen wir aber bei gegebenem posi- 
E a 

tivem s und gegebenem q aus 06 das Element Ç irgendwie in 

^\ min (<5, e) > so gilt ç < (, und aus f of und Ç <C cr2 folgt 

I (fo, fj dn < e, also erst recht f (/0j s/ fjd/i < $fsd/j.+e 
E E E 

sogar für jedes £ aus 0. 

Die Bedingungen F1 und F2 erscheinen deshalb besonders 

interessant, weil sie unter passenden Endlichkeitsvoraussetzungen 

auch notwendig für das Bestehen der Ungleichung (1.13) sind, 

im Gegensatz zur spezielleren Bedingung, die Folge (fa) wachse 

monoton mit — 00 <U J fa dp, für wenigstens ein a. 
E 

Satz 1.5. Die Funktion gx sei integrierbar mit 

(1.16) J grdp < -j- 00 
E 

München Ak. Sb. 1955 19 
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für wenigstens ein T aus 0, und es gelte 

(1.17) — 00 < lim f fa dfi. 
a E 

Dann sind die Aussagen 

(i. 18) J (lim ff) dg. < lim J fa dg, 
£ 

a 0
 E 

(1 •19) f (lim f,) dg = lim f fa dg 
E a a E 

einander und jeder der Bedingungen Fi imd F., äquivalent. 

Beweis. Unter der Voraussetzung (1.16) sind terminal viele der 

Funktionen fa und g^ integrierbar, und wegen (1.17) gilt — 00 < 

.[ fa dg für konfinal viele a. Daher sind jetzt F1 und F2 nach 
E 

Satz 1.4 äquivalent und implizieren (1.18). Ferner sind (1.18) 

und (1.19) nach Satz 1.2 gleichwertig. Somit brauchen wir nur 

noch zu zeigen, daß (1.18) die Bedingung F, zur Folge hat. 

Aus (1.16), (1.18) und Satz 1.1 erhalten wir, da die Menge der 

Funktionen gT nach links filtriert, 

A f ST dg ~~~ |* (lim/a) dg < lim f fa dg. 
T E E a a E 

Infolgedessen gibt es wegen (1.17) zu gegebenem positivem e 

einen Index 4 mit 

(1.20) J gcdg < lim J fBdg +4- 
E a E 

Da die linke Seite dieser Ungleichung, als Funktion von 4 be- 

trachtet, monoton fällt, können wir £ bei gegebenem n gleich so 

bestimmen, daß Q <C 4 wird, und wegen (1.16) läßt sich auch noch 

J Si dg < +00 erreichen. Aus (1.20) folgt insbesondere 
E 

J Si dg. < V j fa dg + 
E E 

und damit die Existenz eines Index | mit 4 <C I und 

J gi dg < J/. dg + e, 
E E 

womit Fj bewiesen ist. 
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Die beiden folgenden Beispiele zeigen, daß bei der Ableitung 

von Fj oder F2 aus (1.19) weder die Voraussetzung (1.16) noch 

(1.17) entbehrt werden kann. Im ersten Beispiel sind (1.17) und 

(1.19) erfüllt, aber weder Fx noch F2. An Stelle von (1.16) trifft 

sogar noch eine abgeschwächte Bedingung zu, nämlich die End- 

lichkeit der Funktionen gx und des Integrals J (lim/a) dg, und 
• 1 r* (7 

alle fa sind nicht negativ und summierbar. 

Zur Konstruktion dieses Beispiels gehen wir, bei natürlichem », 

von der Menge 0„ aller im Intervall ]o, 1 [ erklärten reellen Funk- 

tionen a der folgenden Gestalt aus: G(X) = —, wenn o <C x a, 

und o(x) = o, wenn a<r< l; dabei durchlaufe a alle Zahlen 

zwischen o und 1. Die Mengen 0„ sind paarweise fremd. 0 sei die 

geordnete Summe der vollkommen geordneten 0„, d. h. ihre Ver- 

einigung, versehen mit der folgenden Ordnung: Ist a E 0„ und 

T G 0OT, so sei T <C a gleichbedeutend mit m < 11. Wiederum 

bilde fa die Klasse aller fast überall mit a übereinstimmenden 

Funktionen und g das reduzierte Lebesguesche Maß. (1.17) folgt 

dann aus o < fa. Ferner gilt, wenn er E 0,(, 

0 ‘ ^ 0 J" f a ^ g fl 1 
E 

d. h. lim [ fa du — o. Da gz im Fall r E 0„ die Klasse der fast 
" E 

überall mit zusammenfallenden Funktionen darstellt, erhalten 
nx 

wir auch lim fa = o, also (1.19), und ferner 
a 

(i-22) J g^dn = +00 
E 

für jedes r. Wegen (1.21) und (1.22) gilt aber F1 nicht, also nach 

Satz 1.4 auch nicht F2. 

Im folgenden, zweiten Beispiel sind (1.16) und (1.19) erfüllt, 

aber wiederum weder F1 noch F2. Die gx sind sogar summierbar. 

Wie im ersten Beispiel sind auch alle fa summierbar, fx{E) ist 

endlich, und es existieren lim [ fa dg und lim fa mit —00 ■< 
IimA<+°°- ° E 

a 

Es sei 7i die in ]o,i[ folgendermaßen erklärte Funktion: 

rj(x) = 2”, wenn ■ < x < - -, (m = 1,2, . . .). Bei natür- 
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lichem 71 sei 0n das System der Funktionen a, zu denen es eine 

Zahl a mit o<a<a-| <! ——gibt, so daß 
1 nn ^ n>l—1 ö 1 

— 2”, wenn o<j;<a, 

— 2 ” 1, wenn o < x < a 4- 1 , 
— — 2n 

— 2", wenn a + \ <x < , 

v(x), wenn < x < 1. 1 \ / —1 — 

Bedeutet fi das reduzierte Lebesguesche Maß, 0 die geordnete 

Summe der vollkommen geordneten 0„ und fa die durch a be- 

stimmte Funktionenklasse, so wird im Fall er G 0„: 

(1-24) //<,«> = — » — v- 
E 

gr mit T G 0„ bildet die Klasse der Funktionen, die fast überall 

gleich der folgenden sind: 

V cr(x) 
T 

— 2” \ wenn o <* < , 

rj (x\ wenn —< 1. 
rtn 1 

Demnach ist 

(1.25) J gr du = — «. 
E 

Aus (1.24) folgt nun lim J fa du =— 00, und nach (1.23) wird 
0 E 

lim f die durch r) bestimmte Funktionenklasse, d. h. f (lim / ) dp 
o E ° 

= — co, so daß (1.19) erfüllt ist. Die Gültigkeit von (1.16) ergibt 

sich aus (1.25). Wegen (1.24) und (1.25) kann jedoch Fj nicht er- 

füllt sein, also nach (1.24) und Satz 1.4 auch nicht F„. 

§ 2. Integration und Differentiation von Zellenfunktionen 

Wie im ersten Paragraphen sei iS eine Boolesche o-Algebra 

mit dem Einselement E und dem Nullelement O und /r ein cr-end- 
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liches strikt positives Maß über 23. Zur Unterscheidung von den 
verbandstheoretischen Relationen und Operationen <, ^ und v 

in 25 wollen wir die entsprechenden mengentheoretischen Rela- 

tionen und Operationen durch die runden Zeichen E, H und U 

wiedergeben. Mit der Differenz ^ Ü zweier Mengen ^ und £> 

operieren wir nur unter der Annahme ebenso wie wir die 

in 25 gebildete Differenz A ■— B nur im Fall B < A betrachten, 

also nur in dem Fall, in dem sie mit der symmetrischen, algebrai- 

schen Differenz, wie sie der Auffassung von 25 als Ring ent- 

spricht, übereinstimmt. Eine Teilmenge 21 von 25 heißt disjunkt, 

wenn ihre Elemente paarweise disjunkt sind, d. h. AB = O, 

wenn A, B Çj 21 und A =j= B. Wegen der cr-Endlichkeit von g ist 

jede disjunkte Teilmenge von 25 abzahlbar. 

Es liege nun eine nicht leere Teilmenge & von S3 vor, deren 

Elemente, Zellen genannt, sämtlich von O verschieden mit end- 

lichem Maß seien. Unter einer Zerlegung von E wollen wir eine 

disjunkte Menge © von Zellen mit V © = E verstehen. Die 

Elemente von © bezeichnen wir als die Komponenten von ©; 

bildet Q irgendein System von Zerlegungen, so wird demnach 

(J ü — © das System aller Komponenten aller Zerlegungen 
aus Q. S6ß 

0 bedeute jetzt ein nicht leeres und hinsichtlich einer transi- 

tiven Relation <C, der Feinheitsrelation, nach rechts filtrierendes 

System von Zerlegungen. Ein Beispiel für eine transitive Relation 

in 0 bekommen wir, wenn wir X c © definieren, sobald jede 

Komponente von © Teil einer Komponente von X ist; wir 

nennen c die Relation der Feinheit der Einteilung nach. Hin- 

reichend, jedoch nicht notwendig dafür, daß 0 hinsichtlich c 

nach rechts filtriert, ist, daß das Infimum zweier Zellen, soweit 

von O verschieden, stets wieder eine Zelle bildet. Wir bezeichnen 

die Zahl r(©) = \J g{S) als die fx-Norm einer Zerlegung ©. 
se s 

Jedes nicht leere System 0 von Zerlegungen ist hinsichtlich der 

durch „X <C 'S genau dann, wenn i>(@) < v(X)“ definierten ,,Fein- 

heit der g-Norm nach“ nach rechts filtrierend, und ebenso hin- 

sichtlich der durch „X <C @ für jedes © und X“ definierten 

,,.gröbsten“ Feinheitsrelation. 
Unter einer Zellenfunktion F verstehen wir eine im Bereich 

Ä aller Zellen erklärte, endliche oder unendliche reelle Funk- 
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tion. Bedeutet 3 ein disjunktes Zellensystem, so setzen wir 

<i/(3) = z VU), wenn diese Reihe unbedingt konvergiert, d. h. 

wenn nicht gleichzeitig die Summe der Positivteile F+(J) und 

die der Negativteile F~(J) gleich -j-oo ist-1 Unter der Annahme, 
l//(0) existiere für alle Zerlegungen © einer hinsichtlich « 

terminalen Teilmenge A von 0, erklären wir das untere und 

das obere Burkill-Kolmogoroffrr/fe Integral von F über E 

durch J F = lim F(&) und \ F = lim F(<&), wobei lim und lim 
Ë ® E * 

hinsichtlich 0 und <C zu verstehen sind. Diese Integrale sind von 

der Wahl der terminalen Teilmenge A unabhängig, solange nur 

y/(©) für jedes © aus A existiert. Sie hängen dagegen natürlich 

von 0 und <C ab, doch wollen wir darauf verzichten, diese Ab- 

hängigkeit in der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, da wir 

stets nur ein festes System 0 von Zerlegungen von E und neben C 

nur eine abstrakte Feinheitsrelation <C betrachten. Die Integrale 

hinsichtlich c sollen zur Unterscheidung durch 'J F und 'J W 
H 

E 

bezeichnet und Integrale der Einteilung nach genannt werden. 

Bedeutet <C die Feinheit der /(-Norm nach, so sprechen wir sinn- 

gemäß von Integralen der fx-Norm 7iachl Sind J F und J F vor- 
E E 

handen und einander gleich, so heißt ihr gemeinsamer Wert, ge- 

schrieben J XF = lim XF(<S), das Integral von F über E hin- 
E ® 

sichtlich 0 und <C, und F heißt integrierbar über E. Wir nennen 

F summierbar über E, wenn J F endlich ist. 
E 

Zu jeder Zerlegung © aus 0 läßt sich die ©-Ableitung von XV 

bilden, nämlich diejenige 23-meßbare Funktion D(F, ©), die in 

jeder Komponente 0 von © konstant mit dem Wert —2ist. Wir 

nennen die Funktion DF = lim DQF, ©) die untere Derivierte 

von F nach g in bezug auf 0 und <C und definieren entsprechend 

die obere Derivierte DF = hm D(F, ©), ohne das Maß /(, das 

1 Es ist a+ = a v o und a~ — (—a) ^ o bei beliebigem reellem a. 
2 Zur Integration von Zellenfunktionen hinsichtlich abstrakter Feinheits- 

relationen vgl. z, B. [7] und [1] S. 298, und zur Integration der Einteilung 
oder der Norm nach vgl. [14] und [11] Nr. 10. 
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System 0 der Zerlegungen oder die Feinheitsrelation C in die 

Bezeichnung aufzunehmen. Die Derivierten der Einteilung nach, 

d. h. bezüglich C, werden sinngemäß durch ' DW und ' DW be- 

zeichnet, wenn 0 hinsichtlich c nach rechts filtriert. Sind D W 

und DW gleich, so nennen wir W differenzierbar und die Funktion 

DW = lim D(W, ©) heißt die Ableitung von W. 

Offenbar ist D(W, @) dann und nur dann integrierbar über E 

bezüglich fi, wenn îfr(@) existiert, und in diesem Fall gilt 

(2.1) J D(W, <S)dfi = W(p). 
E 

Infolgedessen können wir z. B. die Definition des oberen Integrals 

von W auch so schreiben : 

(2. 2) J W = lim J D(W, <S)d/.i. 
E ° E 

Andererseits ist im Fall der Integrierbarkeit von DW : 

(2.3) J D Wd/i = J (li^ D (W, ©)) du, 
E E '5 

so daß also die Frage nach der Gültigkeit der Gleichung 

(2.4) J w= J DWdfi 
k E 

auf ein Problem der Vertauschung der Integration mit der 

Operation lim hinausläuft. 

Wir beginnen nun damit, die Ungleichung J W < jDW zu 
E E 

behandeln, und erklären hierzu die folgenden, sich auf eine Zel- 

lenfunktion W beziehenden Begriffe. W heißt von beschränkter 

Vanation nach oben, wenn | W+ <k -f- co, von beschränkter 
_k 

Variation nach unten, wenn J W~ <C +00, und von beschränkter 
E 

Variation, wenn beides der Fall ist, d. h. j' \ W\ <C + co. Natür- 
£ 

lieh hängen diese Begriffe von der Feinheitsrelation <C ab; ist <C 

mit c identisch, so sagen wir z. B., W sei von beschränkter 

Variation nach oben hinsichtlich der Feinheit der Einteilung. 
Dann und nur dann ist W von beschränkter Variation nach oben, 
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wenn es eine terminale Menge A von Zerlegungen aus 0 gibt, so 

daß FÇ3) im Bereich aller in den Zerlegungen von A enthaltenen 

Zellensysteme 3 existiert und nach oben beschränkt bleibt. Da- 

her ist F dann und nur dann von beschränkter Variation nach 

oben hinsichtlich jeder Feinheitsrelation in 0, wenn F (is) im 

Bereich aller Zellensysteme 3, die in einer beliebigen Zerlegung 

aus 0 enthalten sind, existiert und nach oben beschränkt bleibt; 

in diesem Fall wollen wir sagen, F sei universell von beschränkter 

Variation nach oben. Die so gebildeten universellen Begriffe sind 

einfach die Begriffe hinsichtlich der gröbsten Feinheitsrelation. 

Ist F von beschränkter Variation nach oben (hinsichtlich <C), so 

sind J F und [ W vorhanden und kleiner als -j- 00. Entsprechende 
£ I 

Aussagen treffen auf Zellenfunktionen von beschränkter Varia- 

tion nach unten oder schlechthin zu. 

Satz 2. 1. Dann und nur dann ist F von beschränkter Variation 

nach oben, wenn es in 0 eine terminale Menge A von Zerlegungen 

gibt, so daß adle &-A bleitungen D (F, ©) mit © 0 A integrierbar 

sind und das System ihrer unbestimmten Integrale J D(F, &)dg 

mit A 0 25gleichmäßig nach oben beschränkt ist. A 

Beweis. Aus der Existenz der Integrale der D(F, ©) mit 

©G/l folgt die Existenz von F(l3) = J- D(F, &)dg, wenn 
VS 

3 £ ©, und aus dieser Gleichung ergibt sich weiter, daß F von 

beschränkter Variation nach oben ist, sobald die unbestimm- 

ten Integrale der D(F, ©) gleichmäßig nach oben beschränkt 

sind. Es sei nun andererseits F nach oben von beschränkter 

Variation und dementsprechend F+(JB) < a <C + 00 für alle Zer- 

legungen einer gewissen terminalen Teilmenge A von 0. Im Fall 

© G A und A 0 25 gilt dann die Ungleichung J D (F, ©)+ dg 

= Z —F (AS) < T F+ (S) = F+ (©) < a < + 00, 
se S '“bv 

woraus die Existenz von J D(F, &)d/j, und J D(F, ©)<dg < 0. 

folgen. A A 

Wir nennen F totalstetig nach oben, wenn es zu jeder positiven 

Zahl £ eine positive Zahl <5, ein Element H aus 25 mit g (H) <C + 00 

und eine in 0 terminale Menge A gibt, so daß für jedes in einer 

Zerlegung aus /! enthaltene Zellensystem 3 mit \x(H \] 3) <C 5 

die Summe F (ßs) existiert und F (is) <C e wird. Die Definition der 
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Totalstetigkeit nach unten oder schlechthin erhalten wir sinn- 

gemäß, wenn wir die Ungleichung WÇs) < e ersetzen durch 
 £ <; F(ß) oder | FÇls' | <C e.1 Die Totalstetigkeit von F nach 

oben ist offenbar gleichwertig der Totalstetigkeit von F+. Be- 

deutet $ irgendeine Zerlegung aus 0, so läßt sich H stets als ein 

Element der Gestalt H = V $ bestimmen, wobei JQ eine endliche 

Teilmenge von bildet, die natürlich von e abhängt. Im Fall 

a(E) < -j-00 können wir H = E setzen und erhalten so eine ein- 

fachere Definition. 

Diese Begriffe hängen von der Feinheitsrelation <C ab. Die 

üblicherweise betrachtete Totalstetigkeit ist nichts anderes als 

die Totalstetigkeit hinsichtlich jeder Feinheitsrelation oder, was 

auf dasselbe hinausläuft, hinsichtlich der gröbsten Feinheits- 

relation in 0 und soll hier als universelle Totalstetigkeit be- 

zeichnet werden. XF heißt also z. B. universell totalstetig nach 

oben, wenn es zu jeder positiven Zahl e eine positive Zahl <5 und 

ein Element H aus 58 mit fJ.CH) < + 00 gibt, so daß für jedes in 

irgendeiner Zerlegung aus 0 enthaltene Zellensystem 3 mit 

fi(H V S) < (5 die Summe F(ßs) existiert und Fßs) <f £ wird. 

Von Totalstetigkeit der Feinheit der Einteilung nach sprechen 

wir sinngemäß, wenn <C gleich c ist. 

Satz 2.2. Es seien terminal viele ©-Ableitungen D(F, ©) inte- 
grierbar, und die Moore-Smithsche Folge (J D(F, &)d/i)See 

A 

ihrer unbestimmten Integrale sei termmal gleichmäßig totalstetig 
nach oben hinsichtlich der Feinheitsrelation <C im Indexbereich 0. 
Dann ist F totalstetig nach oben. Ist andererseits XF totalstetig 
nach oben und von beschränkter Variation nach oben und 
g\E) <f -|- 00, so sind terminal viele D (F, ©) integrierbar, und die 
Folge ihrer unbestimmten Integrale ist terminal gleichmäßig 
totalstetig nach oben; die Annahme fx{E) <j + 00 kann entbehrt 
werden, wenn <C mit c zusammenfällt. 

Beweis. Die erste Behauptung resultiert unmittelbar aus 

Fßs) = f D(F, <S)du, wenn 3ç®, © £ 0 und das Integral 
V3 

existiert. Zum Beweis der zweiten setzen wir fi(E) <j -f-00 vor- 

aus und wählen die positiven endlichen Zahlen a und ô und die 

1 Diese Begriffe hängen tatsächlich nicht vom Maß fi ab. 
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terminale Menge A bei gegebenem £ so, daß alle DQF, ©) mit 

© G A integrierbar sind, l
F+ (3) < a für jedes in einer Zerlegung 

aus A enthaltene 5 gilt und außerdem W+(3) < e, falls /<( V 3)<<5. 

Es sei nun A G 23, © G A und /i(A) < e<?. Dann wird 

(2.5) SD(V,®)dv = Z^SJrH{AS). 
A ses '“G' 

Wir zerlegen © in die Menge Q1 aller Zellen S aus © mit 

-7775-- < £ und die Menge ©2 = © ~ ©t der Zellen 5 aus © mit 

/((5') < /ii(AS). Wegen ,i/+(©1) < a ist 

y (5) y 
s.e 

/((Kl5) < 2; ^+(5) 
se; 

ni±S) 
n(S) 

< _L JT 

a ses. 
,i/+(5) < £. 

Ferner gilt 

/( ( V @s) = Z /«(5) <-a~Z /i(AS) < — /(fd) < (5, 
see, £ see, 6 

also 

I %*j-M(AS) < ZF+(S) = <^(©2) < £. 
•S" E0a 3" E 03 

Aus (2.5) folgt nun j D(W, <S)d/i <2£. 

Ist f.i(E) — -j- 00 und <C gleich cz, so verläuft der Beweis ganz 

ähnlich. Bei gegebenem positivem e werden wieder a, ô und A 
und außerdem ein in einer Zerlegung <P enthaltenes Zellensystem 

J? bestimmt, so daß H — V •$? ein endliches Maß hat, !F+(3) < a 
gilt, wenn 3 E g und © G zl ist, und lF+(3) ■< £, wenn 3 £ <5, 
© G Kl und /i(H V 3) <C i5. Dabei läßt sich A so einrichten, daß A 
nur Zerlegungen © mit $ a © enthält. Es sei nun A G 23 und 

H(HA) <C - ■ Ferner bedeute © eine Zerlegung aus A. Wegen 

'P C © gilt dann für jede Komponente A von © entweder 5 <j H 
oder HS = O. Genau wie oben definieren wir ©j und ©2 und 

behandeln ©j auch in gleicher Weise. @2 sei das System der 

Zellen S aus ©2 mit 5 < II und @2 = ©2 ~ ©2. Wie oben können 

wir dann, indem wir dort A durch HA ersetzen, auf fi( \J ©2) < b 
schließen. Trivialerweise ist ft(H V ©^ = o, also /i(H \J ©2) <C b, 
und nun läßt sich der Beweis wie oben vollenden. 
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Mit Hilfe des hiermit bewiesenen Satzes 2.2 folgt nun aus dem 

Satz 1.3 unmittelbar der 
Satz 2.3. Es sei fJ,(E) <C + 00. Die Ze.llenfunktion P sei nach 

oben totalstetig und nach oben von beschränkter Variation, und 
D P sei integrierbar. Dann gilt 

(2.6) JV< J DW dix. 
E E 

Unter analogen Voraussetzungen gilt 

f DP du < J P. 
(2.7) E Ë 

Corollar. Es sei fi(E) <f -f-00. Dann trifft (2.6) auf jede 
nirgends positive Zellenfunktion P zu, entsprechend (2.7) auf 
jede nirgends negative. Ist P totalstetig tmd von beschränkter 
Variation mit integrierbaren Derivierten D P und D P, so gelten 
(2.6) und (2.7) gleichzeitig, jede totalstetige differenzierbare 
Zellenfunktion P von beschränkter Variation mit integrierbarer 
Ableitung ist summierbar und 

(2.8) J> ]' D Pdn, 
E 

insbesondere. D P sogar summierbar. 
Im Satz wie im Corollar ist die Voraussetzung /( (E) < -|-OG 

entbehrlich, wenn <C mit c zusammenfällt} 
Wir wenden uns nun der entgegengesetzten Ungleichung 

J DPdfi < J P zu und stellen zunächst notwendige Bedür- 
fe' E 

gungen über & und <C für ihre Gültigkeit auf. Wir sagen, £ sei 

hinsichtlich <C eine feine Überdeckung von A, abgekürzt C(A, £), 

wenn folgendes eintritt: 

C(A, £). Es ist A £ 25 und £ £ $(, und bedeutet A eine be- 
liebige hinsichtlich -C terminale Teilmenge von 0, so enthält 
£ fl (J A ein Teilsystem 9ÜÎ mit A < V 50Î. 

Natürlich läßt sich 5)? stets als abzahlbares System bestimmen. 

Die folgende Eigenschaft von 0 und <C heißt die starke 
Vitalische FAgenschaft. 

1 Vgl. auch S. 260. 
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V. Ist s j> o und F eine hinsichtlich -C tei'minale Teilmenge 
von 0, so enthält jede hinsichtlich <C feine Uberdeckung .? eines 
beliebigen Elementes A aus 55 endlichen Maßes ein in einer Zer- 
legung aus F enthaltenes Zellensystemty mit /u(A —i V I ) ^£'' 

Offenbar kann man für 5)) immer ein endliches Zellensystcm 

nehmen. 

Unter einer Lipschitzsdien Zellenfunktion ¥ verstehen wir 

eine, zu der es eine endliche Zahl a gibt, so daß | ¥(K)\ dag(K) 
für jede Zelle K. Im Fall fi(E) <j -|-oo ist jede Lipschitzsche 

Zellenfunktion universell totalstetig und universell von be- 

schränkter Variation. 

Satz 2. 4. Es sei ,u(E) <j + oo, und für jede nichtnegative Lip- 
schitzsche Zellenfunktion ¥ gelte 

(2.9) §D¥dg<]¥. 
E E 

Dann haben 0 und <C die Vitalische Eigenschaft V. 
Die Voraussetzung [i(E) <j + oo kann entbehrt werden, wenn 

<C mit tz zusammenfällt ;2 in diesem F all genügt es, J ' D¥ dg < 
_ E 

'I ¥ für jede nichtnegative Lipschitzsche Zellenfunktion ¥ vor- 
k 
auszusetzen, die universell totalstetig und universell von be- 
schränkter Variation ist. 

Beweis. Wir werden uns der folgenden Abkürzung bedienen: 

Dz¥ = V D (ßV, ©)> wenn % G 0. Wir nehmen zunächst 
£«S 

g(E) < -f œ an. Es sei e j> o, £ eine feine Überdeckung von A 
und T terminal in 0. Wir setzen 

f u(K), wenn Ä" £ Ï, 
W(K) = 

o, wenn Z £ Ä ~ S. 

Offensichtlich bildet ¥ eine nichtnegative Lipschitzsche Zellen- 

funktion mit 

(2.10) o < D% ¥ < 1 

für jedes % aus 0. 
1 An der Gültigkeit von V ändert sich nichts beim Übergang zu einem 

anderen strikt positiven und c-endlichen Maß auf S3. 
2 Vgl. auch S. 260. 
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Ist 3 G 0 und A die durch 3 in 0 bestimmte terminale Menge 

aller Zerlegungen S mit 3 < so enthält £ Pi U A voraus- 
setzungsgemäß ein Teilsystem 9K mit A < V 9W- Zu jedem AT 

aus 50Î gibt es dann eine Zerlegung © mit 3 -C © und K G 

Zugleich gilt aber K EL £, d. h. ZU1/7, ©) = 1 [AT] und deshalb 

1 < F j K], Hieraus folgt 1 < B^F [ V ®i], also erst recht 

1 < D3 F [A], d. h. wegen (2.10) ist 

(2.11) 1 = BBF\A\. 

Auf Grund von Satz 1.5, o < F, (2.10) und der Endlichkeit 

von ju(E) gibt es Zerlegungen 3 und 3S aus F mit 3 “C £ und 
I' (B.FF— D (F, 36))dfi < e. Dies zieht wegen D(F, 36) < B^F 

E 

die Ungleichung 

(2.12) J (BgF — D (F, 36)) dti < £ 
A 

nach sich. 

Es sei sp = 36 n £• Dann ist ^ G 36 und 36 ÇE F. Für jede Zelle 

K aus gilt F(K) = ju(K), während wir im Fall K G: 36 ~ 

haben F (IC) = o. Daher ist D(F, 36) = 1 [A \J $] und D(F, 36) 

o [A — A V 9]- Aus (2.11) folgt nun B3 F — B(F, 36) = o 

[A V 95] und B^F -—D(F, 36) = 1 [A—A V ^P]- Dies bedingt 

f {B^F— D (F, 36)) df.i — (j,(A—A V 5P), d. h. nach (2.12): 
A 

fi{A— A\J y) < e. 

Wir betrachten nun den Spezialfall der Feinheitsrelation a, 

nehmen also insbesondere an, 0 filtriere hinsichtlich cz nach 

rechts, und lassen die Voraussetzung [.i(E) <f + 00 fallen. Es sei 

wieder e~> o, F eine hinsichtlich tz terminale Teilmenge von 0 

und ? eine hinsichtlich CZ feine Überdeckung von A. Da n(A) <f 

+ 00 ist, können wir aus einer irgendwie gewählten Zerlegung QJ 
ein Teilsystem Sp herausnehmen, so daß H — \J Sp ein endliches 

Maß hat und /u(A — HA) < e wird. Das System aller Zellen 

aus £, die in einer Komponente von 5) enthalten sind, bildet wie- 

der eine hinsichtlich cz feine Überdeckung von A, und daher 

stellt das System £' aller Zellen K aus £ mit K < II eine feine 

Überdeckung von HA dar. Mit Hilfe von £' an Stelle von £ de- 

finieren wir nun F ganz genau so wie vorhin, erhalten eine nicht- 

negative Lipschitzsche universell totalstetige Zellenfunktion von 
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universell beschränkter Variation und haben neben (2.10) auch 

noch D% ¥ — o [E — H], so daß D% ¥ wegen /<(//) < +00 sum- 

mierbar wird. Operieren wir nun mit S' und HA statt £ und A 
ebenso vde oben, so bekommen wir schließlich tx(HA —HA \J 
< s, d. h. fi(A — A \Jty) <. 2E. 

Vor der Formulierung des folgenden Satzes erinnern wir daran, 

daß 'f ¥ und 'D¥ die oberen Integrale und Derivierten hinsicht- 
k 

lieh der Feinheit der Einteilung, d, bedeuten. Dementsprechend 

sollen 'C(A, £) und 'V aus C(A, £) und V durch Einsetzen von d 

für <C hervorgehen. Dabei setzen wir dann natürlich voraus, 0 
filtriere hinsichtlich d nach rechts. Ist X F 0, so sei 'D%¥ = 

\/_D(¥, ©). 

Satz 2.5. Das System 0 von Zerlegungen habe die Vitalische 
Eigenschaft 'V. Die Zellenfunktion ¥ sei hinsichtlich der Fein- 
heit der Einteilung nach unten totalstetig und nach unten von 
beschränkter Variation. Dann sind'\ ¥ und \'ß¥du vorhanden 
und E E 

(2.13) \'D¥dfi < 'J ¥. 
E E 

Ist ¥ hinsichtlich der Feinheit der Einteilung nach oben total- 
stetig und nach oben von beschränkter Variation, so gilt ent- 
sprechend 

(2. 'J'/-' < J'ö¥V,«. 
E & 

Corollar. (2.13) trifft auf jede nirgends negative und (2.14) 

auf jede nirgends positive Zellenfunktion zu. Ist ¥ hinsichtlich 
der Feinheit der Einteilung totalstetig und. von beschränkter 
Variation, so gelten (2.13) und (2.14) gleichzeitig. Ist ¥ hinsicht- 
lich der Feinheit der Einteilung summierbar, totalstetig und von 
beschränkter Variation, so wird ¥ hinsichtlich der Feinheit der 
Einteilung auch differenzierbar, 'D ¥ wird summierbar und 

'\¥ =--= \'D¥d,l. 
E E 

Beweis. 1. Um mit Uberdeckungsbedingungen vom Typ 

'C(A, V bequemer operieren zu können, bemerken wir zunächst, 
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daß auf Grund des distributiven Gesetzes1 in 58 die folgenden 
Aussagen über eine Teilmenge SU von 58 und ein Element A aus 

58 äquivalent sind: Es ist A < V®i zu jedem Element 5aus 58 

mit O <f B < A gibt es ein Element M aus 9K mit O < BM. 

2. '( F existiert, weil F nach unten von beschränkter Variation 
E 

ist. Wir machen jetzt die beiden folgenden Voraussetzungen, von 

denen wir uns später wieder befreien werden: §'DFdu existiere 

mit h 

(2.15) —00 < ^'DFd/x, 
E 

und es gebe eine Zerlegung il)1 aus 0, so daß 'Dy F über E 

integrierbar wird mit 

(2.16) J 'ÄSi Fdfi < +00. 
E 

Wir beweisen (2.13), indem wir für die Moore-Srnithsche Funk- 

tionenfolge (D(P, @))56® das Kriterium F2 des Satzes 1.4 re- 

alisieren; da F nach unten von beschränkter Variation ist, haben 

war in der Tat —00 <j F(&) sogar für terminal viele Zerlegungen 

Es sei also 9Î £ 0 und e > o. Wegen (2.16) gibt es eine posi- 

tive Zahl (5X und ein in Pt enthaltenes Zellcnsystem 5], 50 daß 

Hx = \J S} 1 ein positives endliches Maß hat und 

(2 -17) J 'Z5,yi Fd/^i <f e 
A 

für jedes A aus 58 mit n(HxA') <f (5X gilt. Wegen der Totalstetig- 

keit von F nach unten existiert eine positive Zahl ö2, ein in einer 

Zerlegung P2 aus 0 enthaltenes Zellensystem und eine ter- 

minale Menge P von Zerlegungen, so daß H2 = \J 5}2 ein end- 

liches Maß hat und 

(2.18) —£<¥'( 3) 

für jedes in einer Zerlegung aus P enthaltene Zellensystem 3 

mit V 5) <1 (52 gilt. Bildet P eine Verfeinerung von p, und 

P2, so läßt sich H — H1 \J H2 in der Gestalt H = V mit 

•f? V P darstellen. Wir setzen <5 = (5j <% und 

Siehe z. B. [2] S. 165. 
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3. Zu beliebigem, von O verschiedenem B aus 23 und einer be- 

liebigen Zerlegung 21 gibt es eine Komponente K einer Verfeine- 

rung von 21 mit KB =j= O und 

(2.20) 

Andernfalls wäre nämlich B = \j KB und < 'DK — ri 
wss 

K B^O 

[KB\ für jede Verfeinerung © von 21 und jede Komponente K von 

© mit KB 4= O, also D(K, ©) < 'DK—■>] [Z?]. Infolgedessen 

gälte auch ' D%K < 'DK— j; \B~\ im Widerspruch zu 'DK < 

'DZK, B =j= O, rj j> o und der aus (2.15) und (2.16) folgenden 

Endlichkeit von 'DK. 
4. Wir setzen G% = H {D% K < 'DK + rj), wenn 21 £ Q. 

Aus 21 CH © folgt G% < GQ, und wegen der Endlichkeit von 'DK 
ist V G% = H. Der Satz 1.2, auf die Folge der charakteristischen 

Se@ 

Funktionen der Gz angewandt, zeigt nun, daß lim/j,(G%) = /<(//). 

Daher können wir eine Zerlegung 3 so bestimmen, daß G = 
die Ungleichung 

(2.21) ^H—G)<\ 

erfüllt. Da die Folge (G%) monoton wächst, läßt sich 3 außerdem 

so einrichten, daß 2) c 3 und 9î C 3 ist und jede Verfeinerung 

von 3 zu F gehört. Nach Definition von G gilt 

(2.22) ’DSK <’DK + r]\G]. 

5. Es seien nun ©a, . . ., ©^ Verfeinerungen von 3- Wir be- 

trachten das System £ aller Zellen K mit KG =)= O und 

(2- 23) <f_ 'DK~V[KGJ. 

Ist O <i B < G und erfüllt eine Zelle K die Relationen KB 4= 0 
und (2.20), so erst recht KG =(= O und (2.23), d. h. K (E £• Nach 

dem unter 1. und 3. Bewiesenen hat daher £ die Eigenschaft 

'C(G, £), so daß nach 'V eine Verfeinerung 3: von @x, . . ., 



Extreme Dcrivierte von Zellenfunktionen in Booleschen a-Algebren 249 

existiert, die ein Teilsystem *}) von £ mit fx{G— G\/s)')< —, also 

nach (2.21) mit fi{H— H\J < à enthält. Wegen ÎJ C ? C $ 

gilt für jede Zelle K aus entweder K < H oder K PI = O, so 

daß wir von vornherein P = V *P < H und damit 

(2.24) fi (H P) <i ô 

annehmen können. 

6. Wegen *p G £ und nach Definition von £ trifft (2.23) auf jede 

Zelle K aus ^ zu. Hieraus und aus (2.22) folgt 

p 

Wegen ^ c (k = 1, . . p) ist weiter V D (lF, ©4) < ' 
k = I 

d. h. 

<yD(W, ©,) - 2rf [KG]. 

Nun bleibt die auf der rechten Seite dieser Beziehung stehende 

Funktion infolge von und c S (k = 1, . . p) offen- 

bar konstant in K, und nach Definition von £ ist KG =j= O, so daß 

wir sogar 

und damit 

D(W, 3f) > \JDQP, @4) — 2Tf [P] 
k = 1 

haben, also wegen P < H und (2.19): 

(2.2s) J V DÇP, ek)dfi < \DQP, X)dp + 2£. 
P k = 1 P 

Auf Grund von (2.24), *)) ç -t' und 3: G P gelten (2.17) und 

(2.18), wenn wir A = E — P und 3 = 3: ~ setzen. Dabei ist 

aber W(3) = J DÇP, dc)dju und aus ^ er ©4 {k = 1, . . p) 
E—P 

p 

folgt V DQF, @4) < 'D* W, so daß wir mit Hilfe von (2.25) 
-6=1 

01 

schließlich 
München Ak. Sb. 1955 20 
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J V D(W, < J D(W, X)dn + 4e 
E k = 1 E 

erhalten. Hiernach ist F2 erfüllt, also (2.13) bewiesen. 

7. Wir lassen jetzt die zweite der beiden zusätzlichen Voraus- 

setzungen, die wir unter 2. einführten, nämlich die Existenz 

einer Zerlegung'Pj mit (2.16), fallen. Essei U = {U1} U2, ■ ■ •} £0. 

Zu jeder natürlichen Zahl m definieren wir PJJÇ) — W(K)t 

wenn die Zelle K nicht Teil eines Ui ist, und Wm(K) = ¥(!£) 
?nji(K2- wenn x < U{. Dann wird XF wegen lF~ = XF~ eben- 

falls nach unten totalstetig und nach unten von beschränkter 

Variation. Ferner ist Wm < W, also 

(2.26) 'jX, < 'j>. 
E E 

Für jede Verfeinerung © von U gilt D(Wm, ©) = DQI1, ©) 

. [£/•], d. h. im Fall U a Z: 

(2.27) 'D%Wm = 'D%W ^ [£/,.]. 

Dies bedingt die Integrierbarkeit von ,F)%xPm und J 'D% ¥ m d[i < 

m <f “h 00. Aus (2.27) folgt weiter E 

(2.28) 'DVm = 

insbesondere so daß nach (2.15) auch alle 

'DWm integrierbar sind mit —00 <f J 'DWmd)A,. Aus dem bisher 
E 

schon Bewiesenen erhalten wir daher 

(2.29) $'ä'PmdF < 7 wm 
E E 

für jedes m. Aus (2.28) folgt außerdem ' DWm < ,D'Fm+1 

und lim ' DXF m = 1DXF, also nach dem Satz von B. Levi: 
m 

lim [ 'DxFmd/j, = \'DXF. Hieraus und aus (2.26) und (2.29) er- 
m
 E E 

gibt sich wiederum (2.13). 
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8. Daß die schließlich noch übriggebliebene zusätzliche An- 

nahme, ' D¥ sei integrierbar mit (2.1$), unter den gegenwärtigen 
Voraussetzungen von selbst erfüllt ist, bildet einen Teil des fol- 

genden Satzes, in dessen Beweis wir (2.13) nur unter dieser zu- 

sätzlichen Annahme (2.15), nämlich nur bei nichtnegativem ¥, 
benutzen. 

Satz 2. 6. Hat das System 0 die Vitalische Eigenschaft 'V, so 
erfüllt jede Zellenfunktion ¥ die Ungleichungen 

(2.30) §('D¥)+dp < 'J ¥+, 
£ E 

J cpwydfi < '\¥~, 
E E 

(2.31) \\'D¥\dp < j \¥\, 
E E 

J \'D¥\ dp < ']\¥\. 
E E 

Daher sind (jD ¥)+ und (jD ¥)+ summierbar, wenn ¥ nach oben 
von beschränkter Variation ist, (jD ¥)~ und (jD ¥)~ sind sum- 
mierbar, wenn ¥ nach unten von beschränkter Variation ist, und 
1 p lF und 'D F sind summierbar, wenn ¥ von beschränkter Varia- 
tion ist, falls ,,von beschränkter Variation nach oben“ usw. hin- 
sichtlich in verstanden wird. 

Beweis. Es ist D(¥, ©)+ = D(¥+, ©) und daher '(D¥)+ = 

' D(¥+). Wenden wir nun (2.13) auf die nichtnegative Zellen- 

funktion XF+ an, so erhalten wir die erste der Ungleichungen 

(2.30). Aus ihr ergibt sich die zweite, wenn ¥ durch —¥ ersetzt 

wird. 

Ferner gilt \D(¥, ©) | = D{\ ¥\, @) und daher | 'D¥\< 
'D\¥\ und \'D¥\ <f'D\¥\. Aus (2.13), angewandt auf l^l, 

folgt (2.31). 

Aus den Sätzen 2.3 und 2.5 erhalten wir schließlich den 

Satz 2.7. Das System 0 von Zerlegungen habe die Vitalische 
Eigenschaft 'V. Die Zellenfunktion ¥ sei nach der Feinheit der 
Einteilung totalstetig und von beschränkter Variation. Dann 
gilt 

'\¥ = \'D¥dp, 'j¥ = \'D¥dp, 
E E E E 

und diese Integrale sind endlich. 
20* 
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Corollar. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist W nach 

der Einteilung dann und nur dann differenzierbar, wenn P 

summierbar ist, und in beide?i Fällen wird 

'J W = J 'DFd^. 
E E 

§ 3. Unabhängigkeit von der Feinkeitsrelation 

Wir konnten einen Teil der Ergebnisse des vorigen Paragra- 

phen, vor allem den Satz 2.5, nur mit der Feinheitsrelation c 

ableiten. Die meisten in der Praxis vorkcmmenden Systeme 0 

von Zerlegungen und die darin betrachteten Feinheitsrelationen 

-C sind jedoch so beschaffen, daß die oberen und unteren Deri- 
vierten aller Zellenfunktionen und die oberen und unteren Inte- 

grale der totalstetigen Zellenfunktionen hinsichtlich c und < 

übereinstimmen, so daß sich unsere Ergebnisse unmittelbar auf 

den Fall der allgemeineren Feinhcitsrelation <C übertragen. Wir 

werden uns daher jetzt der Untersuchung von Bedingungen über 

0 und <C zuwenden, die diese Gleichheit der Derivierten und 

Integrale hinsichtlich 0 und <C sicherstellen, und werden uns 

dabei der Einfachheit halber nur mit oberen Integralen und Deri- 

vierten beschäftigen. 

Wir nehmen also jetzt an, das System 0 von Zerlegungen von 

E in abzahlbar viele paarweise fremde Zellen sei nach rechts 

filtrierend sowohl in bezug auf cz als auch in bezug auf eine 

zweite Feinheitsrelation <C. Wir formulieren zunächst die fol- 

gende Bedingung über 0 und <C. 

R. Zu jeder Zerlegung X aus 0, jedem Element H aus 23 mit 

g (//) <f T 00 und jeder positiven Zahl <5 gibt es in 0 eine hin- 

sichtlich <C terminale Menge A von Zerlegungen, so daß bei be- 

liebigem © aus A das Supremum aller Komponenten von 2>, 

die keinen Teil einer Komponente von K bilden, die Ungleichung 

g{HR~) <C à erfüllt. 

Es genügt offenbar, R nur mit speziellen Elementen H zu for- 

mulieren, z. B. nur mit allen Elementen der Gestalt H— V $> 
wobei S} alle endlichen Teilmengen einer festen Zerlegung von E 

durchläuft, und im Fall g(E) <f T 00 reicht die Formulierung 
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mit H = E aus. Die Feinheitsrelation CZ hat natürlich die Eigen- 

schaft R, denn wir brauchen ja A nur gleich der terminalen Menge 

aller Zerlegungen © mit X d © zu setzen. 

Satz 3.1. Für jede nichtnegative, Lipschitzsche und universell 

totalstetige Zellenfunktion W von universell beschränkter Varia- 

tion gelte 

(3.0 
E E 

Dann haben 6 und <C die Eigenschaft R. 

Beweis. Wir nehmen an, für - hinsichtlich <C - konfinal viele 

© sei /u(HRj) > <5. Wir definieren XF(K) = o, wenn die Zelle K 

in einer Komponente von X enthalten ist, und andernfalls W(K) = 

/<(HK). Offenbar ist F nichtnegativ, Lipschitzsch, universell 

totalstetig und universell von beschränkter Variation. Es gilt 

XF(£) = o für jede Zerlegung 3E mit X IZ £, also J F = o. An- 
E 

dererseits ist F(fc) = g(HRf) > ô lür - bezüglich <C - konfinal 

viele ©, also J XP > ô im Widerspruch zu (3.1). 
E 

Die Bedingung R, die nach dem eben bewiesenen Satz für die 

Gültigkeit der Ungleichung (3.1) innerhalb einer engen Klasse 

von Zellenfunktionen notwendig ist, erweist sich auch als hin- 

reichend im Bereich einer sehr viel umfassenderen Klasse von 

Zellenfunktionen, wenn 0 der folgenden, in allen praktisch vor- 

kommenden Fällen erfüllten Forderung über die Möglichkeit, 

gewisse disjunkte Zellensysteme zu Zerlegungen zu erweitern, ge- 

nügt : 

E. 1st X G 0 und 3 ein endliches disjunktes System von Zel- 

len, deren jede einen Teil einer Komponente von X bildet, so gibt 

es eine Zerlegung 3 mit 3 G 3 und X d 3- 

Satz 3.2. Hat 0 die Eigenschaft E, so ist die Bedingung R 

über 0 und <C hinreichend dafür, daß (3.1) für jede bezüglich <C 

nach oben und bezüglich zz nach unten totalstetige Zellenfunktion 

F gilt, deren obere Integrale hinsichtlich <C und tz existieren?- 

Beweis. Zu gegebenem positivem e existieren wegen der To- 

talstetigkeit von XF bezüglich <C nach oben und bezüglich (Z 

1 Vgl. [20], Théorème IV, wo « die Feinheit nach der ^t-Norm bedeutet. 
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nach unten zwei Elemente endlichen Maßes IIx und H2 aus iS, 

zwei positive Zahlen (5X und ö2 und zwei Zerlegungen 2^ und X2l 

so daß aus Sftj G ©, 2a <C © und ,u (Hx \J Sftj) <j <5X folgt <e, 

und aus 9t2 G 3> ^2 G 3 und H(//2 V ^2) <5a folgt— e <Z ^(SR2)- 

Wir setzen H = Ht 7/2 und ô — ôx ^ ô2. 

Da im Fall J F = -)- 00 nichts mehr zu beweisen bliebe, kön- 
E — 

nen wir eine Zahl a mit J W <f a <j -j- 00 betrachten und dazu 
E 

eine Zerlegung T derart wählen, daß erstens 22 CZ X wird und 

zweitens aus X cj folgt *F(3) < a. Zu X, H und à bestimmen 

wir eine in 0 hinsichtlich <C terminale Menge A gemäß R, doch 

richten wir A gleich so ein, daß für jedes © aus A gilt 2a <C ©. 

Es sei nun ©GZ und 3)1 das System aller Komponenten von 

©, die einen Teil einer Komponente von £ bilden, also HRs = 

H — H V 5JÎ. NachWahl von A ist /z (H RR) <R ö, außerdem 

/«(//) <f +00, und daher gibt es ein endliches Teilsystem 3 von 

5ÜÎ, so daß auch noch 

(3-2) — 3) <<5 

wird. Setzen wir 3t, = @ ~ 3, so erhalten wir wegen <C © 

und (3.2) die Ungleichung ^(SKj) <C e, d. h. 

(3.3) ^(©)<^(3)+e. 

Nach E gibt es eine Zerlegung 3 mit 3 G 3 und X a 3. Dann ist 

erst recht X2 c 3> also wegen (3.2), wenn wir 9t2 = 3 ~ 3 defi- 

nieren, — e <5 FÇ3i2) und damit xF(ß) < F(3) + £- Aus X■ C 3 

resultiert schließlich F(ß) < a, also, wenn wir noch (3.3) heran- 

ziehen, ¥(&) < a -f- 2£. Da dies bei beliebigem © aus A gilt, 

ist J F < a -j- 2e, d. h. J F < a, und da a eine beliebige Zahl 
E   E 

mit J" F < u < -j- 00 bedeutete, folgt hieraus die Behauptung 

(3-0* 
Das Wesentliche der Sätze 3.1 und 3.2 zusammenfassend kön- 

nen wir sagen, die Bedingung R über 0 und <C sei notwendig und 

hinreichend dafür, daß zwischen den oberen Integralen hinsicht- 

lich -C und er einer jeden totalstetigen Zellenfunktion F die Un- 

gleichung (3. 1) bestehe. Die folgende Bedingung U über 0 und 
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wird sich als notwendig und hinreichend dafür erweisen, daß 

die oberen Derivierten jeder Zellenfunktion lF hinsichtlich •< 

und C der Ungleichung 

(3.4) DW<’DW 

genügen. 

U. Zu jeder Zerlegung X aus 0, jedem Element H aus 58 mit 
fi (//) -<4-oo und jeder positiven Zahl ô gibt es in 0 eine hin- 

sichtlich <C terminale Menge A von Zerlegungen, so daß, wenn 

Re das Supremum aller Komponenten der Zerlegung © bezeich- 

net, die keinen Teil einer Komponente von X bilden, die Un- 

gleichung f.i(H V R<s) <C à gilt. 
<seA 

Auch hier wieder genügt es, U nur mit speziellen Elementen H 

zu formulieren, z. B. nur mit allen Elementen der Gestalt// = V •£, 

wobei Jj alle endlichen Teilmengen einer festen Zerlegung von E 

durchläuft, und im Fall fi{E) <. +00 reicht die Formulierung 

mit H — E aus. Die Feinheitsrelation C hat offenbar die Eigen- 

schaft U. 

Die oben gebrachte Formulierung von U läßt die Analogie zu 

R besonders hervortreten. Es ist aber in vielen Fällen bequemer, 

mit einer etwas anderen Formulierung zu operieren. Bei gegebe- 

nen Zerlegungen X und © definieren wir als das Supremum 

aller Komponenten von ©, die keinen Teil einer Komponente von 

X bilden. Ist 3 £ 0, so sei = V A©, und sodann P% = j\ A|. 
3«s 360 

Offenbar ist nun U äquivalent damit, daß bei beliebigem X 

aus 0 und beliebigem H aus 18 mit +00 gelte lim 

[1 (7//g) = o, wobei lim hinsichtlich <C zu verstehen sei. Diese 

Formulierung wiederum ist nach Satz 1.2, da die Folge (Pßg^Q 

hinsichtlich <C monoton fällt, gleichwertig mit P= O für jedes 

2A Hiernach hängt die Erfüllung von U gar nicht vom Maß /.t ab. 
Satz 3.3. Für jede nichtnegative, Lipschitzsche und universell 

totalstetige Zellenßunktion W von universell beschränkter Varia- 

tion gelte (3.4) Dann haben 0 und<C die Eigenschaft U. 

Beweis. X und H seien wie in U gegeben. Wir setzen F(K) = o, 

wenn die Zelle K keinen Teil einer Komponente von 2 bildet, 

1 Zu diesen Umformungen vgl. den Beweis eines Lemmas von D. Ruto- 
witz in [11] S. 232. Vgl. ferner S. 272. 
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und andernfalls W(K) = /L(HK). Offenbar ist W nichtnegativ, 

universell totalstetig und universell von beschränkter Variation. 

Es gilt D{W, 3£) = o für jede Zerlegung 3: mit ïcï, also 

'DW = o. Aus (3.4) folgt daher, weil XP nichtnegativ ist, 

(3.5) DW=o. 

Zu jeder Zerlegung 3 definieren wir Qg = {o <f DßW). Die 

Folge (Qg)ü£0 fällt monoton hinsichtlich <C und wegen (3.5) 

gilt 

(3-6) /\Qs=°- 
3 

Ist nun 3 <C ©, K EE © und K nicht Teil einer Komponente 

von T, so wird D (W, @) = [K\ und somit D3 
XP > 

J-^y- [JQ. Hieraus folgt HK < Qa im Fall O < HK nach 

Definition von Qa und im Fall HK = <9 trivialerweise, also 

H< ßfj und daher HP\ < <23- Aus (3.6) erhalten wir jetzt U. 

Satz 3.4. Hat 0 die Eigenschaft E, so ist die Bedingung U 

über 0 und <C hinreichend dafür, daß (3.4) für jede Zellenfunk- 

tion W gilt} 

Beweis. Es sei ï E 0 und 9)2 das System aller Komponenten 

einer Zerlegung ©, die einen Teil einer Komponente von X dar- 

stellen, also E — i?| = V 9)2. Auf Grund von E gibt es zu einem 

beliebigen endlichen Teilsystem 3 von 9)2 eine Zerlegung X) mit 

Sc?) und île?), d. h. D(W, ©) = D(W, #) < 'DZW [ V 3]. 

Hiernach gilt D(W, ©) < ' DßW [ V 3] für jedes endliche Teil- 

system 3 von SR und daher auch D(W, ©) < ' D%W [ \J 592]. Ist nun 

3 £ 0 und 3 ©, so folgt hieraus wegen E — A| < V 9)2 erst 
recht D(W,<&) < 'D~W[E— A|], und diese Ungleichung, für 

jedes © mit 3 © richtig, zieht DW <1 ' D%W \E — nach 

sich. Dies gilt für jedes 3 und es ist E ■— P% — \J (E — Al), 
360 

also DW < 'D%W \E-—■ Pz], Aus P% = O ergibt sich nun DW < 

'DZW für jedes 2), d. h. (3.4). 

Angesichts der Sätze 3.1-3.4 wird man sich fragen, wann denn 

nun in den Ungleichungen (3.1) und (3.4) das Gleichheitszeichen 

1 Zum Fall der Derivierten ,,im Mittel“ vgl. [20], Théorème IV, wo « die 
Feinheit der Norm nach bedeutet. 
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stehe. Dazu reicht dann offenbar die folgende Eigenschaft von 0 

und -C hin, die sämtlichen in Anwendungen auftretenden Fein- 

heitsrelationen und insbesondere stets der Feinheit der /i-Norm 

nach zukommt : 

Z°. Ist Z, @ G <9 und Z c ©, so auch Z <C @.x 

Wenn Z° erfüllt ist, wird 'DF < DXP für jede Zellenfunktion 

F, und J XF < J F, soweit die betreffenden Integrale vorhanden 
E E 

sind. Hierzu würde bereits die folgende, etwas schwächere For- 

derung ausreichen: 

Z. Jede hinsichtlich <C terminale Menge von Zerlegungen ist 

auch hinsichtlich C terminal. 

Die umgekehrte Forderung: 

B. Jede hinsichtlich c terminale Menge von Zerlegungen ist 

auch hinsichtlich <C terminal, 

die zusammen mit Z oder Z° die Äquivalenz von <C und c im 

Sinne der Grenzwerttheorie nach sich zieht, bedingt die Gültig- 

keit der Ungleichung (3.4) für jede Zellenfunktion F, und die 

von (3.1) auch bei nicht totalstetigem XF, soweit 'j 1F und j F 
E E 

existieren. Formuliert man B in der folgenden Gestalt: 
B. Zu jeder Zerlegung Z aus 0 gibt es eine hinsichtlich <C ter- 

minale Menge zl, so daß bei beliebigem © aus A jede Komponente 

von @ einen Teil einer Komponente von Z bildet, 

so sieht man unmittelbar, daß es sich um eine Verschärfung von 
U und R handelt. 

Über den Zusammenhang der Forderungen R und U klärt uns 

der folgende Satz auf, in dem man sich R, U und V immer mit der 

gleichen Feinheitsrelation <C formuliert denken muß. 
Satz 3.5. Aus UJolgt R. Aus R und VJolgt U. 

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. Es seien nun R und V 

erfüllt, Z eine Zerlegung aus 0, H ein Element endlichen Maßes 

aus 23 und ô eine positive Zahl. Auf Grund von R läßt sich eine 

hinsichtlich <C terminale Menge T derart bestimmen, daß 

(3-7) A(//A|) < Ô 

auf jede Zerlegung © aus r zutrifft. 

1 In der Darstellung der Theorie der Integration von Zellenfunktionen in 
[1] S. 298-311 z. B. wird Z° von vornherein vorausgesetzt. 
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Bei festgehaltenem 21 bezeichnen wir mit das System aller 

Komponenten einer Zerlegung ©, die keinen Teil einer Kompo- 

nente von 2 darstellen, so daß also = V SRg wird, und setzen 

£ = U 9t@. Offenbar liegt C(Pz, £) vor, denn ist 3 (E 0 und A 
Ses 

die terminale Menge aller Zerlegungen © mit p <C @, so gelten 

mit der Abkürzung 5W = |^J 91- die Ungleichungen SW £ £fl l^JA 
8« © 

und P~ < Ag = V SÜÎ. Nach V existiert daher eine Zerlegung @ 

aus Uund ein Teilsystem *)) von £ fl © mit /i(HP% — HP% V < 

(3. Nach Definition von £ bildet keine Zelle aus ^ einen Teil einer 

Komponente von 2, so daß 2' E SRs, d. h. V Ä§, also wegen 

(3.7) und auch n(H P'1 V < à und somit /u(H P%) < 2 ô 

gilt. Demnach ist HP% — O für jedes H und 2, d. h. U bewiesen. 

Auf weitere Zusammenhänge zwischen U einerseits und Vita- 

lischen Bedingungen andererseits führen die folgenden Sätze, 

die insbesondere zeigen, daß U unter den Annahmen E und Z 

notwendig und hinreichend für dieÄquivalenz von Überdeckungs- 

oder Vitalischen Bedingungen hinsichtlich <C und d ist, in ähn- 

licher Weise, wie sich U als notwendig und hinreichend für die 

Äquivalenz der oberen oder unteren Derivierten beliebiger Zellen- 

funktionen hinsichtlich -C und d erwies. 

Satz 3.6. Bei beliebigem A aus 23 mit n(A) <f + 00 und belie- 

bigem, in St enthaltenem £ folge 1 C(A, £) aus C(A, £). Dann haben 

6 und <C die Eigenschaft U. 

Beweis. Es sei 2 E 0, H E 2$ und g(dd) <j +00. Wie im Be- 

weis des vorangegangenen Satzes bezeichnen wir das System aller 

Komponenten einer Zerlegung @, die keinen Teil einer Kompo- 

nente von 2 darstellen, mit 5RS, setzen £ = U 5RS und erhalten 
See 

C(JdPz, £), also nach Voraussetzung auch 'C(HP%, £). Bedeutet 

A das hinsichtlich d terminale System aller Zerlegungen © mit 

2d ©, so gilt demnach H P% < V (£Pl üJd). Nun ist £fl U d 

aber leer, denn jede Zelle aus f)A und keine Zelle aus £ bildet 

einen Teil einer Komponente von 2. Daher wird HP% = O, so 

daß U erfüllt ist. 

Satz 3.7. Aus Z und rC(A, £) folgt C(A, £). Aus E, U und 

C(A,£) folgt 'C(A,£). 

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. Es seien nun E, U 

und C(A, £) erfüllt, und A bedeute eine hinsichtlich d terminale 



Extreme Derivierte von Zellenfunktionen in Booleschen er-Algebren 259 

Menge, enthalte also etwa die Menge aller <3 mit ï c 6, wobei X 

eine feste Zerlegung darstellt. 5? sei eine beliebige weitere Zer- 

legung aus 0 und F die Menge aller 3£ aus 0 mit Wegen 

C(A, 2) ist A < V (£fïU F). Bildet nun die Zelle K aus £n (JF 

einen Teil einer Komponente von X, so gibt es nach E eine Zer- 

legung 3 mit K (E © und X c: 3, d. h. K £ £n üJd. Andern- 

falls ist K < Pg nach Definition von F. Somit gilt A ■—A Pg < 

V (SPl {JA)> und zwar für jedes aus 0. Aus f\ P^ = O folgt 
daher A < V(Sn\JA), d. h. 'C(A, S). 

3 

Übrigens wird die Voraussetzung E zum Beweis des Satzes 

3.7 offenbar nur im Fall eines einelementigen Systems 3 benötigt. 

Satz 3.8. Das System 0 von Zerlegungen und die Feinheits- 

relation <C mögen die Eigenschaften E und Z haben. Dann folgt 

' V aus V und V folgt aus ' V und U. 

Beweis. 1. Es sei V erfüllt, jT hinsichtlich C terminal in 0, 

£ f> o, [x(A) <C -f- 00 und rC(A, £). Wir bestimmen X so, daß alle 

Zerlegungen 3 mit X a 3 zu P gehören. Definieren wir SD? als 

das System aller Zellen aus £, die einen Teil einer Komponente 

von X darstellen, so gilt natürlich auch 'C(A, SD?). Nach Satz 3.7 

und wegen Z haben wir dann C(A, SD?), so daß es auf Grund von 
V ein endliches Teilsystem ^ von SD? mit [i(A ■—d V f) < £ gibt. 

Aus E folgt die Existenz einer Zerlegung 3 mit ^ £ 3 und 

X cz d. h. 3 G r, und damit 'V. 

2. Es seien 'V und U erfüllt, F hinsichtlich <C terminal in 0, 

ef> o, /u(A) <C -f- co und C(A, £). Nach Z ist P auch terminal 

hinsichtlich tz, und nach Satz 3.7 und wegen Fund [/haben wir 

'C(A, £), so daß es auf Grund von 'V ein Teilsystem von £ und 

eine Zerlegung 3 aus F mit und jx{A —A \J ^>) <7 e gibt, 

womit V bewiesen ist. 

Es ist schließlich zur Übertragung der nur mit der Feinheits- 

relation a formulierten Sätze des vorigen Paragraphen auf den 
Fall einer allgemeineren Feinheitsrelation <C zweckmäßig, das 

Verhältnis der Begriffe „beschränkte Variation“ und „total- 
stetig“ hinsichtlich d und <C zu untersuchen. So haben wir 

offensichtlich den 
Satz 3.9. Unter der Annahme Z ist jede Zellenfunktion von. be- 

schränkter Variation hinsichtlich <C auch von beschränkter 

Vanation hinsichtlich tz . Unter der Annahme B ist jede Zellen- 
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funktion von beschränkter Variation hinsichtlich cz auch von 

beschränkter Variation hinsichtlich <C- Das Entsprechende gilt 

mit den Begriffen ,,von beschränkter Variation nach oben'1 lind 

„nach unten'1. 

Satz 3.10. U?zter der Annahme Z ist jede hinsichtlich <C total- 

stetige Zellenfunktion auch totalstetig hinsichtlich d. Unter der 

Annahme B ist jede hinsichtlich cz totalstetige Zellenfunktion 

auch totalstetig hinsichtlich <C- Das Entsprechende gilt mit den 

Begriffen ,,totalstetig nach oben" und „nach unten". 

Einfache Beispiele zeigen, daß sich die Bedingung B in keinem 

der beiden Sätze 3.9 und 3.10 durch U ersetzen läßt, auch nicht 

unter der Voraussetzung E. 

Wir wollen nun die Konsequenzen, die sich aus den hier be- 

wiesenen Kriterien für die Sätze des § 2 ergeben, kurz andeuten. 

Aus den Sätzen 3.2, 3.9 und 3.10 folgt, daß die Ungleichungen 

(2.6) und (2.7) des Satzes 2.3 unter den Voraussetzungen Z, E 

und R auch im Fall f.i(E) = -f- 00 für jede Zellenfunktion XF gel- 

ten, die hinsichtlich <C totalstetig und von beschränkter Varia- 

tion mit integrierbaren Derivierten DF und DF ist. Beim Be- 

weis hat man nur zu beachten, daß aus Z resultiert 'DF < DF, 

so daß §DFdfi = -f- co und damit (2.6) trivial wird, wenn 'DF 
£ 

nicht integrierbar ist. 

Auf Grund der Sätze 3.2 und 3.8 ist im Satz 2.4 die Voraus- 

setzung /<(-£) <C + 00 unter den Annahmen Z, E und U entbehr- 

lich, und es genügt dann wieder, (2.9) nur für jede nichtnegative 

Lipschitzsche Zellenfunktion F vorauszusetzen, die universell 

totalstetig und universell von beschränkter Variation ist. 

Unter den Voraussetzungen Z, E und U gelten schließlich die 

Sätze 2.5, 2.6 und 2.7 auch dann, wenn man in ihnen überall c 

durch <C ersetzt, und es sind jeweils die entsprechenden Derivier- 

ten und Integrale hinsichtlich d und <C identisch. 

Die Überdeckungs- und Vitalischen Bedingungen aus § 2 

lassen eine etwas einfachere und der sonst üblichen Gestalt ähn- 

lichere Formulierung1 zu, wenn 0 und die Feinheitsrelation <C 

gewisse zusätzliche Eigenschaften haben, deren Charakter sich 

1 Zum Folgenden vgl. die in der vorangegangenen Note [17] gebrachten 
Formulierungen sowie [11] Nr. 10.1.1.4. 
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dem von E vergleichen läßt und die in vielen praktisch interessan- 

ten Fällen erfüllt sind.1 Da in allen Überlegungen nur Zellen auf- 

treten, die Komponenten von Zerlegungen darstellen, läuft zu- 

nächst das folgende Axiom lediglich auf eine Art Normierung 

des Systems aller Zellen hinaus : 

K. Es ist JÎ = IJ 0. 
Sodann betrachten wir die Bedingung 

D. Ist X G 0 und 5 ein endliches disjunktes System von Zellen, 
und gibt es zu jeder Zelle J ans 3 eine Zerlegung © mit J G @ zind 
X ^ so gibt es auch eine Zerlegung 3 mit 2 £ 3 

und 21 <C 3- 

Unter der Voraussetzung D läßt sich die Vitalische Bedingung 

V folgendermaßen vereinfachen: 

V0. Ist e j> o, so enthält jede hinsichtlich <C feine Uberdeckung 
eines beliebigen Elementes A aus 23 endlichen Maßes ein dis- 
junktes Zellensystem ty mit p(A — A\J ß) < e. 

Die folgende, schon im Beweis des Satzes 3.7 aufgetretene Be- 

dingung bildet eine Abschwächung von E: 
Ev Ist X (E 0 und J eine Zelle, die einen Teil einer Komponente 

von 21 bildet, so gibt es eine Zerlegung 3 mit J G 3 und. X c 3- 

Bezeichnen wir die mit uz statt <C formulierte Bedingung D 

sinngemäß durch D, so folgt offenbar D aus E, so daß E die 

entsprechende Vereinfachung 'V0 von 'V gestattet. Andererseits 

folgt E aus Ex und 'D. 

Dafür, daß £ eine feine Überdeckung von A hinsichtlich EZ 

bilde, ist unter der Annahme K notwendig und unter der An- 

nahme £x hinreichend, daß folgendes eintritt: 

Es ist A E 23 und £ £1 und bedeutet K eine beliebige Zelle 
und 9)î das System aller Zellen aus 2, die einen Teil von K dar- 
stellen, so ist A K < V 9W. 

Ähnliche Vereinfachungen im Fall der Feinheit nach der p- 
Norm gestatten die folgenden Forderungen. 

IV. Es gibt Zerlegungen beliebig kleiner p-Norm. 
W. Zu jedem endlichen disjunkten System 3 von Zellen exi- 

stiert eine Zerlegung © aus 0 mit 3 £ S und r (@) = \J p(J). 
/s3 

Zu jeder Zelle J existiert eine Zerlegung © aus 0 mit 
J G © und r (©) = p(J). 

1 Vgl. z. B. [11] Nr. 10.1.1.1 und 10.1.1.2. 
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Es bedeute <C jetzt die Feinheit nach der //-Norm. Dann folgt 

D aus w, so daß W die oben angegebene Vereinfachung V0 der 

Vitalischen Bedingung V gestattet. Andererseits folgt W aus W, 

und D. Dafür, daß £ eine feine Überdeckung von A bilde, ist 

unter der Annahme /V notwendig und unter der Annahme W1 

hinreichend, daß folgendes eintritt: 

Es ist A £ S3 und £ E Ä, und bedeutet ô eine positive Zahl 

und SK das System aller Zellen L aus £ mit /a(L') < ô, so ist 

A < VW- 
Auf Umformungen der Definitionen der Zellenfunktion von 

beschränkter Variation und der totalstetigen Zellenfunktion 

unter den eben angeführten Bedingungen, insbesondere D, E 

oder W, wollen wir nicht eingehen, da sie evident und unwesent- 

lich sind. Es sei nur bemerkt, daß die universelle Totalstetigkeit 

einer Zellenfunktion unter den Annahmen W und /u(E) <C oo 

äquivalent ist mit ihrer Totalstetigkeit nach der Feinheit der 

//-Norm. Dagegen wollen wir eine hinreichende Bedingung dafür 

angeben, daß jede hinsichtlich <C totalstetige Zellenfunktion auch 

von beschränkter Variation hinsichtlich <C ist, weil in diesem 

Fall die Sätze 2.2, 2.3, 2.5 und 2.7 eine einfachere Formulierung 

zulassen. 

Y. Zu jeder positiven Zahl ô gibt es eine hinsichtlich -C ter- 

minale Menge A, so daß j>(@) <f <5 für jede Zerlegung © aus A 

gilt. 

Aus F folgt natürlich iV. Unter der Annahme N können wir 

Y die folgende Form geben: Jede hinsichtlich der Feinheit der 

\.i-Norm terminale Menge ist auch hinsichtlich <C terminal. 

Demnach sind Y und Z unter der Voraussetzung N gleichwertig 

in dem Spezialfall, daß <C in Z die Feinheit der ^t-Norm nach und 

in Y die Feinheit der Einteilung nach, er, bedeutet. 

Satz 3.11. Erfüllen 0 und. <C die Bedingung Y, so ist jede hin- 

sichtlich <C nach oben totalstetige Zellenfunktion auch nach oben 

von beschränkter Variation hinsichtlich <C- 

Beweis.1 W sei nach oben hinsichtlich totalstetig. Wir be- 

stimmen dementsprechend eine hinsichtlich <C terminale Menge 

F von Zerlegungen, ein Element H aus S3 endlichen Maßes und 

1 In Anlehnung an [11] Nr. 10.2.3, 4. Satz. 
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eine positive Zahl ö, so daß aus 5 £ ©, © EE T1 und /J, (JE V 3) 2 <3 

folgt lF+(ß) < 1. Gemäß Y gibt es dann eine hinsichtlich <C ter- 

minale Menge A, so daß r(@) < ô für jedes © aus A. Der Durch- 

schnitt FA ist wiederum terminal hinsichtlich <C. 

Jede Zerlegung © aus IM besitzt nun wegen fi(H) < +00 
r 

und v(<&) < ô eine Zerlegung © = jj 3,- in endlich viele paar- 
i = i 

weise fremde Teilsysteme 3X, . . 3r, so daß 

(3.8) 3,-) 0' = 1, . . r— i), 

(3.9) p(H\/X,)<20 (*=i,...,r). 

Aus (3.8) folgt n{H) >(r— i)<5, d. h. r— 1 < . Wegen 

(3.9) , 3,- £ © und © EE .T gilt ferner 1F+ (©,-) < 1, (i — 1, . . r) 

und daher F+{<S) < r < 1 + . Es ist also F+(<&) < 1 + 

P . <3 _|_ 00 für jedes © aus rA, d. h. XF von beschränkter 

Variation nach oben hinsichtlich <C- 

§ 4. Mengenalgebren und Punkte 

Die Boolesche tr-Algebra S3, mit der wir in den ersten drei 

Paragraphen operiert haben, erscheint in fast allen praktisch 

auftretenden Fällen von vornherein als Quotienten-cr-Algebra 

einer Booleschen cr-Mengenalgebra nach einem cr-Mengenideal, 

dem „Nullideal“ eines a-endlichen Maßes, und sie läßt sich 

grundsätzlich sogar immer in dieser Gestalt darstellen. Es ist da- 

her von Interesse zu untersuchen, wie sich die bisher aufgetrete- 

nen Begriffe und Ergebnisse beim Übergang zu einer solchen 

Darstellung transformieren und wie wir, etwas allgemeiner, durch 

Methoden, die den bisher entwickelten analog sind, im „mengen- 

algebraischen“ Fall zu analogen Ergebnissen gelangen. 
Zur Vereinfachung der Bezeichnungen wollen wir jetzt, vom 

bisherigen Gebrauch abweichend, unter 23 eine Boolesche 

a-Mengenalgebra verstehen, die eine größte Menge E enthält, 
und unter O die leere Teilmenge von E. Wir nennen die Elemente 

von E Punkte. Die Schreibweise A B verwenden wir für den 
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mengentheoretischen Durchschnitt A fl B. Auf 58 sei ein cr-end- 

liches Maß /x definiert und 91 bilde das cr-Ideal aller Mengen N 

aus 58 mit fi(N) = o. Ein Teilsystem 21 von 58 heißt disjunkt, 

wenn A B = O, und mod 91 disjunkt, wenn A B = O mod 91, 

d. h. AB G 91, für je zwei voneinander verschiedene A und B 

aus 21. Jedes mod 9t disjunkte System von Mengen positiven 

Maßes ist abzahlbar. 

Ä bedeute ein nicht leeres Teilsystem von 58, dessen Elemente, 

di & Zellen, alle ein positives endliches Maß haben. Ein t Zerlegung 

© ist ein mod 9t disjunktes System von Zellen mit t^J © = E 

mod 9t. Jede Zelle aus © heißt eine Komponente von ©. Sind © 

und X Zerlegungen, so schreiben wir X C ©, wenn zu jeder 

Komponente R von © eine Komponente T von X mit S ÇZ T exi- 

stiert, und X C © mod 9t, wenn es zu jeder Komponente S von © 

eine Komponente T von X mit SE J mod 9t gibt. Die /t-Norm 

von © ist durch r(©) = V erklärt. 

Wir betrachten ein nicht leeres und hinsichtlich einer trans- 

itiven Relation <C, der Feinheitsrelation, nach rechts filtrierendes 

System 0 von Zerlegungen. Stellt W eine Zellenfunktion, d. h. 

eine in Ä definierte reelle Funktion, und 3 ein mod 9t disjunktes 

Zellensystem dar, so setzen wir *A(3) = jj ï7//), vorausgesetzt, 
3e© 

daß diese Reihe unbedingt konvergiert. Unter der Annahme, 

!A(©) existiere für alle Zerlegungen © einer hinsichtlich <C ter- 

minalen Teilmenge zl von 0, erklären wir das untere Burkill- 

Kolmogoroffsche Integral von F über E durch [ W == lim F (jo), 
Ê ® 

wobei lim hinsichtlich 0 und <C zu verstehen ist; analog das 

obere Integral. 

Die <iö-Derivierte D(F, ©) mit © G 0 ist definiert als die 

Klasse aller 5S-meßbaren reellen Funktionen, die in jeder Kom- 
lF IS) 

ponente S von © fast überall den Wert —jß- annehmen. Die 
. . <“ (-F) 

unteren und oberen Derivierten DF = lim D(F, ©) und DF = 
  G 

lim D (F, ©) sind hinsichtlich 0 und <C im Raum aller Orts- 

funktionen über 58/91 zu bilden, doch werden wir oft die glei- 

chen Bezeichnungen D(F, ©), DF und DXF für irgendwelche 

Repräsentanten dieser Funktionenklassen verwenden. 
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Die Definitionen der Begriffe ,,von beschränkter Variation“ 

und „totalstetig“, nach oben, unten oder schlechthin, sehen ge- 

nau so aus wie die in § 2 gegebenen. 

Beim Übergang zur Quotienten-n-algebra 23/9t werden zwei 

Zerlegungen © und X dann und nur dann auf die gleiche Zer- 

legung abgebildet, wenn sie mod 9t gleich sind, d. h. wenn 

X d © mod 9t und © d X mod 9t. Nun braucht aber die Fein- 

heitsrelation -C in 9 nicht invariant gegenüber Ersetzungen von 

Zerlegungen durch mod 9t gleiche zu sein, so daß sich aus <C 

durch repräsentantenweise Definition keine Feinheitsrelation im 

Bereich der Klassen mod 9t gleicher Zerlegungen ableiten läßt. 

In ähnlicher Weise braucht W auf mod 9t gleichen Zellen nicht 

den gleichen Wert anzunehmen, so daß wir aus W im allgemeinen 

keine eindeutige Funktion der Klassen mod 9t gleicher Zellen 

erhalten. Daher lassen sich die Ergebnisse der vorangegangenen 

Paragraphen nicht unmittelbar auf den vorliegenden Fall an- 

wenden, doch zeigt ein Studium der Beweise, daß die Methoden 

fast unverändert übernommen werden können. Übrigens folgt 

in den meisten Anwendungen aus der Gleichheit von Zellen 

mod 9t ihre Gleichheit und damit auch aus der Gleichheit von 

Zerlegungen mod 9t deren Gleichheit, so daß wir doch zu re- 

präsentantenweisen Definitionen von Zellenfunktionen und 

Feinheitsrelationen gelangen. Sehr oft sind auch die Feinheits- 

relationen d und d mod 9t identisch. Ferner kommt es vielfach 

vor, daß alle Zerlegungen aus 0 sogar disjunkt und nicht nur 

mod 9t disjunkt sind. 

Es ist nun sehr leicht zu erkennen, daß die Sätze 2.1-2.3 mit 

der neuen Interpretation der Bezeichnungen unverändert gültig 

bleiben. In den Sätzen 2.2 und 2.3 kann man d nach Belieben 

auch durch d mod 9t ersetzen, alles natürlich immer nur unter der 

Annahme, 0 filtriere hinsichtlich der betreffenden Feinheits- 

relation nach rechts. 

Wir sagen, £ sei eine feine Überdeckung von A, wenn folgendes 

eintritt: 

C(A, £). Es ist A E ^ und £ TL Ä, und bedeutet A eine 

beliebige hinsichtlich <C terminale Teilmenge von 0, so ent- 

hält £ n U A ein abzählbares Teilsystem 9Jt mit A d ÜJ 9)? 

mod 9t. 
München Ak. Sb. 955 2 
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Man beachte, daß hier das Wort „abzahlbares“, anders als in 

§ 2, im allgemeinen nicht fortgelassen werden kann, da 

die mengentheoretische Vereinigung bedeutet. 

Die starke Vitalische Eigenschaft von 0 und <C ist folgender- 

maßen erklärt: 

V. Ist s j> o und F eine hinsichtlich <C termmale Teilmenge 

von 0, so enthält jede hinsichtlich <C jeine Uberdeckung £ einer 

Menge A aus 23 endlichen Maßes ein in einer Zerlegung aus T 

enthaltenes Zellensystem 9) mit g(A — A t^J *P) < e. 

Sind alle Zerlegungen aus 0 disjunkt, so ist natürlich auch das 

in V vorkommende Zellensystem T disjunkt. 

Mit diesen Interpretationen der Bezeichnungen bleiben auch 

die Formulierungen und Beweise der Sätze 2.4-2.7 unverändert. 

An die Stelle der Relation c; kann überall c; mod 91 treten. 

Will man innerhalb von 23 möglichst nur die mengentheoretischen 

Operationen verwenden, so hat man Beziehungen der Form 

A < V SW zu ersetzen durch: „Es gibt ein abzählbares Teil- 

system von 99Î mit A G [_J Sp mod 91“, ähnlich wie in der neuen 

Formulierung von C(A, £). 

In den sonst üblichen Differentiationssätzen über Zellenfunk- 

tionen treten nicht die hier verwendeten globalen Derivierten auf, 

sondern punktuelle, d. h. in jedem Punkt von E einzeln gebildete. 

Sie entstehen aus den ©-Derivierten D(jF, ©) im wesentlichen da- 

durch, daß man lim und lim punktweise im üblichen Sinne als 

extreme Limites von Zahlenfolgen bildet. Wir setzen bei diesen 

Betrachtungen jedoch folgendes voraus. 

A. Der Filter der in 0 hinsichtlich <C termmalen Mengen hat 

eine abzählbare Basis. 

Dies bedeutet, daß es eine abzahlbare, hinsichtlich <C konfinale 

Teilmenge von 0 gibt. Die Feinheit nach der //-Norm hat offen- 

bar die Eigenschaft A, ebenso die gröbste Feinheitsrelation, hin- 

gegen im allgemeinen nicht die Relationen c. und a mod 9t. 

Im folgenden sei g* das von g erzeugte äußere Maß und 9t* 

das System aller Teilmengen N von E mit fx*(N) = o. Unter 

dem Kern <2© einer Zerlegung © wollen wir die Menge aller 

Punkte ;r verstehen, die in genau einer Komponente von © 

liegen, also die Menge ([ß ©) — KL. Offenbar gilt Qs = E 
K, ZÇI3 

mod 9t. Wir erklären jetzt DQP, ©) in Qs eindeutig durch 
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a. Qs uncl Wenn 5" diejenige D(W, ©)(*) = 
fi{S) 

wenn ^ 

Komponente von © bedeutet, in der ^ liegt; gehört ^ mehreren 

Komponenten von © an, so setzen wir D(W, ©)(*) zur Definition 

der oberen punktuellen Derivierten gleich dem Supremum und 

zur Definition der unteren punktuellen Derivierten gleich dem 

Infimum aller mit x G S' und S G ©• Im Fall x G E — U 
H (S) w 

©wird D(W, ©)(*) nicht definiert. Es sei Q die Menge aller 

Punkte x der Eigenschaft, daß das System aller Zerlegungen © 

mit x G IJ © konfinal ist in 0 hinsichtlich <C- Aus A folgt Q= E 

mod 9t*. In jedem Punkt aus Q definieren wir nun die punk- 

tuelle obere Derivierte von W nach g, hinsichtlich 0 und -C durch 

(4-i) (D* W) (x) = m(DQF, ©)(*)), 

wobei lim die Bildung des gewöhnlichen oberen Limes von Zah- 

lenfolgen bedeutet, angewandt auf die Moore-Smithsche Zahlen- 

folge (D(W, @)(hr))g, in der © den Indexbereich aller Zer- 

legungen mit x Ez UJ © durchläuft, und hinsichtlich der auf 

diesen Indexbereich eingeschränkten Relation <<. Entsprechend 

erhalten wir D* W. 

Wir betrachten, zunächst ohne A vorauszusetzen, die folgende, 

abgeänderte Uberdeckungsbedingung, deren Erfüllung wir durch 

,,2 ist eine feine Quasiüberdeckung von M“ umschreiben wollen: 

C*(M, 2). Es ist M EL E und 2 E $, und für jede hinsicht- 

lich <C terminale Teilmenge A von 0 gilt M ÇI M p| (^J/]' 

mod 91*. 

Mit ihrer Hilfe formulieren wir das Axiom 

L. fede hinsichtlich <C feine Quasiüberdeckung 2 einer be- 

liebigen Teilmenge Al von E enthält ein abzählbares Teilsystem 9IÎ 

mit AI ç (J 59? mod 91*. 

Trivial ist der 
Satz 4.1. Dann und nur dann erfüllen 0 und <C die Forderung 

L, wenn jede feine Quasiüberdeckung einer beliebigen Alenge Al 

eine feine Überdeckung jeder meßbaren Hülle von AI dar stellt. 

Infolgedessen ist die Konjunktion ,,V und L“ äquivalent mit 
der Bedingung 

V*. Ist ej>o und T eine hinsichtlich <C terminale Teilmenge 

von 0, so enthält jede hinsichtlich <C feine Quasiüberdeckung 2 
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einer beliebigen Teilmenge M von E endlichen äußeren Maßes 

ein in einer Zerlegung aus T enthaltenes Zellensystem ^ mit 

H*{M— < e. 

In dieser Formulierung sind also auch nichtmeßbare Mengen 

M zugelassen, so wie es in den sonst üblichen Vitalischcn Be- 

dingungen zu sein pflegt,1 im Gegensatz zu unserer Formu- 

lierung V. Die Bedeutung der Bedingung L für sich allein zeigt 

nun neben Satz 4.1 auch der folgende 

Satz 4.2. Die Voraussetzung A über 0 und <C sei erfüllt. 

Dann gilt 

(4. 2) D XP < D* T mod 91* 

für jede Zellenfunktion XP. Die Bedingung L ist notivendig dafür, 

daß 

(4.3) DP = D*P mod 91* 

auf jede nichtnegative Lipschitzsche Zellenfunktion XF zutrifft, 

und sie ist hinreichend dafür, daß (4.3) sogar für jede Zellcn- 

funktion P gilt d 

Beweis. 1. Es sei 2 G 0. Analog zur durch (4.1) gegebenen 

Derivierten werde die Funktion D*P in E punktweise durch 

(PVP) (*) = \J(BQF, ©)(*)) 
£«S 

erklärt, wobei V die Bildung des gewöhnlichen Supremums von 

Zahlenmengen bedeute, angewandt auf die Menge (D(jP, ©) (xjj~, 

in der © den Bereich aller Zerlegungen mit x G LJ© und 21 -C © 
durchläuft. Da der Raum § aller Ortsfunktionen über 23/91 im 

verbandstheoretischen Sinne vollständig ist, gibt es unter den 

fast überall in E definierten 23-meßbaren Funktionen / mit 

/ ^ DtffP mod 91* eine hinsichtlich der Relation ,,< mod 91“ 
größte, die g heißen möge. Im Fall 21 © trifft nun auf jedes x 

1 Auch noch in der Note [17]. 
2 Insbesondere folgt aus L die Meßbarkeit von D*XV hinsichtlich fi*. Dies 

ergibt sich auch aus den allgemeineren Meßbarkeitskriterien in [13]: die 
Ableitungsbasis ordne fast allen ;r aus E alle Folgen g = (yis)ggr mit x £ _/g, 

_/3 £ <3 und in 0 konfinalem F zu; um Aa und Aw zu erfüllen, nehme man 
eine feste abzahlbare konfinale Menge ($„) und setze a(_/g, g) = ( \J n)~l 

und W(JQ, g) = yig. 3«<< 0 
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aus <2S die Ungleichung D(W, ©)(*) <.(ß%W)(x) zu, so daß 

D(W, ©) < D*W mod Ul* und damit D(W, ©) < g mod Ul wird. 

Hieraus folgt D%W < g mod Ul, wenn D%W sinngemäß einen 

Repräsentanten des in % gebildeten Supremums V D(W, ©) 
2«S 

darstellt. Außerdem ist DW < D%W mod Ul und g < Z)| W 
mod Ul*, also DW < D* !W mod Ul*. Lassen wir nun 31 eine ab- 

zählbare, in 0 konfinale Menge durchlaufen, so erhalten wir die 

Behauptung (4.2). 

2. £ bilde eine hinsichtlich <C feine Quasiüberdeckung von M, 
und es gelte (4.3). Wir betrachten eine meßbare Hülle M* von M. 
Auf Grund der Feststellungen in Teil 1 des Beweises zu Satz 2.5 

genügt es zur Verifikation von L zu zeigen, daß es zu jeder meß- 

baren Teilmenge B von M* positiven Maßes eine Zelle L aus £ 

mit g,{BL) ]> o gibt. Wir nehmen an, eine derartige Zelle L 
existiere nicht, und setzen 

X
I

J
(L) = 

1, wenn i G Î, 

o, wenn f £ Ä 

Bei beliebigem 31 aus 0 folgt aus C*(Æf, £), daß D^W = 1 \M~\ ; 
Gleichungen der Form f = g [M\ mit zwei reellen Funktionen f 
und g sollen hier bedeuten, daß f(x) = g(x) für fast alle 3; aus M, 
d. h. mod Ul* gilt, und analog mit Ungleichungen. Lassen wir 

nun 31 eine abzählbare konfinale Menge durchlaufen, so erhalten 

wir D*W = 1 [M\. Wegen (4.3) gilt also auch DW = 1 \M] und 

wegen der Meßbarkeit von DW sogar DW = 1 [M*\, d. h. erst 

recht 

(4-4) DW = 1 [B]. 

Es sei nun © G 0. Nach Definition von W wird 

(4-5) D(W, ©) = o [U(@(Ä ~«))]. 

Ferner ist g(BL) = o für jedes L aus £, also (©£)) = o, 

d. h. nach (4. 5) sogar D(W, ©) = o [B], Daher gilt DW = o[B] 
im Widerspruch zu (4.4). 

3. Wir setzen jetzt L voraus. Wir betrachten eine positive end- 

liche Zahl e und bilden die Mengen Mi = {x : ie < (D*W)(x) ■< 

(*' + Oe}. * = o, ± 1, ± 2, . . ., und M_„ = {x: (.D*W)(x) = 
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— oo), M+0O= {x : (D* F) (x) = + oo}. Zunächst sei i endlich, 

21 G 0 und F die terminale Menge aller 2 mit 21 <C 2. Zu jedem 

Punkt x aus Al{ und jeder in 0 terminalen Teilmenge A von L 

gibt es eine Zerlegung <2 aus A und eine Komponente 5 von © 

mit .r G N und 

(4-6) ^->{D*F){x)-e. 

Das System aller so bestimmten Zellen 5 stellt also eine feine 

Ouasiüberdeckung von dar und enthält daher ein abzählbares 

Teilsystem SK mit 

(4. 7) Mi QlJ® mod 9t*. 

Ist nun 5G ®,^G SMi und (4.6) erfüllt, und bedeutet dann y 

einen weiteren Punkt aus SM{, so gilt cü (£>*xP)(y)— 2s 

nach Definition von Mt-, d. h. 

(4.8) Z^->D*
X
P—2B[SM,]. 

Nach Definition von S, SK und £ existiert eine Zerlegung 2 mit 

S G 0 und 0 £ fi, d. h. ï < 6, und somit erhalten wir aus (4.8) 

und ausZtçjï7 > D(F, 2) mod 9t die Ungleichung D^F > D*F 
— 2 6 [SMd\. Dies trifft auf jedes 5 aus SK zu und SK ist abzählbar 

und erfüllt (4.7), so daß D%F > D* F— 2e [ff/,] für jedes i gilt, 

aber trivialerweise auch für i = —00, also D%F > D*lF — 2e 
\E — ff/+00], Lassen wir 21 eine abzählbare konfinale Menge 

durchlaufen, so bekommen wir DF > D*F — 2e [E —■ ff/+co]. 

Nun hängt ff/+0Q nicht von e ab, und daher führt diese Un- 

gleichung, für alle e einer abzählbaren Nullfolge betrachtet, auf 

DF > D*F [E — ff/+0O], Ebenso würden wir erhalten DF = 

-f 00 = D*F [ff/+O0], wenn wir statt von (4.6) ausgingen von 
'F(S) 

- . G > a, wobei a eine beliebige endliche Zahl darstellte, und 

damit haben wir wegen (4. 2) die Behauptung (4. 3). 

Es sei bemerkt, daß man in Teil 1 und 3 (jedoch nicht in Teil 2) 

des eben geführten Beweises statt mit D* F ebensogut mit der- 

jenigen oberen Derivierten operieren kann, die man erhält, wenn 

man D(F, 2) nur in 0S und nicht in 2 definiert. Diese 
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Derivierte wird durch die rechte Seite der Formel (4.1) gegeben 

in allen Punkten x, bei denen das System der Zerlegungen <3 

mit ^E0g konfinal ist, in einer Menge also, die wegen A eben- 

falls gleich E mod 9t* ist. Unter der Voraussetzung L fallen diese 

beiden punktuellen oberen Derivierten fast überall mit DW, also 

fast überall miteinander zusammen. Sie sind natürlich identisch, 

wenn jede Zerlegung disjunkt ist. 

Die Übertragung der Ergebnisse des § 3 auf den mengen- 

algebraischen Fall bereitet kaum Schwierigkeiten. Man erhält 

für die Sätze 3.1-3.10 zwei Fassungen, je nachdem man sich 

für c der neuen Interpretation bedient oder statt dessen c 

mod 9t verwendet, und entsprechend muß man bei den neuen 

Formulierungen von R, E, U, Z°, Z und B zwei Fälle unter- 

scheiden. In den Axiomen R, E und U und der zweiten Formu- 

lierung von B hat man die Worte „Teil einer Komponente“ das 

eine Mal zu lesen als „enthalten in einer Komponente“ und das 

andere Mal als „enthalten mod 9t in einer Komponente“. Außer- 

dem muß man in beiden Fällen im Axiom E nicht nur disjunkte, 

sondern auch mod 9t disjunkte endliche Zellensysteme 2 zulassen, 

es sei denn, daß alle Zerlegungen aus 0 sogar disjunkt sind. 

Da jede Zerlegung abzählbar ist, kann es im Axiom R statt 

„Supremum“ ebensogut heißen „Vereinigung“. Auch das Axiom 

U läßt sich formulieren, ohne auf die verbandstheoretischen 

Suprema in 33/9t direkt Bezug zu nehmen; die Formulierung 

mit tr etwa lautet : 

U. Zu jeder Zerlegung X aus 0, jeder Menge H aus 35 mit 

[i (TI) <C + 00 und jeder positiven Zahl â gibt es in 0 eine hin- 

sichtlich <C terminale Menge A von Zerlegimgen und eine Menge R 

aus 93 mit /x(H R) < ö, so daß jede Komponente einer Zerlegung 3 

aus A, die nicht in ehier Komponente von X enthalten ist, eine Teil- 

menge mod 9t von R darstellt. 

Ersetzen wir „enthalten“ durch „enthalten mod 9t“, so haben 
wir die Formulierung mit tz mod 9t. 

In rein mengenalgebraischen Untersuchungen von Zellen- 

funktionen wird gelegentlich das folgende Axiom betrachtet:1 

1 Jedenfalls im Spezialfall, daß « die Feinheit der /i-Norm nach bedeutet, 
vgl. [20], 4; in allgemeinerer Form schon vorher in der Theorie der Differentia- 
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U*. Zu jeder Zerlegung X aus 0 gibt es eine Menge N aus 9b, 

so daß zu jedem Punkt x aus E — N eine Zerlegung 3 existiert 

mit der folgenden Eigenschaft: ist J < 6, a; £ 5 und S (£ @, so 

ist S in einer Komponente von £ enthalten. 

Operieren wir mit C mod 9b statt mit C , so muß es natürlich 

. in einer Komponente von Si enthalten mod 9b“ heißen. 

Das Axiom V* läßt sich nun leicht in eine Form bringen, die 

Analogien zur zweiten Formulierung von U in § 3 aufweist. Bei 

beliebigen X und © aus 0 bezeichnen wir die Vereinigung aller 

Komponenten von ©, die nicht in einer Komponente von Si ent- 

halten (bzw. enthalten mod 9b) sind, mit 7?|, und setzen dann 

*P% = i?|, wenn 3 £ 0, und *P% — f~) *P<g- Offenbar ist U* 
8«© ^ 3e© 

äquivalent damit, daß *P% = O mod 9b* für jedes Si aus 0 gilt. 

Satz 4.3. Unter der Annahme A folgt U aus U*. Unter den 

Voraussetzungen A und L folgt U* aus U. 

Beweis. Es sei S.£ 0. Wir definieren die folgende Zellen- 

funktion W: im Fall K £ Ä — (J 0 sei ¥(K) = o ; im Fall K £ © 

und © £ 0 dagegen sei ¥(K) = o, wenn K in einer Komponente 

von Si enthalten (bzw. enthalten mod 9b) ist, und sonst ¥(K) = 

g(K). Dann bildet D(¥, ©) die charakteristische Funktion von 

R~. Wegen P% = lim und *PX = lim* R%, wobei lim den 
® ® 

oberen Limes in 53/9b und lim* den mengenalgebraischen oberen 

Limes bedeutet, folgt nun die Behauptung unmittelbar aus dem 

Satz 4.2. 

Wir bemerken, daß die Interpretation der Axiome if, N, Wx und 

Y aus § 3 im mengenalgebraischen Fall auf den gleichen Wort- 

laut führt, während man in D und Wim allgemeinen auch mod 9b 

disjunkte Zellensysteme 3 zulassen und in Ex das Wort „Teil“ 

wie bisher als „enthalten“ oder „enthalten mod 9b“ lesen muß. 

Die folgende Bedingung ist nun hinreichend und unter der 

Voraussetzung K auch notwendig für die Gültigkeit von U*: 

Zu jeder Zelle K gibt es eine in K e7ithaltene Menge N aus 9b, 

so daß zu jedem Punkt x aus K — N eine Zerlegung 3 existiert 

mit der folgenden Eigenschaft : ist 2 < a: £ S und AG®, 

so wird S VI K (bzw. S C K mod 9b). 

tion abzahlbar additiver Mengenfunktionen mit Hilfe punktueller Ablei- 
tungsbasen, vgl. [12] S. 25. 
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Somit ist die folgende Bedingung unter den Voraussetzungen 

K und Wx notwendig und unter der Voraussetzung N hinreichend 

für die Gültigkeit von U*, wenn <C die Feinheit der //-Norm nach 

bedeutet: 

Zu jeder Zelle K gibt es eine in K enthaltene Menge N aus 91, 

so daß zu jedem Punkt x (E K — N eine positive Zahl à existiert 

mit der folgenden Eigenschaft : ist x G S, S G Ä und //(N) <j à, 

so S d K {bzw. S £ K mod 91). 

Auf Interpretationen des Axioms U* nach dem Muster der 

Sätze 3.6-3.8, wobei dann die Bedingungen C*{M, £) und V*, 

für d bzw. <, an die Stelle von C(A, £) und V zu treten hätten,1 

wollen wir nicht eingehen, da sie sich nur auf die rein mengen- 

algebraische, punktuelle Theorie beziehen und daher aus dem 

Rahmen dieser Arbeit fallen, doch wollen wir zum Schluß die 

Überdeckungsbedingung C*(M, £) in den Spezialfällen der Fein- 

heitsrelationen d (bzw. d mod 91) und der //-Norm nach in 

einer der üblichen Gestalt angepaßten Form hinschreiben und 

ähnlich mit den punktuellen Derivierten der /t-Norm nach ver- 

fahren. 

Dafür, daß £ hinsichtlich d (bzw. d mod 91) eine feine Quasi- 

überdeckung von M bilde, ist unter der Annahme K notwendig 

und unter der Annahme Ex hinreichend, daß folgendes eintritt: 

Es ist M d E und £ d jf, und zu jeder Zelle K gibt es eine 

in K enthaltene Menge N aus 91, so daß zu jedem Punkt x aus 

M {K — N) eine Zelle J aus £ mit x G J und J d K {bzw. J d K 

mod 91) existiert. 

Dafür, daß £ hinsichtlich der Feinheit der //-Norm eine feine 

Ouasiüberdeckung von M bilde, ist unter der Annahme IV not- 
wendig und unter der Annahme Wy hinreichend, daß folgendes 

eintritt: 

Es ist M d E und £ d und es gibt eine in M enthaltene 

Menge N aus 91*, so daß zu jeder positiven Zahl <5 und jedem x 

aus M — N eine Zelle J aus £ mit x G J und // (_/) <[ <5 existiert. 

Unter den Voraussetzungen N und Wx wird die obere punk- 

tuelle Derivierte einer beliebigen Zellenfunktion XF nach der 

Feinheit der //-Norm fast überall gegeben durch 

1 Siehe z. B. [17], 5. 



Klaus Krickeberg 274 

(D*W)(x) = A 
(5> 0 

V ^ 
xe/e® *“ ^ 

t‘ (/)<<* 

und zwar gilt diese Gleichung für jeden Punkt x, der in Zellen 

beliebig kleinen Maßes liegt. A und V bedeuten wieder die 

Bildung von Infimum und Supremum von Zahlenmengen. 

§ 5. Beispiele 

Als wichtigste Beispiele und als geläufigste Illustrationen zu 

den verschiedenen hier behandelten Axiomen-treten natürlich die 

Zerlegungen einer offenen Menge oder eines achsenparallelen 

Intervalls des gewöhnlichen euklidischen Raumes in achsen- 

parallele Intervalle auf, die bald als offen oder halboffen, bald als 

abgeschlossen vorausgesetzt werden. Ist E ein achsenparalleles 

Intervall, so läßt man meist nur endliche Zerlegungen zu. Die 

Feinheit einer Zerlegung wird im allgemeinen durch den größten 

der Durchmesser ihrer Komponenten gemessen, woraus U folgt, 

wenn /t das Lebesguesche Maß bedeutet. Bleibt das Verhältnis 

von größter und kleinster Kantenlänge der Komponenten aller 

betrachteten Zerlegungen beschränkt, so fällt dieser Feinheits- 

begriff mit dem nach der Tt-Norm zusammen, und bekanntlich 

gilt dann der übliche Vitalische Überdeckungssatz, insbeson- 

dere F0, also wegen D auch die Vitalische Bedingung V.1 Im 

übrigen ist die Theorie solcher Zerlegungen in Intervalle wohl- 

bekannt, und wir wollen statt dessen ein Beispiel betrachten, das 

nicht in der bisherigen Theorie der Differentiation von Zellen- 

funktionen vorkommt. 

55 sei eine Boolesche cx-Mengenalgebra mit einer größten 

Menge E und /x ein cr-endliches Maß auf 55. Wir nehmen für Si 

das System aller Mengen aus 55 von endlichem und positivem 

Maß und für 0 das System aller disjunkten Zerlegungen von E 

in Zellen aus St, d. h. aller disjunkten Teilmengen © von Ä mit 

AJ © = E mod 91. Offenbar filtriert 0 hinsichtlich c nach rechts 

und hat die Eigenschaften K und E, und E bleibt richtig, wenn 3 

auch ein abzählbares Zellensystem bedeuten darf. 

1 Vgl. S. 261. 
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Satz 5.1. Jede hinsichtlich CZ feine Quasiüberdeckung £ einer 

beliebigen Teilmenge M von E enthält ein disjunktes Zellen- 

system mit t^J = M* mod 5ft, wenn M* eine meßbare Hülle 

von M bildet. Insbesondere haben 0 und c: die Eigenschaft 'V*, 

d. h. die Eigenschaften 'V und 'L.2 

Beweis. Daß aus der ersten Behauptung wirklich 'V* folgt, 

ergibt sich unmittelbar aus der zuvor angeführten Verschärfung 

von E. Es sei nun £ eine hinsichtlich CZ feine Quasiüberdeckung 

von M. Wir setzen M* =j= 0 mod 9t voraus, da sonst nichts zu 

beweisen bliebe, und betrachten das System A aller nicht leeren 

disjunkten Teilsysteme von £, deren Elemente in 717* enthalten 

sind. 

Wir beweisen zunächst, daß A nicht leer ist. Infolge von M* 4= O 

mod 91 und der u-Endlichkeit von /r gibt es eine Zerlegung X 

aus 0, so daß M* die Vereinigung eines Teilsystems von X dar- 

stellt. Bedeutet A die Menge aller Zerlegungen @ aus 0 mit 

CZ @, so gilt voraussetzungsgemäß M £ Qj (£n QJzl) rnod 91*. 

Hiernach und wegen 717 ={= 0 mod 91* muß nun, da jede Zelle 

aus £nl_JzJ entweder in M* enthalten oder zu M*, cl. h. erst 

recht zu M fremd ist, eine Zelle L aus £ mit L ÇZ M* existieren, 

und wir haben dann {L} (E A. 

A ist offenbar induktiv, denn bildet 77 eine hinsichtlich ÇZ total 

geordnete nicht leere Teilmenge von A, d. h. trifft auf je zwei 

Systeme Q. und 91 aus 77 eine der Relationen Q £ 9t und 91 £ Q. 

zu, so stellt QJ 77 wieder ein Zellensystem aus A dar. Nach dem 

Zorn sehen Lemma gibt es also in A ein hinsichtlich £ maxi- 

males Zellensystem ty. Nach Definition von A ist 93 disjunkt, 

93 £ £ und QJ 93 £ AI*. Wir haben daher nur noch zu zeigen, daß 
die Menge R = 717* •—' QJ 93 zu 91 gehört. 

Wäre R =j= O mod 91, so gäbe es eine Zerlegung X aus 0 derart, 
daß R die Vereinigung eines Teilsystems von X darstellte. Be- 

deutete A die Menge aller Zerlegungen © aus 0 mit % UZ ©, so 

folgte aus 'C*(M, £) wiederum M £ ^J(£nQJzI) mod 91*. Hier- 

nach und wegen AIR =j= 0 mod 91* müßte nun, da jede Zelle aus 

£nl^Jd entweder in R enthalten oder zu R, d. h. erst recht zu 
717R fremd ist, eine Zelle L aus £ mit L £ R existieren. Nach 

2 'F*, 'V und 'L bedeuten sinngemäß die mit c formulierten Bedingungen 
V*, V und L 



Klaus Krickeberg 276 

Wahl von R wäre aber dann ^ U {L) im Widerspruch dazu, 

daß sp maximal in A sein sollte. 

Spezielle Burkill-Kolmogoroffsche Integrale hinsichtlich 0 
und LZ stellen die oberen und unteren über E erstreckten Inte- 

grale einer reellen in E erklärten Funktion / hinsichtlich des 

Maßes n dar.Mn derTat ist die Zellenfunktion F(K) = ß(K) sup / 

dann und nur dann integrierbar hinsichtlich Q und cz, wenn das 

obere Integral *\_fdji existiert, und es gilt dann 'J F = *j' fdfi\ 
E E E 

analog mit dem unteren Integral. Die ©-Derivierte von lF wird 

gegeben durch D(F, ©)(V) = sup/, wenn x K und K (E ©. 
K 

Aus X C © folgt also D(F, 21) >DQF, ©). Mithin ist XF differen- 

zierbar und 'DF = j\ D(F, ©), wobei /\ wieder die Bildung 
se© 

des Infimums im Raum der Ortsfunktionen über 23/91 bedeutet. 

'DF ist daher hinsichtlich der Relation < mod 91 eine größte 

unter den 23-meßbaren Funktionen h derart, daß h < sup/[A]2 

für jede Menge A aus 23. 

Es sei nun f* eine hinsichtlich der Relation < mod 91 kleinste 

unter den 23-meßbaren reellen Funktionen g mit f < g mod 91*. 

Dann gilt 

(5.1) /* = 'D F mod 91. 

In der Tat läßt sich /* so wählen, daß sogar / < /* wird, also 
SUP f ^ sup/* für jede Menge A aus 23. Aus der Definition von 

A A 

'D F folgt hiermit 'DF < sup /* [A] und daher, weil ' D F und/* 
A 

beide 23-meßbar sind, 

(5.2) 'DF </* mod 91. 

Andererseits ist 

(5-3) /*<sup/[M] 
A 

für jede Menge A aus 23. Andernfalls gäbe es nämlich eine 

Menge B aus 23 ~ 91, so daß sup/<j/* [B~\ wäre, und in 

1 Vgl. [is]. 
2 Wir erinnern daran, daß h < g [A] bedeuten sollte: h{x) <, g{x) für fast 

alle aus A. 
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g(x) = sup/, wenn .r E B, und g(x) = wenn x E E B, 

hätten wir eine 23-meßbare Funktion g mit / < g, aber nicht 
f* <ig mod 51 im Widerspruch zur Definition von /*. Aus (5.3) 

folgt nun/* <' DFmod 51 und damit nach (5.2) die Behauptung 

(5.1). Aus ihr resultiert insbesondere 'DF = / mod 91, wenn / 

meßbar ist. 

Bekanntlich ist f* dann und nur dann integrierbar, wenn 

*[ fdfji existiert, und es wird dann J f*dfi = *J fdfx.x Dies ist, 
£ E E 

im Fall einer Zellenfunktion der speziellen Gestalt F(K) — 
g (IC) sup/, die im Corollar zum Satz 2.7 enthaltene Gleichung, 

K 

und zwar auch dann, wenn F nicht notwendig hinsichtlich C 

totalstetig oder von beschränkter Variation ist. 

Ganz analoge Betrachtungen lassen sich natürlich im Fall 

einer Booleschen cr-Algebra 23, auf der ein strikt positives ff-end- 

liches Maß 71 definiert ist, anstellen, wenn wir für $ das System 

aller von O verschiedenen Elemente aus S3 endlichen Maßes und 

für 0 das System aller disjunkten Zerlegungen von E in Zellen 

aus Ä nehmen. Statt des Satzes 5-1 könnten wir dann den folgend 

den Satz beweisen: Jede hinsichtlich C feine Uberdeckung - 

eines Elementes A aus 23 enthält ein disjunktes Zellensystem ^ 

mit V ^ — A ; insbesondere haben 0 und C die Eigenschaft ’V. 

Es sei zum Schluß bemerkt, daß 0 im allgemeinen nicht die 

Vitalische Eigenschaft V hinsichtlich der Feinheit der /i-Norm 

hat, selbst wenn N und W erfüllt sind. Im Fall eines euklidischen 

Raumes und des Lebesgueschen Maßes gibt es z. B. normfeine 

Überdeckungen von E, bei denen der Durchschnitt zweier be- 

liebiger ihrer Elemente ein positives Maß hat. 0 und die Feinheit 

der /t-Norm nach erfüllen offenbar im allgemeinen auch weder R 

noch U. 

Das folgende Beispiel zeigt, daß unsere Vitalische Bedingung V 

wirklich eine Verschärfung der sonst üblichen starken Vitalischen 

Bedingung darstellt, etwa der sogenannten „reduzierten starken 

Vitalischen Bedingung1 2 in der e-Fassung“, die bei uns unter dem 

Namen V0 auftrat. 0 sei abzahlbar, etwa 0 = {2J, ©2> •••}> ur,d 

1
 Siehe [16]. 

2
 Vgl. fai] S. 75. 
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C ©,;+1. Wir setzen Jt = 1J 0, so daß K gilt, und sprechen 

dann von einem de la Vallée Poussinschen Netz. Bekanntlich 

erfüllt 0 mit er als Feinheitsrelation das Axiom V0, doch einfache 

Beispiele zeigen, daß 'V nicht zu gelten braucht. In der Tat ge- 

nügen 0 und er im allgemeinen nicht den Forderungen E und 

D.1 D agegen sind Elt A und L offensichtlich erfüllt. 
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