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Einleitung

In jeder Theorie nicht integrierbarer, also auch nicht additiver
Zellenfunktionen?! tritt neben die Frage nach der Gultigkeit der
. klassischen‘’ Differentiationssitze, die das Burkillsche Inte-
gral einer integrierbaren Zellenfunktion als Integral ihrer Ab-
leitung nach einem Mal g darzustellen erlauben, die Frage nach
einer Darstellung des oberen und unteren Integrals einer Zellen-
funktion als Integral ihrer oberen und unteren Derivierten. Aus-
sagen dieser Art Uber abstrakte Zellenfunktionen, also Zellen-
funktionen in Riumen, in denen von vornherein keine Metrik,
Topologie oder dhnliche Struktur vorliegt, werden ausfihrlich
in [11],% Nr. 10 behandelt. Dort kommen jedoch ausschlieBlich
punktuelle extreme Derivierte vor, zu deren Bildung die Konver-
genz der derivierenden Mengenfamilien definiert ist durch das
Kleinwerden ihrer MafBe, und die oberen und unteren Integrale
der Zellenfunktionen werden dementsprechend mit der Feinheit
nach der p-Norm?® konstruiert. Eine unmittelbare Ubertragung
jener Ergebnisse auf andere Feinheitsrelationen, vor allem auf die
durch T bezeichnete Feinheit der Einteilung nach,® die wegen
ihrer Einfachheit und ihrer rein mengentheoretischen Beschrei-
bung in der Theorie der /ntegration von Zellenfunktionen eine
ausgezeichnete Rolle spielt, scheitert daran, daB3 diese Feinheits-
relationen, im Gegensatz zur Feinheit nach der u-Norm, im all-
gemeinen keine abzéhlbare Basis haben, so dall die u-MeBbar-

! In &lterer Terminologie: verallgemeinerte Intervallfunktionen.

? Zahlen in eckigen Klammern weisen auf das Literaturverzeichnis am
SchiuB der Arbeit hin.

* Zu deren Definition vgl. in der vorliegenden Arbeit S. 237.
Miinchen Ak, Sb. 1955 18



218 Klaus Krickeberg

keit der punktuellen extremen Derivierten von Zellenfunktionen,
die sie erzeugen, nicht feststeht.! In der vorliegenden Arbeit
werden daher nicht punktuelle, sondern globale extreme Derivierte
verwendet, deren Definition sich auf die Vollstindigkeit des Ver-
bandes der Klassen meBbarer, fast tiberall gleicher reeller Funk-
tionen stiitzt und die von vornherein meBbar sind. Bei ihrer Unter-
suchung stellte sich heraus, dall man, anders als in der Theorie der
punktuellen Derivierten, tuberall mit Vitalischen Bedingungen
auskommt, in denen nur Uberdeckungen meBbarer Mengen auf-
treten, und diese Feststellung erlaubte es, die ganze Theorie
»,somatisch®* im Sinne von Carathéodory aufzubauen, also
Zellenfunktionen iiber ciner beliebigen Booleschen o-Algebra
zu betrachten.

Der § 2 behandelt dementsprechend Bedingungen, unter denen
die Gleichung (2.4) gilt. Zugrunde gelegt wird ein System © von
disjunkten, endlichen oder abzdhlbaren Zerlegungen des Eins-
clementes /£ von ¥ in Zellen, ein strikt positives Mal y, das nicht
endlich, sondern nur ¢-endlich zu sein braucht, und eine ,,Fein-
heitsrelation’* < in @, mit der @ nach rechts filtrieren soll, die
aber im tbrigen vollig beliebig sein kann. Da @ durchaus auch
nur aus endlichen Zerlegungen bestehen darf, werden die Inte-
grale vom Burkillschen und vom Burkill-Kolmogoroff-
schen Typ gleichzeitig in derselben Theorie behandelt. @ braucht
ferner, anders als in [11], nicht @//¢ endlichen disjunkten Zer-
legungen von Z in Zellen zu enthalten, und dieser allgemeinere
Standpunkt [dB3t zum erstenmal einen grundlegenden Unter-
schied zwischen solchen Vitalischen Bedingungen (¥, vgl. S. 244),
die die Differentiationssitze liber extreme Integrale und extreme
Derivierte sichern, und den bisher betrachteten Vitalischen Be-
dingungen (etwa vom Typ ¥, vgl. S. 261), die in den Differen-
tiationssdtzen iber totalstetige additive Zellenfunktionen eine
Rolle spielen, hervortreten. Das Axiom V verlangt, daf3 sich die
fraglichen disjunkten Uberdeckungen zu beliebig feinen Zerle-
gungen ergédnzen lassen, wihrend ¥ eine solche Forderung nicht
enthilt. Zwar 1aBt sich ¥ unter den sonst {iblichen Voraussetzun-
gen der Theorie der Zellenfunktionen aus ¥ ableiten, doch das

! Vgl. die sehr allgemeinen Kriterien fiir die MeBbarkeit punktueller
extremer Derivierter in [13].
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Beispicl der de la Vallée-Poussinschen Netze in § 5 zeigt, daf3
¥V durchaus nicht ohne weiteres aus ¥, folgt. In einem solchen
Netz gelten die klassischen Differentiationssiitze Uber additive
totalstetige Zellenfunktionen, aber nicht die Formeln fir die
Integration extremer Derivierter beliebiger totalstetiger Zellen-
funktionen.

Um die Bedeutung der cinzelnen der Gleichung (2.4) zugrunde
gelegten Voraussetzungen moglichst klar erscheinen zu lassen,
wurde (2.4) in die beiden Ungleichungen (2.6) und (2.9) zer-
legt. Aus dem gleichen Grunde wurden die Begriffe ,,totalstetig**
und ,,von beschrinkter Variation‘’, die brigens noch von der
Feinheitsrelation abhingen, in je zwei Begriffe ,,nach oben'‘ und
,,nach unten‘* aufgespalten. Es zeigte sich, daB3 die Ungleichung
(2.6) gar nichts mit Vitalischen Bedingungen zu tun hat. Die
Bedingung V ist notwendig fiir die Giiltigkeit von (2.9). Sie
reicht aber auch hin im Fall der Feinheit der Zinteilung nach.
Dies ist insofern bemerkenswert, als ¥ nur eine starke Vitalische
Bedingung vom ,,reduzierten’* Typ darstellt, in der die disjunkten,
A ,,bis auf &' Gberdeckenden Zellensysteme beliebig weit {iber
A hinausragen diirfen, wihrend in [11] noch eine volle starke
Vitalische Eigenschaft benétigt wurde. In der Tat hingt die
Moéglichkeit, auch eine beliebig genaue Approximation von A
,»,von oben her‘ durch disjunkte Zellensysteme zu erhalten, nicht
mit den betreffenden Differentiationssitzen zusammen, sondern
sie ist charakteristisch dafiir, da3 ® die £/einste Boolesche o-Al-
gebra Giber dem System aller Zellen darstellt (vgl. [21]).

Die in § 3 gegebene Antwort auf die Frage nach der Giiltigkeit
der Ungleichung (2.9) mit extremen Integralen und Derivierten
hinsichtlich einer won © werschiedenen Feinheitsrelation < be-
steht in Bedingungen (R, S. 252 und U, S. 255), die notwendig
und hinreichend fiir die Gleichheit der extremen Integrale total-
stetiger oder der Derivierten beliebiger Zellenfunktionen hinsicht-
lich <« und = sind. Dabei stellt sich heraus, daB es sich um Ver-
allgemeinerungen und ,,somatische Formulierungen’* gewisser
Bedingungen handelt, die in [11] als zusitzliche Voraussetzungen
uberall auftreten und die in konkreten, frither behandelten Fil-
len stets erfiillt sind. Diese Bedingungen sind ferner charakte-
ristisch fir die Aquivalcnz der Begriffe ,,feine Uberdeckung hin-

18*
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sichtlich < und = ** und ziehen die Gleichwertigkeit der Vitali-
schen Bedingung hinsichtlich < und © nach sich. Der § 3 ent-
hilt schlieBlich noch unter gewissen Voraussetzungen mogliche
Umformungen von Uberdeckungs- und Vitalischen Bedingun-
gen, die sie den sonst Ublichen zu vergleichen gestatten, insbe-
sondere im Fall der Feinheit der Einteilung oderder u-Normnach.

Natiirlich lassen sich die in §§ 2—3 angestellten Uberlegungen,
die sich auf eine abstrakte Boolesche o-Algebra mit strikt posi-
tivem Mal beziehen, in ganz dhnlicher Weise bei einer Boole-
schen o-Mengenalgebra durchfithren, wie in § 4 skizziert. Im Fall
einer Mengenalgebra haben aber neben den globalen auch die
punktuellen extremen Derivierten einen Sinn, jedenfalls wenn <
eine abzihlbare Basis hat, und in § 4 finden sich denn auch Unter-
suchungen tiber Bezichungen zwischen beiden. Sie ergeben ins-
besondere, dal3 die Vitalische Bedingung in der sonst tiblichen
Gestalt (V*, vgl. S. 267), in der auch Uberdeckungen nicht mef3-
barer Mengen auftreten, in zwei Bedingungen zerfillt, von dencn
die eine, L, notwendig und hinreichend fir die Gleichheit von
globalen und punktuellen Derivierten fast {iberall ist, wahrend
die andere, eben die Bedingung V¥, die Differentiationssitze Giber
die globalen Derivierten sichert. Zusammen mit den Ergebnissen
des § 3 zeigt dies, daB} die bisher bekannten Sitze iiber die Dar-
stellung extremer Integrale totalstetiger Zellenfunktionen als
Integrale ihrer extremen Derivierten Spezialfalle der in § 2 ge-
gebenen sind: in der Tat sind unter den bisher {iblichen Voraus-
setzungen die punktuellen Derivierten hinsichtlich der betrachte-
ten Feinheitsrelation <, meist der p-Norm, in Wirklichkeit gleich
den globalen hinsichtlich =, und auch die extremen Integrale
totalstetiger Zellenfunktionen und die fraglichen Vitalischen Be-
dingungen stimmen hinsichtlich < und  iiberein.

Als Beispiel wird in § 5 vor allem das System @ a/ller Zerlegun-
gen von % in endlich oder abzihlbar viele paarweise fremde Ele-
mente endlichen positiven Males mit = als Feinheitsrelation be-
handelt, das ja bei der Konstruktion des Lebesgueschen Inte-
grals und der oberen und unteren Lebesgue-Darbouxschen
Integrale von Punktfunktionen auftritt.

Die Theorie der Zellenfunktionen unterscheidet sich von der
Theorie der Differentiation abzdhlbar additiver Mengenfunk-
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tionen, wic sie in abstrakter Form auf de Possel zuriickgeht (vgl.
die Darstellung in [11], Nr. 9), durch das Vorliegen einer globalen
Struktur in Gestalt der Zerlegungen des ganzen Raumes 7. Die
punktuellen derivierenden Mengenfamilien werden, soweit {iber-
haupt sinnvoll, durch diese Zerlegungen induziert, und ihre Kon-
vergenz wird durch die Feinheit der wollen Zerlegungen be-
schrieben. Die Theorie der Zellenfunktionen verhilt sich zu jener
anderen #hnlich wie die Theorie der uniformen zu der der all-
gemeinen topologischen Raume. Der Gebrauch der globalen Deri-
vierten erscheint daher der Sache besonders angemessen. Das
Axiom V 1iBt sich, im Gegensatz zu ¥, iiberhaupt nur mit Hilfe
des Systems der Zerlegungen von ganz £ formulieren. Die vor-
liegende Arbeit operiert nun auch mit einer Methode, die diesem
globalen Charakter der Betrachtungen von vornherecin gerecht
wird. Es treten ndmlich ausschlieSlich Burkill-Kolmogoroff-
sche Integrale tiber den ganzer Raum £ auf, in den von /& ver-
schiedenen Zellen brauchen iiberhaupt keine Systeme von Zer-
legungen mit Feinheitsrelationen vorzuliegen, und es ist nicht,
wie bisher, nétig, die als Mengenfunktion aufgefafiten iber
Zellen erstreckten Integrale von Zellenfunktionen zu Mengen-
funktionen in B zu erweitern und dann Sitze aus der Theorie
der Differentiation abziihlbar additiver Mengenfunktionen an-
zuwenden, Die Gleichung (2.4) wird vielmehr direkt zuriick-
gefithrt auf die Vertauschung der Operation lim mit der Inte-
gration nach einem strikt positiven Mal3, und zwar bei eciner
im allgemeinen {iberabzihlbaren Moore-Smithschen Folge von
Ortsfunktionen (vgl. S. 2235). Der § 1 enthilt eine Theorie solcher
Vertauschungen. Die bekannten Sitze von Lebesgue, Vitali,
B. Levi und Fatou iiber die Vertauschung von Integration
und Grenziibergang werden auf den Fall einer {iberabzihl-
baren Funktionenfolge {ibertragen. Die Sitze 1.4 und 1.3 diirf-
ten auch bei abzihlbaren Folgen noch nicht bekannt gewesen
sein.

Ein Teil der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit wurde ohne
Beweise in einer kurzen Note [17] angezeigt. Herr Chr. Pauc
danke ich sehr herzlich fiir viele wertvolle Anregungen und

niitzliche Kritik vor und wihrend der Niederschrift beider Ar-
beiten.
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§ 1. Vertauschung von Integration

und Grenziibergang

B sc1 eine Boolesche o-Algebra, IX das Eins- und O das Null-
element von B, Wir bezeichnen die Ordnung! in B durch < und die
Bildung des /7ftmtuies durch ~ und die des Supremums durch ~,
Daneben gebrauchen wir, der Auffassung von % als Ring ent-
sprechend, die einfachere Schreibweise A B statt A~ /5. Der Be-
griff einer in £ erklirten B-mefibaren reellen (endlichen oder un-
endlichen) Funktion, mit dem wir operieren werden, mag nach
Belieben mit Hilfe des Begriffs der Carathéodoryschen Orts-
Junktion Uber B, vgl. {6], oder des Begriffs der Spektralschar
(Zerlegung der Einheit) in %, vgl. [24] S. 382-383, oder [10]
S. 164—-173, erklirt sein. Das System aller solcher B-meBbarer
Funktionen iiber & heifle §. Seine Eigenschaften sind z. B. in den
Arbeiten [19] und [9] zusammengestelit worden und kénnen im
tibrigen groftenteils unmittelbar dem Loomisschen Satz [18]
entnommen werden, nach dem ¥ isomorph einer Quotienten-
algebra B/M einer Booleschen o-Mengenalgebra $ nach einem
o-Mengenideal N ist und infolgedessen § in seiner linearen und
Ordnungsstruktur isomorph dem Raum der Klassen mod %t
gleicher, B-meBbarer und in der groBten Menge aus B cr-
klirter reeller Funktionen. Flir die wie iiblich definierte Ordnung
in § und die daraus entspringende Bildung des Infimums und
des Supremums sollen dieselben Zeichen <, -~ und ~~ ver-
wendet werden wie in 8. Dann und nur dann ist § vollsténdig
im verbandstheoretischen Sinne, wenn % es ist ([9] S. 41).
SchlieBlich wollen wir auch flir die Bildung der wanferen und
oberen Gremse von Zahlenmengen die Zeichen -~ und ~ ge-
brauchen.

Eine Gleichung der Gestalt ,,f = g [A4]" mit f, g & § und
A & B soll ausdriicken, dal3 die Einschrinkungen von f und g
auf A einander gleich sind; entsprechend wiren Ungleichungen
wie f < g[A] oder f < g [A] aufzufassen. Insbesondere besagt

! Bei ordnungstheoretischen Begriffen und Aussagen beziehen wir uns auf
[2], wo es tibrigens , teilweise Ordnung®’ statt ,,Ordnung‘ hei3t.
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f = g [E] dasselbe wie f = g usw. Vermoge der erwihnten Dar-
stellung der B-meBbaren Funktionen durch Klassen von Punkt-
funktionen bedeutet z. B. f < g[A4], daB je zwei Reprisentanten
fund ¢ von f und g die Ungleichung 7(x) < g(x) mod % in
jedem Reprisentanten 4 von A erfiillen. Hiervon ist die Aus-

sage wf < g[A], aber nicht /= g[A]" wohl zu unterscheiden.
f << g1A] und f 5 g[A] seien jedoch die Negationen von
/< glA] und f = g[4].

Wir bedienen uns im folgenden auch der tiblichen Abkiirzun-
gen der Gestalt {f <g}, {f <g}, {f <A} usw., wobei 4 cine
reclle Zahl bedeute. Vermoge der Darstellung von B und der 98-
meBbaren Funktionen wire z. B. {f < g} die Klasse der Mengen,
die sich von {x: f(x) < g(x)} nur um ecine Menge aus N unter-
scheiden. { / < A} als Funktion von 1 istin [24] die f definierende
Spektralschar.

Wir werden hinfort stets mit einem ein fiir allemal festgelegten
strikt positiven c-endlichen Maff Uiber B operieren, d. h. einer in
B definierten, o-endlichen und abzihlbar additiven reellen Funk-
tion g, bei der p(A4) > o fiir jedes von O verschiedene Element
A aus D gilt.! Die Existenz eines derartigen Males allein zieht
bekanntlich die Vollstindigkeit von B nach sich, und zu jeder
Teilmenge U von ¥ gibt es eine abzihlbare? Teilmenge € von U
mit AA= A Cund V U=V € ([24] S. 380). Die Begriffe der
Integricrbarkeit und des Integrals einer Funktion f aus § sollen
stets im iblichen, Radonschen Sinne aufgefal3t werden; ist
{ fdu endlich, so nennen wir f summierbar iber E hinsicht-

l/-\

lich u.

Satz1.1. Jede Teilmenge & von § enthdlt cine abzéhlbare Menge
Comit NCG= ACund \/ 8= \C. Ist & hinsichtlich < nach
rechts filtrievend (gerichiet)?® jede Funktion aus ® integrierbar
und —co < | fodp fiir wenigstens ein fy aus ®, so wird auch

E

' & integrierbar und

! Zur Theorie von MaBen auf einer Booleschen o-Algebra vgl. neben (6]
und {19} auch die Darstellung in [11].

* Mit ,,abzihlbar meinen wir im folgenden immer ,,endlich oder abzihl-
bar,

* Vgl. z. B. [3] S. 36 oder {10] Nr. 6.1.5.
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(1.1) [(\/ Sdp =\ [fdu

fe® B
Unter analogen Voraussetzungen gilt dic analoge Formel fiir N\ 6.

Beweis. 1. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der
Darstellung der B-meBbaren Funktionen durch Spektralscharen.
Ein Beweis der verallgemeinerten Beppo Levischen Formel
(1.1), der sich auf die Vollstindigkeit des mit der Metrik der Kon-
vergenz im Mittel versehenen Raumes der summierbaren Funk-
tionen stiitzt, findet sich fur den Fall eines Radonschen Malles in
einem lokalkompakten Raumin {4] S. 137. Hier werde stattdessen
cin Beweis skizziert, der sich direkt auf dem Beppo Levischen
Satz Uber abzihlbare Folgen aufbaut. Dieser Beweis liefert zu-
gleich die erste Behauptung unter einschrinkenden Vorausset-
zungen, von denen man sich jedoch leicht befreien kann.

2. Aus —oo < ffod/z und £ <V 6 fir jedes £ aus & folgt zu-
nichst die E*{thgnz von f (V®)dpund —co <<\ [ fdp <
s E
[ (V ®)du. Wir kénnen dahcz
&

(1.2) —oco< V ‘rfa',u, <+ o0
jo® E
voraussetzen, da sonst nichts mehr zu beweisen bliebe. Ist dann

(A)y=1,e,,.. cine Folge aus © mit lim [/z dp=\ [ fdu,
fe6 E
setzen wir g; == /; und bestimmen sukzesswe Funktionen g, aus

& mit g, > g,_4 ~ %, so haben wir eine monoton wachsende

Folge (g,) aus ® mit lim f g,du=\ [ fdu. Die Funktion
JEE E
g = lim g, erfillt daher nach dem Beppo-Levischen Satz dic

Gleichung
(1.3) [gdu=\N |[fdp.
) /€6 E

Bedeutet sodann f eine beliebige Funktion aus & und wahlen
wir zunéchst eine Funktion # aus & mit f; > f ~~ ¢, und danach
sukzessive Funktionen f, aus @ mit f, >/, ;| ~~ g,, so erhalten
wir eine monoton wachsende Folge (f,) aus & mit f < f, und

gn S/-n’ also
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(].43) fg ]imfn’ <14b> g S linifn‘
n n
Eine zweite Anwendung des Beppo-Levischen Satzes ergibt

[ (i f)dyp = lim [ /, dp < V[ fap

fe® k&
und somit gilt wegen (1.2), (1.3) und (1.4b):

——00 <fga’,u f(hmf)a’,u/ +-co.

Da p strikt positiv ist, folgt hieraus und aus (1.4b) die Gleichung

= lim #, und daher aus (1.4a) die Ungleichung f < g. Dies
trifft. aber auf jedes f aus © zu, so daBl auch V& <g, d. h.
V& = g wird. Aus (1.3) ergibt sich nun (1.1). Zugleich haben
wir VG = \VEmit € = {g, g5, . . .}.

3. Der Beweis der Existenz einer abzihlbaren Teilmenge €
von & mit \/ & = \/ € liBt sich nun bei beliebigem ® leicht auf
Grund der beiden folgenden Bemerkungen bewerkstelligen: das
System @' aller Suprema endlicher Teilmengen von & ist nach
rechts filtrierend; das System &' aller Funktionen der Gestalt
a~ (b ~f)y=b~(a~ f)mit fE &, wobei @ und & zwei feste
summierbare Funktionen mit @ < 4 bedeuten, besteht aus lauter
summierbaren Funktionen und erfillt Giberdies die Bedingung
(1.2).

Es sei jetzt @ eine hinsichtlich einer fransitiver Relation <
gerichtete (nach rechts filtrierende)' nicht leere Menge. Wir
nennen eine Teilmenge 4 von O terminal, wenn es cin Element 7
aus @ gibt, so dal} 4 jedes Element ¢ mit 7 < ¢ enthilt. Eine
Teilmenge von @ heilt konfinal, wenn ihr Komplement in @
nicht terminal ist, d. h. wenn sie mit jeder terminalen Menge
einen nicht leeren Durchschnitt hat.

Zu jeder Moore-Smithschen Folge (f,),c in § mit O als
Indexbereich lassen sich die Funktionen

liTmf \/ /‘\fundhmfg =N V /,

TEO 1Z0 TEO 1Xa

! Anders als in [3] werde < hier lediglich als transitiv vorausgesetzt.
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bilden. Beide hingen nattirlich von den in der Bezeichnung nicht

zum Ausdruck gebrachten GréBlen & und < ab, dndern sich je-

doch nicht, wenn wir von @ zu einer terminalen Teilmenge 4

ibergehen. Es ist stets lim £, < Iim £,. Gilt hier das Gleichheits-
a g

zeichen, so bezeichnen wir die Folge (f,) als konwvergent gegen die
Funktion lim /, = lim £, = Tim f,. Dies tritt z. B. cin, wenn (f,)
a o [

monoton wdichst, d. h. wenn aus 7 < ¢ folgt f, < f,, und es ist

dann hm 7, =\ f,. Wir erhalten eine spezielle monoton wach-
cCO
sende Folge, wenn @, wic in Satz 1.1, eine hinsichtlich < ge-

richtete Teilmenge & von § darstellt und wenn wir < mit < und
/., mit o identifizieren.

Aus hm fo <V £, folgt f(1mfa)d/( < f(\/ F)d p fir jedes

T 0o £E 1o

T aus 0, also

(1.5) f’lunf,,)du <A [V 1) dn,

TEO g 140

soweit die hier auftretenden Funktionen integrierbar sind. Da
die Menge der Funktionen g, = \/ f, hinsichtlich < nach links

TG
filtriert, gilt in (1.5) nach Satz 1.1 sogar das Gleichheitszeichen,

wenn [ g, du < 400 auf wenigstens ein v zutrifft. Diese Bedin-
E

gung allein zieht auBerdem die Integrierbarkeit von tim f, und
o

von terminal vielen f, und g, nach sich. Da schlieBlich im Fall
r<ogilt f,<g,dh [f,du<[g du, sowird lim ffad,u <
E E

| g, du fiir terminal viele 7, also lim [fodp < fg,, a’/z Damit
E 9 E re
haben wir das verallgemeinerte Fatousche Lemma

Satz 1.2. 7st \/ f, integrierbar mzdf (V f)dun < 4-co fiir

T a0 o [

wenigstens cin © aus O, so sind terminal viele f, und lim f, in-
a

tegrierbar, und es gilt

(1.6) T [ fydp < [ @mf) dp.
E E °

Unter der Voraussetzung —co << { ( N\ [f,)dp gilt entsprechend

E 170
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1.7) J Qim )y dp < lim | 7, dp.
£ o

Corollar (IVerallgemeinerter Leée:guesc/zm Grenswertsalzs).
Konvergiert die Folge (f,) und sind die Funktionen [\ Sy und

T&Ko
\ [, [iir wenigstens ein T summierbar, so sind auch terminal
T L2

viele f, und im f, summierbar und
(1.8) lim [ f,dp = [ (lim f) dp.
A E

DaB die der Ungleichung (1.6) zugrunde liegende Voraus-
sctzung Ig, dp << 4-00 nicht entbehrt werden kann, selbst wenn

alle Funl\tlonon g, integrierbar und alle £, und hm /, summier-

bar sind, ist schon von den gewdhnlichen abzahlbarcn Folgen her
wohlbekannt. Wir werden (1.6) jedoch spidter auch noch unter
schwicheren Voraussetzungen benétigen. Threr Formulierung
dienen die folgenden Begriffe.

Es sei (@,),c0 cine Moore-Smithsche Folge in ¥ definierter,
abzihlbar additiver reeller Funktionen. Wir sagen, diese Folge
sei terminal gleichmdfig totalstetig nack oben in bezug auf <,
wenn es zu jeder positiven Zahl & eine positive Zahl ¢, cin Ele-
ment / aus B mit p(H) < 400 und eine in @ terminale Menge
A gibt,sodalaus 4 € B, p(4H) < dund o £ 4 folgt ¢, (A4) <
el Ersetzen wir die letzte Ungleichung durch —e < ¢,(4), so
haben wir die Definition der terminal gleichmiBigen Total-
stetigkeit nach unten. Terminal gleichmifBige Totalstetigkeit

1 dassclbe bedeuten wie terminal gleichmiBige Totalstetigkeit
sowohl nach oben als auch nach unten. Offenbar ist (¢,) dann
und nur dann nach oben terminal gleichmiBig totalstetig, wenn
dic Folge der positiven Variationen der ¢, terminal gleichmaBig
totalstetig ist.

Es ist fur spitere Anwendungen wichtig zu wissen, dal} das
Element /A in unserer Definition noch gewissen Bedingungen
unterworfen werden kann. Bildet z. B. (A, ., , . eine
monoton wachsende Folge von Elementen endlichen Mafes aus

! DaB} sich dieser Begriff beim Ubergang zu einem anderen strikt positiven
g-endlichen MaB auf B nicht dndert, interessiert uns hier nicht.
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B mit \/ H,= £, so liBt sich A offenbar stets als cin, natiirlich

j3
von & abhingendes, Element dieser Folge bestimmen. Wihlen

wir nimlich £ so, daBl u(H) < u(HH,) -+ f— wird, so folgt

w(AH)Y <6 aus u(AH,) < f . Im Fall u(&) < -} oo kdénnen

wir A = £ setzen, wodurch sich die Definition vereinfacht.

Der Begriff der terminal gleichmiBigen Totalstetigkeit der
Folge (¢,),¢co nach oben, unten oder schlechthin hingt durchaus
von der transitiven Relation < in @ ab. Die Folge (p,) wird je-
doch sicher dann terminal gleichmiBig totalstetig nach oben hin-
sichtlich jeder solchen Relation < in @, wenn die Menge aller ¢,
gleichmdfig totalstetig nach oben® ist, d. h. wenn es zu jeder posi-
tiven Zahl ¢ eine positive Zahl ¢ und ein Element /7 aus 9 mit
w(H)y< 400 gibt, so daBl aus 4 & B und p(AH) < o6 folgt
¢,(A) < e bei beliebigem ¢ in @. Die Umkehrung dieser Fest-
stellung ist i. a. nicht richtig, wohl aber dann, wenn (g,) cine
gewoOhuliche abzdhlbare Folge, d. h. <« die natiirliche Anord-
nung im Indexbereich @ = {1,2,...} darstellt, und wenn
aullerdem ¢, (£) < + o0 (6 =1, 2,...) gilt. In diesem Fall
hat ndmlich jede terminale Menge ein endliches Komplement
in 0, und ferner ist jedes endliche System abzidhlbar additiver
in B definierter Funktionen, die den Wert - co nicht an-
nehmen, von selbst gleichmiBig totalstetig nach oben, da u strikt
positiv ist.2

Satz 1.3. Die Funktion lim f, sei integrierbar. Ferner seicn
terminal viele f, integrierbar und die Folge ([ f, du),cqo ihrer

A

unbestimmien (d. h. als Funktionen von A in B betrachteten)
Integrale sei terminal gleichmdfig totalstetig mach oben. Dann
gilt (1.6), und unter analogen Voraussetzungen gilt (1.7).
Corollar. Konvergiert die Folge (1,), sind die Funktionen f, und
im f, summierbar und ist die Folge (| f,du) der unbestimm-
7 A4

ten Integrale der f, terminal gleichmdfig totalstetig, so gilt (1.8).

! Im Sinne von {23] S. 139 und [5] S. 28, wenn man von der hier vorgenom-
menen Aufspaltung ,,nach oben und ,,nach unten‘ absieht.
2 Vgl. [22] S. 188.
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Beweis.! Wir betrachten zunichst den Fall—oo < [ (lim f,) dp.
E 3

Zu beliebigem positivem & gibt es von O verschiedene Elemente

H, und H, aus B endlichen MaBes, positive Zahlen ¢; und &, und
cine in @ terminale Menge 4, so dall aus u(A/;) << ¢, folgt

(1.9) — e < [ (im /) dp
A [
und aus u(AH,) < 0, und ¢ © 4 folgt
(1.10) [ fodp < e
A

Wir setzen H = H; ~ Hyund 6 = 0; ~ 8. Aus u(A4/H) < und
o & A folgt dann sowohl (1.9) als auch (1.10).

Die Moore-Smithsche Folge #, = H{g, < Tim 7, + . (‘f,{)}
in B wichst monoton. Wegen — 0o < | (lim f,) du ist — oo <
E g

lim £, und deshalb \/ A, = H. Aus dem Satz 1.2, auf die Folge

der charakteristischen Funktionen der /A, angewandt, folgt nun
him pe(H)) = n(H). Daher 1aBt sich v so wihlen, dal 4 = £ —H,

die Ungleichung u(A/7) << 6 erfullt. Es gelten dann (1.9) und
(1.10) fur jedes o aus 4, ferner im Fall v < ¢ auch noch f, < g,
also nach Definition von #:

[ fodp = [fodu+[fodp < [fidnt+e< [g,dute
E i, 4 H, H,
<fUimf)dp+z2e < [(imf)dpu+ [Qimf)dp+ 3¢
H‘t a }/‘t g A [

= [ @m ) du+ 3e.
E g

Dies also trifft, bei gegebenem e, auf terminal viele ¢ zu, und
damit ist (1.6) bewiesen.

! Zum Fall gewdhnlicher abzihlbarer Folgen vgl. [22] S. 1909, wo jedoch

auflerdem lim f; und lim f; beide als summierbar vorausgesetzt werden.
a
[+
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Wir verzichten jetzt auf die zusitzliche Annahme —oo <
| (lim f,)du. Stattdessen kénnen wir [ (lim f,) du << 400 vor-
E © E o

aussetzen, da die Ungleichung (1.6) sonst trivial ist. Infolge

der o-Endlichkeit von u 1aBt sich eine Folge (g,), _; 2. ..

B-melbaren lber £ summierbaren Funktionen mit den folgen-

den Eigenschaften konstruieren: —oo <7 g, <0, g, < g,

li’I;n g, = ——co. Wir setzen f,, = f, ~ g,, so daB lim f,, =
a

von

an

lim ~ ¢ . Die sind integrierbar und Iim ist sum-
o a, g” an g o aon

mierbar. Wegen g, < o ist bei festem # die Folge der un-
bestimmten Integrale der f,, terminal gleichmiBig totalstetig
nach oben. Aus f, < f,, und dem schon Bewiesenen folgt also

lim [ f,dp <lim [ £,,du < [ (lim £,,) dp. Dadie Folge (lim /),

s E g E E g 23

monoton fallend gegen Tim f, konvergiert mit [ (lim f,,)
a E o4

< 400, so erhalten wir aus dem Beppo-Levischen Satz wieder-
um die Behauptung (1.6).

Auch beim eben bewiesenen Satz weill man schon vom Fall der
abzihlbaren Folgen mit der gewohnlichen Anordnung der In-
dizes her, daf} sich keine der beiden Voraussetzungen einfach ent-
behren 1403t}

Wir wollen uns jetzt dem Problem zuwenden, wann die ent-
gegengesetzten Ungleichungen zu (1.6) oder (1.7) gelten, ins-
besondere also dem Problem, wann in diesen Ungleichungen
das Gleichheitszeichen steht. Es ist auch hier wieder sinnvoll, die
Beziehungen zwischen den oberen Limites getrennt von denen
zwischen den unteren Limites zu behandeln, denn es kann z. B.
durchaus vorkommen, dal3 sowohl in (1.6) als auch in (1.7) das
Gleichheitszeichen steht und die vier darin vorkommenden Zah-
len auch noch endlich sind, ohne dal} diese vier Zahlen allesamt

einander gleich sind, d. h. ohne daB die Folgen (/) und ([ /,du
E

konvergieren. Dies tritt z. B. dann ein, wenn u(£) < 4 oo ist,
jedes f, konstant bleibt und die Folge dieser Konstanten be-
schrinkt, aber nicht konvergent ist.

1 Zur Unentbehrlichkeit der Annahme der Integrierbarkeit von lim £,
siehe [8] S. 14. ?
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Es wird sich als zweckmiBig erweisen, fiir zwei Aussagen iiber
die Folge (f,),.0 Abkiirzungen einzufiihren.
F,. Alle Funktionen f, und g, = \ [, sind integrierbar, und

T<a

zu jeder positiven Zahl € und jedem o aus © gibt es Indizes [ und &
aus O mit p L KL E, so daf}

(1.11) [gedn < [ fidu + e
E =

F,. Alle Funktionen f, sind integrierbar, und zu jeder positi-
ven Zahl € und jedem o aus O gibt es einen Index L mit p < L,
so daf} zu jeder endlichen Menge {0y, ..., 0.} von Indizes o,
mit{ L o, (B=1,..., p)etn Index & mit { K& und

(1.12) [~ oo~ fpdu< [fidu+ e
E £
existiert.
Satz 1.4. Aus Fy folgt F,. Ist —o0 < ffa du fiir konfinal viele

o, so folgt Fy aus F,.
Ist im f, integricrbar, so sieht jede der beiden folgenden Be-

dingungen die Ungleichung
(1.13) [ @Gim £) dp < Tim [ £, dp
E 7 7 E

nach sick:

1. Alle f, sind integrierbar, aber konfinal viele der g, nicht,
oder es gilt Fy.

2. Es gilt Fy und — oo < [ f, du fiir konfinal viele o.
E
Beweis. ImFall{ < o, (A=1, ..., p) gilt f, ~ ... vfap <g.

und daher folgt F, unmittelbar aus F;. Es sei nun andererseits F,
erfiillt und — oo < [ f, du fiir konfinal viele 0. Bei beliebigem ©
E

aus O betrachten wir die Menge ©, aller Suprema endlich vieler

Funktionen f, mit 7 <« 6. Offenbar ist @, hinsichtlich < ge-

richtet und — oo < [ fdp fiir mindestens ein f aus ®,, ferner
£

&= V O, und daher wird g, nach Satz 1.1 integrierbar mit

(1.14) fg,du— V [ fan.

€6 £
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Die Bedingung F, besagt nun, dafl bei beliebigem p und ¢ eis
Index { mit o < ¢ und

V ffd,“< \/ ffadﬂ’rﬁ

_ftUC E

existiert, und hieraus, zusammen mit (1.14) im Fall 7 = ¢, folgt
unmittelbar Fy.

Um den Beweis des Satzes zu vollenden, brauchen wir jetzt
nur noch zu zeigen, dafl aus 1. die Ungleichung (1.13) folgt. Da
im Fall [ (im f,) dp = — oo nichts mehr zu beweisen bliebe,

E ag

kénnen wir — co < | (li;nf,,) dp voraussetzen. Wegen li;nfd <g
E
fiir jedes 7 sind dann alle Funktionen g, integrierbar, so daB die

Annahme 1. dic Bedingung #; nach sich zieht. Auf Grund der
Ungleichung (1.35) ist jetzt (1.13) bewiesen, sobald wir

(1.15) AN f (\/ f)dll<l!mffa(z’/l

e g T<
abgeleitet haben.
Zu gegebenen g und € seien ¢ und & gemiB F; bestimmt. Aus
(1.11) resultiert

/\J‘(Vfa)d/‘<_fg du < rfdll+e<v [f,,d/t—{—s

T<a

also, da dies bei beliebigem positivem ¢ gilt,

A [gdn<V [ fdn
TEO £ e¥o E
Dies trifft auf jedes p aus @ zu, und damit haben wir (1.153).
Dal} die Voraussetzung, es sei —co < [ £, dp fiir konfinal
E

viele g, bei der Ableitung von Fy oder (1.13) aus F, nicht entbehrt

werden kann, ist aus der Theorie des gewdhnlichen Beppo

Levischen Grenzwertsatzes {iber abzihlbare Folgen wohlbekannt,

denn es gibt z. B. eine monoton wachsende Folge (/£),_; s, ...

integrierbarer Funktionen, so daB lim f, = o, aber [ fydp=—0c0
2 Z

fiir jedes o gilt. Auch die Voraussetzung der Integrierbarkeit
von lim f, ist, wie einfache Beispicle zeigen, beim Beweis von
g
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(1.13) unentbehrlich, d. h. folgt aus keiner der Voraussetzungen
Fy, F,, 1. und 2. Sind dagegen konfinal viele f, sogar summier-
bar, so sind alle g, integrierbar, und aus F) oder F, folgt dann
auch die Integrierbarkeit von Tiaﬁfa.

Angesichts des Satzes 1.1 kénnte man vermuten, zur Ableitung
von F, oder (1.13) geniige es, d'e Bedingung F, nur mit zwei-
clementigen statt mit beliebigen endlichen Indexmengen {ay, ...,
.} zu formulieren. Das folgende Beispiel widerlegt diese Ver-
mutung. Es sei O, die Menge aller im Intervall [o,1] erklarten
reellen Funktionen ¢ der folgenden Gestalt: ¢ (x) = 1, wenn
a <x <a-teg und o(x) = o sonst; dabei sei 0 < e <1 und a
durchlaufe alle Zahlen mit 0 < a < a +4- ¢ < 1. Diese Mengen
O, sind paarweise fremd. O bilde die geordnete Summe der durch
die Identitit geordneten @,, wobei die Indizes € nach abnehmen-
der GréBe geordnet zu denken seien, d. h. @ sei die Vereinigung
aller O, versehen mit der folgenden Ordnung: ist ¢ € @, und
T & O, und § > ¢, so sel T <€ o, aber nicht ¢ < 7; ist hingegen
0 =g, so sel T K ¢ gleichbedeutend mit T = o. Definieren wir
jetzt £, im Fall ¢ € O als die Klasse aller in [0,1] erklirten und
beziiglich des eindimensionalen Lebesgueschen Males fast
iberall mit o {ibereinstimmenden Funktionen und entsprechend
i als das reduzierte Lebesguesche MaB, so wird lim { fodp=o0

Tk

und [ (Ilim £,)dp = 1. Wihlen wir aber bei gegebenem posi-
E a

tivem ¢ und gegebenem p aus 6, das Element { irgendwie in
Oymin @, 0, 50 gilt p K ¢, und aus { € 0, und { <K g, folgt
[! fo, ~ Jop dpp L&, also erst recht [ (f, ~ f)dp < [ fedu+e
sogar fir jedes & aus 6. - 3

Die Bedingungen F, und F, erscheinen deshalb besonders
interessant, weil sie unter passenden Endlichkeitsvoraussetzungen
auch notwendig fiir das Bestehen der Ungleichung (1.13) sind,
im Gegensatz zur spezielleren Bedingung, die Folge (/,) wachse
monoton mit — 0o < | £, du fiir wenigstens ein o.

E

Satz 1.5. Die Funktion g, sei integrierbar mit

(1.16) f g dp < 4 o0
£

Minchen Ak, Sb, 1955 19
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Jiir wenigstens etn v aus O, und es gelte

(1.17) —oo<li_m_ffod/1.
7 i
Dann sind die Aussagen
(1.18) | Gim 7)) dp < Tim [ £, dp,
£ ¢ oK
(1.19) | Gim /) dp = lim [ f, du
£ 7 7 E

einander und jeder der Bedingungen Fy und Fy dquivalent.

Beweis. Unter der Voraussetzung (1. 16) sind terminal viele der
Funktionen f, und g, integrierbar, und wegen (1.17) gilt —oo <~
[ £, dp fur konfinal viele o. Daher sind jetzt F; und F, nach
£

Satz 1.4 dquivalent und implizieren (1.18). Ferner sind (1.18)
und (1.19) nach Satz 1.2 gleichwertig. Somit brauchen wir nur
noch zu zeigen, daf3 (1.18) dic Bedingung F, zur Folge hat.

Aus (1.16), (1.18) und Satz 1.1 erhalten wir, da die Menge der
Funktionen g, nach links filtriert,

A [ gdp=[Qimf)dp <Tim [ 7, dn.
T E E g 7 E

Infolgedessen gibt es wegen (1.17) zu gegebenem positivem ¢
cinen Index ¢ mit

(1.20) [ gedp <Tim [ f,du+ <.
E T E -

Da die linke Seite dieser Ungleichung, als Funktion von ¢ be-

trachtet, monoton fillt, kénnen wir { bei gegebenem g gleich so
bestimmen, daf3 g < { wird, und wegen (1.16) 1at sich auch noch
[ g: dpp << 400 erreichen. Aus (1.20) folgt insbesondere

E

[gedn <N | f,du+ ©
E <o £ -
und damit die Existenz eines Index & mit { < & und
jg;a’,u < J‘fed/.t + &,
£ E

womit Fj bewiesen ist.
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Die beiden folgenden Beispiele zeigen, daf3 bei der Ableitung
von F; oder F, aus (1.19) weder die Voraussetzung (1.16) noch
(1.17) entbehrt werden kann. Im ersten Beispiel sind (1.17) und
(1.10) erfiillt, aber weder F; noch F,. An Stelle von (1.16) trifft
sogar noch eine abgeschwichte Bedingung zu, nimlich die End-
lichkeit der Funktionen g, und des Integrals | /hmfc) dp, und
alle 7, sind nicht negativ und summierbar. £

Zur Konstruktion dieses Beispiels gehen wir, bei natiirlichem #,
von der Menge @, aller im Intervall Jo,1] erklirten reellen Funk-

tionen o der folgenden Gestalt aus: o(x) = }Zla-, wenn 0 < x < a,
und o(x) = o, wenn a <_ x < 1; dabei durchlaufe a alle Zahlen
zwischen ound 1. Die Mengen @, sind paarweise fremd. @ sei die
geordnete Summe der vollkommen geordneten @, d. h. ihre Ver-
einigung, versehen mit der folgenden Ordnung: Ist ¢ & @, und
T & 0, so sel T o gleichbedeutend mit » < z. Wiederum
bilde f, die Klasse aller fast Gberall mit ¢ {ibereinstimmenden
Funktionen und u das reduzierte Lebesguesche Mall. (1.17) folgt
dann aus o < f,. Ferner gilt, wenn 0 & @,

(1.21) f Jodpn =

1

n’

d.h. lim [ f, dp = o. Da g, im Fall T € @, die Klasse der fast
° ok

. . 1 .
tberall mit oo zusammenfallenden Funktionen darstellt, erhalten

wir auch Iiénfa = o, also (1.19), und ferner
(1.22) Jgra’;c:—i—oo
E

fiir jedes 7. Wegen (1.21) und (1.22) gilt aber F; nicht, also nach
Satz 1.4 auch nicht F,.

Im folgenden, zweiten Beispiel sind (1.16) und (1.19) erfiillt,
aber wiederum weder Fy noch F,. Die g, sind sogar summierbar.
Wie im ersten Beispiel sind auch alle £, summierbar, ; () ist
endlich, und es existieren hm ff,, dp und hm J, mit — oo <

hm S <<
Es sei 9 die in Jo,1[ folgendermaBen erklirte Funktion:

- 1
n(x) =-— 2", wenn <x <
2m T

I - .
Sm—1 (m=1,2, ...). Bel natlir-

19
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lichem » sei O, das System der Funktionen o, zu denen es cine

Zahl a mit 0 << a < a + :”. < ' oibt, so daf3

211—1
- 2" wenn 0 < x < «,

2" wenn a < <a +
.

glx) =

~~
—
3

93]

N

1
— 2" wenn a 4 . < x <

i3

1

1
A - e
n(x), wenn o <x<1

Bedeutet o das reduzierte Lebesguesche Mall, © die geordnete
Summe der vollkommen geordneten @, und f, die durch o be-
stimmte Funktionenklasse, so wird im Fall ¢ &€ @ :

(1.24) ffu(z’/cz— -n——;.
E

g, mit T & O, bildet die Klasse der Funktionen, die fast iiberall
gleich der folgenden sind:

1

n—1
N on—1"

, wenn o0 < x < -

Voo(x) =
T<a
1

n(x), wenn nl_ <x <1,
Demnach ist

(1.23) J‘g,zz’,u:—n.
E

Aus (1.24) folgt nun lim [ f,dpu == — 0o, und nach (1.23) wird
7 E
lim 7, die durch # bestimmte Funktionenklasse, d. h. [ (lim £,) dp
g E G

= -— 09, so dal (1.19) erfillt ist. Die Gultigkeit von (1.16) ergibt
sich aus (1.25). Wegen (1.24) und (1.23) kann jedoch Fj nicht er-
fullt sein, also nach (1.24) und Satz 1.4 auch nicht F,.

§ 2. Integration und Differentiation von Zellenfunktionen

Wie im ersten Paragraphen sei 95 eine Boolesche ¢-Algebra
mit dem Einselement 7 und dem Nullelement O und p ein g-end-
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liches strikt positives Maf3 iiber 8. Zur Unterscheidung von den
verbandstheoretischen Relationen und Operationen <, ~ und ~~
in ¥ wollen wir die entsprechenden mengentheoretischen Rela-
tionen und Operationen durch die runden Zeichen &, M und U
wiedergeben. Mit der Differenz P ~ Q zweier Mengen P und 2
operieren wir nur unter der Annahme Q € 9, ebenso wie wir die
in B gebildete Differenz A — B nur im Fall £ < A betrachten,
also nur in dem Fall, in dem sie mit der symmetrischen, algebrai-
schen Differenz, wie sie der Auffassung von % als Ring ent-
spricht, Gibereinstimmt. Eine Teilmenge % von ¥ heil3t disjunkt,
wenn ihre Elemente paarwecise disjunkt sind, d.h. 48 = 0O,
wenn A, B € Y und 4 == B. Wegen der g-Endlichkeit von g ist
jede disjunkte Teilmenge von % abzdhlbar.

Es liege nun eine nicht leere Teilmenge § von ¥ vor, deren
Elemente, Zellen genannt, simtlich von O verschieden mit end-
lichem Ma@ seien. Unter ciner Zerlegung von £ wollen wir eine
disjunkte Menge € von Zellen mit \/ €@ = £ verstehen. Die
Elemente von & bezeichnen wir als die Komponenten von €;
bildet @ irgendein System von Zerlegungen, so wird demnach
U 2 = | & das System aller Komponenten aller Zerlegungen
aus.Q. ©4

O bedeute jetzt ein nicht leeres und hinsichtlich einer transi-
tiven Relation &, der Feinheitsrelation, nach rechts filtrierendes
System von Zerlegungen. Ein Beispiel fiir eine transitive Relation
in ©® bekommen wir, wenn wir € C— & definieren, sobald jede
Komponente von & Teil einer Komponente von € ist; wir
nennen T die Relation der Feinkeit der Einteilung nach. Hin-
reichend, jedoch nicht notwendig dafiir, da3 @ hinsichtlich =
nach rechts filtriert, ist, daB das Infimum zweier Zellen, soweit
von O verschieden, stets wieder eine Zelle bildet. Wir bezeichnen
die Zahl (&) = V u(S) als die p-Norm einer Zerlegung €.

S€S

Jedes nicht leere System @ von Zerlegungen ist hinsichtlich der
durch ,,¥ K & genan dann, wenn v(&) < »(T)* definierten ,, Fein-
heit der p-Norm nack' nach rechts filtrierend, und ebenso hin-
sichtlich der durch ,,2 <« & fiir jedes & und ¥ definierten
y»&robsten'* Feinheitsrelation.

Unter einer Zellenfunktion W verstehen wir eine im Bereich
& aller Zellen erklirte, endliche oder unendliche reelle Funk-
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tion. Bedeutet I ein disjunktes Zellensystem, so setzen wir
Y(3) = > ¥(]), wenn diese Reihe unbedingt konvergiert, d. h.
AR}

wenn nicht gleichzeitig die Summe der Positivteile #*+(/) und
die der Negativteile ¥=(/) gleich 400 ist.! Unter der Annahme,
Y (@) existiere fur alle Zerlegungen & einer hinsichtlich «
terminalen Teilmenge A4 von O, erkliren wir das wnfere und
das obere Burkill-Kolmogoroffsche Integral von ¥ iiber I

durch [ ¥ = lim ¥(&) und f‘f’ = Iim ¥(8), wobei lim und lim
z e E ©

hinsichtlich ® und < zu verstehen sind. Diese Integrale sind von
der Wahl der terminalen Teilmenge 4 unabhingig, solange nur
V(@) fur jedes € aus 4 cxistiert. Sie hingen dagegen natiirlich
von @ und < ab, doch wollen wir darauf verzichten, diese Ab-
hingigkeit in der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, da wir
stets nur ein festes System @ von Zerlegungen von /Z und neben C
nur ezne abstrakte Feinheitsrelation < betrachten. Die Integrale
hinsichtlich = sollen zur Unterscheidung durch /[ ¥ und TJ_"P
= £
bezeichnet und lutegrale der IEinteilung nack genannt werden.
Bedeutet < die Feinheit der pu-Norm nach, so sprechen wir sinn-
cemil von Integralen der p-Norm nach.? Sind [ ¥ und J—'{f vor-
z £
handen und einander gleich, so hei3t ihr gemeinsamer Wert, ge-
schrieben f‘[’_— 11m Y(©), das Integral von W iber Z hin-

sichtlich 9 und <, und ¥ heilt ntegrierbar Gber /. Wir nennen
W summierboar Uber E, wenn f ¥ endlich ist.
E

Zu jeder Zerlegung € aus @ a8t sich die &-Ableitung von ¥
bilden, nimlich diejenige B-meBbare Funktion D (¥, &), die in
jeder Komponente S von @ konstant mit dem Wert Z{((f)) ist. Wir
nennen die Funktion D¥ = l_ilgD(‘I/, @) die wuntere Derivierte

von ¥nach p in bezug auf ©® und < und definieren entsprechend
die obere Derivierte DY = 11m D(¥, €), ohne das MaB u, das

1 Esist at —~ a~ 0 und @~ = (—a) v 0 bei beliebigem rccllcm a.

2 Zur Integration von Zellenfunktionen hinsichtlich abstrakter Feinheits-
relationen vgl. z. B. [7] und [1] S. 298, und zur Integration der Einteilung
oder der Norm nach vgl. [14] und [11] Nr. 10.
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System @ der Zerlegungen oder die Feinheitsrelation < in die
Bezeichnung aufzunehmen. Die Derivierten der Einteilung nach,
d. h. beziiglich =, werden sinngemifl durch ‘DY und 'DW¥ be-
zeichnet, wenn @ hinsichtlich = nach rechts filtriert. Sind D%
und DW gleich, so nennen wir ¥ differenzierbar und die Funktion
DW= lim D(¥, €) heift die Ableitung von ¥.

Offcnb:"tr ist D(¥, @) dann und nur dann integrierbar Gber Z
beziiglich p, wenn ¥/(€) existiert, und in diesem Fall gilt

2.1) [ D, ©)du = V().
o

Infolgedessen kdnnen wir z. B. die Definition des oberen Integrals
von ¥ auch so schreiben:

{2.2) jyf=@ [ Dep, & ap.

Andererseits ist im Fall der Integrierbarkeit von D¥:

(2.3) | P¥dp = [ (lim D(¥, &) du,
E E ¥
so daB3 also die Frage nach der Giiltigkeit der Gleichung
2.4) r W — J‘ D¥du
£

auf ein Problem der Vertauschung der Integration mit der
Operation lim hinausliuft.

Wir beginnen nun damit, die Ungleichung JT v < I DY zu
E £

behandeln, und erkliren hierzu die folgenden, sich auf eine Zel-
lenfunktion ¥ beziehenden Begriffe. ¥ heillt von beschrinkter

Variation nackh oben, wenn [ W+ < 400, von beschrinkter
E

Variation nach unten, wenn J V= < 400, und vosn beschrinkter
E

Variation, wenn beides der Fall ist, d. h. ] |¥W| < 4 co. Natiir-

lich hingen diese Begriffe von der Fexlnheltsrelatlon < ab; ist €
mit = identisch, so sagen wir z. B., ¥ sei von éesc/zrmz,éz‘(?r
Variation nach oben hinsichtlich der Feinheit der Einteilung.
Dann und nur dann ist ¥ von beschrinkter Variation nach oben,
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wenn es eine terminale Menge 4 von Zerlegungen aus © gibt, so
daB ¥(J) im Bereich aller in den Zerlegungen von 4 enthaltenen
Zellensysteme 3 existiert und nach oben beschrinkt bleibt. Da-
her ist ¥ dann und nur dann von beschriankter Variation nach
oben hinsichtlich jeder Feinheitsrelation in @, wenn ¥(3J) im
Bereich aller Zellensysteme S, die in einer belicbigen Zerlegung
aus O enthalten sind, existiert und nach oben beschrankt bleibt;
in diesem Fall wollen wir sagen, ¥ sei wniversell von beschriankter
Variation nach oben. Die so gebildeten universellen Begriffe sind
einfach die Begriffe hinsichtlich der grébsten Feinheitsrelation,
Ist ¥ von beschrinkter Variation nach oben (hinsichtlich <), so

sind f?’und | ¥ vorhanden und kleiner als + co. Entsprechende
£ E

Aussagen treffen auf Zellenfunktionen von beschriankter Varia-
tion nach unten oder schlechthin zu.

Satz 2. 1. Dann und nwr dann ist ¥ von beschrinkter Variation
nach oben, wenn es in O eine terminale Menge A von Zevlegungen
gibt, so daf} alle S-Ableitungen DV, ©) mit & & A integrierbar
sind und das System ihrer unbestimmien Integrale [ D(¥, @)dy
mit A © B gleichmifig nach oben beschrénkt ist.

Beweis. Aus der Existenz der Integrale der D (¥, &) mit
& & 4 folgt die Existenz von ¥(3) = [ D(¥, € dp, wenn

vy

3 < &, und aus dieser Gleichung ergibt sich weiter, da3 ¥ von
beschrinkter Variation nach oben ist, sobald die unbestimm-
ten Integrale der D (¥, &) gleichmafig nach oben beschriankt
sind. Es sei nun andererseits ¥ nach oben von beschrinkter
Variation und dementsprechend P+ (&) < a < 4 oo fiir alle Zer-
legungen einer gewissen terminalen Teilmenge 4 von ©. Im Fall
ee4 und A € B gilt dann die Unglelchunng (P, &)t dpu
:SZ’ (g) n(AS) < Z Y+ (S) = ¥+ (@) < a << -+ 09,
=
woraus die Existenz von f D(Yf &) du und f DY, &dp <a
folgen.

Wir nennen ¥ totalstetig nach oben, wenn es zu jeder positiven
Zahl € cine positive Zahl 9, ein Element /7 aus B mit u(/7) < -0
und eine in @ terminale Menge A4 gibt, so dal fiir jedes in einer
Zerlegung aus A enthaltene Zellensystem S mit p(Z \V ) <9
die Summe ¥(3) existiert und Y(3) < ¢ wird. Die Definition der
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Totalstetigheit nach unten oder schlechthin erhalten wir sinn-
gemiB, wenn wir die Ungleichung ¥(3) <{e ersetzen durch
— & << W(3) oder | P(I)| << &.! Die Totalstetigkeit von ¥ nach
oben ist offenbar gleichwertig der Totalstetigkeit von ¥*. Be-
deutet P irgendeine Zerlegung aus @, so 1af3t sich A stets als ein
Element der Gestalt 7 = \/ $ bestimmen, wobei & eine endliche
Teilmenge von 9 bildet, die natiirlich von & abhingt. Im Fall
u{E) < 400 kénnen wir /7= E setzen und erhalten so cine ein-
fachere Definition.

Diese Begriffe hingen von der Feinheitsrelation < ab. Die
{iblicherweise betrachtete Totalstetigkeit ist nichts anderes als
die Totalstetigkeit hinsichtlich jeder Feinheitsrelation oder, was
auf dasselbe hinauslduft, hinsichtlich der grébsten Feinheits-
relation in @ und soll hier als wniverselle Totalstetigkeit be-
zeichnet werden. ¥ heil3t also z. B. universell totalstetig nach
oben, wenn es zu jeder positiven Zahl ¢ eine positive Zahl ¢ und
ein Element /A aus B mit u(H) < 4 oo gibt, so daB fur jedes in
irgendeiner Zerlegung aus © enthaltene Zellensystem I mit
u(H '\ I) <6 die Summe ¥(3) existiert und ¥(3I) < & wird.
Von Totalstetighkeit der Feinkheit der Einteilung nack sprechen
wir sinngemil, wenn < gleich  ist.

Satz 2.2. Es seien terminal viele S-Ableitungen D (P, €) inte-
grierbar, und die Moore-Smithsche Folge (| D(W, @)du)z.o

4

ihrer unbestimmien Integrale sei terminal gleichmdfig totalstetig
nach oben hinsichtlich der Feinkheitsrelation K im Indexbereich ©.
Dann ist ¥ totalstetig nackh oben. Ist andererseits W rotalstetig
nach oben wund wvon beschrinkter Variation nack oben wund
p{L2) <+ 00, so sind terminal viele D (¥, &) integrierbar, und die
Folge ihrer unbestimmten Integrale ist terminal gleichmdlBig
totalstetig nack oben; die Annakme p(E) < 4- 0o kann entbehrt
werden, wenn K mit T susammenfallt.

Beweis. Die ecrste Behauptung resultiert unmittelbar aus
V() = st(Y’, S du, wenn I = &, @ € O und das Integral

\

existiert. Zum Beweis der zweiten setzen wir u(£) < 4-co vor-
aus und wihlen die positiven endlichen Zahlen a und § und die

! Diese Begriffe hingen tatsichlich nicht vom MaB g ab.
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terminale Menge A bei gegebenem ¢ so, dal alle D (¥, &) mit
€ € 4 integrierbar sind, ¥*(3) < a fir jedes in einer Zerlegung
aus 4 enthaltene 3 gilt und avBerdem 3[’+(~s) < g, falls p(V 3)<70.

Esseinun 4 € B, @ € 4 und pu(4) < % Dann wird

(2.3) [ D07, @dpn =3 (‘ﬁ)) 1(AS).

A
Wir zerlegen & in die Menge &; aller Zellen S aus & mit
u(AS)
#(S)
w(S) < ° ,u(AS\ Wegen ¥Y+H(&)) < a ist

S Z und die Menge &,= & ~ &, der Zellen S aus € mit

v(S) AS
Py ”<S) p(AS) < 3 WHS) ”pf(s‘)) <o 2P <e

€& SEG,

Ferner gilt

PV &) =3 u(S) < 3 u(dS) < pu(A) < 4,
SEC, E\-s
also

> “” H(AS) < 3 WH(S) = WH(E,) < e

—

SeES, SEE,

Aus (2.3) folgt nun f DY, S)dp <~ 2e.

Ist u(£) = 400 und < gleich =, so verlduft der Beweis ganz
ahnlich. Bei gegebenem positivem & werden wieder a, § und 4
und auBerdem ein in einer Zerlegung 9 enthaltenes Zellensystem
5 bestimmt, so daB A = \/ § ein endliches Maf} hat, ¥+(3) <«
gilt, wenn 3 = @ und & € A4 ist, und Y+(3I) < ¢, wenn I < ¢,
€ & Aund u(H \ 3I) < 8. Dabei 148t sich 4 so einrichten, dal 4
nur Zerlecungen S mit 9 = & enthilt. Es sei nun 4 & B und

n{HA) << . Ferner bedeute & cine Zerlegung aus 4. Wegen

D - € gilt darm fur jede Komponente S von & entweder S < /4
oder A4S = O. Genau wie oben definieren wir &; und &, und
behandeln &, auch in gleicher Weise. &, sei das System der
Zellen S aus €, mit S < /7 und &, = &, ~ &}. Wie oben konnen
wir dann, indem wir dort 4 durch /4 ersetzen, auf u(\/ &) <0
schlieBen. Trivialerweise ist 4 (/ \/ &) = o, also u(H \/ &) < 4,
und nun 148t sich der Beweis wie oben vollenden.
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Mit Hilfe des hiermit bewiesenen Satzes 2.2 folgt nun aus dem
Satz 1.3 unmittelbar der

Satz 2.3. Es sei p(E) << 4 00. Die Zellenfunktion ¥ sei nach
oben totalstetig und nack oben von beschrankter Variation, und
DY sei integrierbar. Dann gilt

(2.6) T!P < J‘D‘Fd,u.
E E
Unter analogen Voraunssetzungen gilt

[ DWPdu < [ WP.
2.7) £ £

Corollar. Zs sei p(E) < +co. Dann trifft (2.6) auf jede
nirgends positive Zellenfunktion ¥ zu, entsprechend (2.7) auf
jede nivgends megative. Ist 'V totalstetig und won beschrinkter
Variation mit integrierbaren Derivierten DY und DW, so gelten
(2.6) und (2.7) gleichzeitig. Jede totalsteiige differenzierbare
Zellenfunktion 'V von beschrinkter Variation mit integrierbarer
Ablettung ist summiervbar und

(2.8) [¥ = [DVdpu,
£ E

insbesondere DY sogar summierbar.

Im Satz wie im Corollar ist die Voraussetzung p(FE) < -+ oo
entbehrlich, wenn & mit © zusanunenfalle

Wir wenden uns nun der entgegengesetzten Ungleichung

[DVdu < TT zu und stellen zunichst notwendige Bedin-
E E

gungen {iber & und < fiir ihre Giiltigkeit auf. Wir sagen, ¢ sei
hinsichtlich < eine feine Uberdeckung von A, abgekiirzt C(A, ©),
wenn folgendes eintritt:

C(A,9). Esist A EC B und R = R, und bedentet A eine be-
licbige hinsichtlich < terminale Teilmenge von O, so enthdlt
N U A ein Teilsystem M mir A <\ M.

Natiirlich 1aBt sich 9 stets als abzihlbares System bestimmen.

Die folgende Eigenschaft von ©® und < heiBt die starke
Vitalische Figenschaft.

1 Vgl auch S. 260,
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V. Ist ¢ >0 und 1" eine hinsichtlich <K terminale Teilmenge
von O, so enthilt jede hinsichtlich < feine Uberdeckung € cines
belicbigen Elementes A aus B endlichen Mafes etn in einer Zer-
legung aus I enthaltenes Zellensystem P mit u(A — A N P) <el

Offenbar kann man fir ¥ immer ein endliches Zellensystem
nehmen.

Unter einer Lipschitzschen Zellenfunktion ¥ verstchen wir
eine, zu der es eine endliche Zahl a gibt, so daB |P(K)| <au(K
fur jede Zelle K. Im Fall u(£E) < 400 ist jede Lipschitzsche
Zellenfunktion universell totalstetig und wuniversell von De-
schriankter Variation.

Satz 2.4. L set p(FE) < + oo, und fiir jede nichinegative Lip-
schitzsche Zellenfunktion 'V gelte

(2.9) [DPau< W
E E

Dann haben @ und < die Vitalische Eigenschaft V.
Die Voraussetzung p(E) < 4 00 kann entbehrt werden, wenn
&L mit T susammentdllt 2 in diesem Fall gendigt es, | 'DWdpu <
E

! _rYf_szr jede nichinegative Lipschitzsche Zellenfunktion ¥ vor-
E

auszusetzen, die unmiversell totalstetiy und wuniversell von be-
schrinkter Variation ist.

Beweis. Wir werden uns der folgenden Abkiirzung bedienen:
DV = \/ D(¥,8), wenn T € . Wir nehmen zunichst

TLS

u(E) < 400 an. Es sei € > o, £ cine feine Uberdeckung von 4
und I"terminal in ®. Wir setzen

P w(K), wenn K € ¢,
") = o,wenn K € & ~ &

Offensichtlich bildet ¥ eine nichtnegative Lipschitzsche Zellen-
funktion mit

(2.10) 0 < DLWV <1

flir jedes T aus 6.

1 An der Giiltigkeit von ¥ indert sich nichts beim Ubergang zu einem
anderen strikt positiven und e-endlichen Maf} auf 8.
2 Vgl. auch S. 260.
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Ist 3 & O und 4 die durch 3 in O bestimmte terminale Menge
aller Zerlegungen €@ mit 3 < &, so enthilt £ (J 4 voraus-
setzungsgemiB ein Teilsystem M mit 4 <V M. Zu jedem K
aus M gibt es dann eine Zerlegung @ mit 3K S und K € C.
Zugleich gilt aber X & £, d. h. D(¥, &) = 1 [K] und deshalb
1 < Dy ¥[K]. Hieraus folgt 1 < Dg¥W [V M], also erst recht
1 < Dy W[A),d. h. wegen (2.10) ist

(2.11) 1= Dz ¥ [4]

Auf Grund von Satz 1.5, 0 < ¥, (2.10) und der Endlichkeit
von p(Z) gibt es Zerlegungen 3 und ¥ aus I' mit 3 < ¥ und
[(Dy¥ — D (¥, %)dp < e Dies zieht wegen D (¥, X) < D3 ¥
E

die Ungleichung
(2.12) [ (DY —D (¥, %)du < ¢
A

nach sich.

Essei P=%N <L DannistP = ¥ und ¥ & I'. Fur jede Zelle
K aus O gilt P(K) = p(K), wihrend wir im Fall K € £ ~ 9
haben Y(K) = o. Daher ist D(¥, %) = 1 [4V P] und DV, ¥)
=0[4d—AYV 9] Aus (2.11) folgt nun D3 ¥ — D(¥, %) =0
4V 9] und DWW — D(¥, %) = 1[4 — A4V P]. Dies bedingt
[ (DY —D W, %)dp=pu(A—AVY), d. h. nach (2.12):
“
nAd— AN ) <e.

Wir betrachten nun den Spezialfall der Feinheitsrelation =,
nehmen also insbesondere an, @ filtriere hinsichtlich = nach
rechts, und lassen die Voraussetzung p(X) <. 4 oo fallen. Es sei
wieder € > o, I' eine hinsichtlich = terminale Teilmenge von @
und € eine hinsichtlich = feine Uberdeckung von 4. Da u(A4) <
-+ o0 ist, kénnen wir aus einer irgendwie gewiihlten Zerlegung 9
ein Teilsystem & herausnehmen, so dall Z = V § ecin endliches
Maf} hat und u(4d — HA) < ¢ wird. Das System aller Zellen
aus &, die in einer Komponente von 9 enthalten sind, bildet wie-
der ecine hinsichtlich = feine Uberdeckung von 4, und daher
stellt das System £ aller Zellen K aus € mit X < A eine feine
Uberdeckung von # A dar. Mit Hilfe von € an Stelle von £ de-
finieren wir nun ¥ ganz genau so wie vorhin, erhalten eine nicht-
negative Lipschitzsche universell totalstetige Zellenfunktion von
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universell beschrankter Variation und haben neben (2.10) auch
noch Dg ¥ =: o[£ -- H],so daBl Dy ¥ wegen p(H) << 400 sum-
mierbar wird. Operieren wir nun mit ¥ und /# 4 statt £ und 4
ebenso wie oben, so bekommen wir schlieBlich u(H A—H AN Y
<ed hopuld— AVY) < 2e.

Vor der Formulierung des folgenden Satzes erinnern wir daran,

daf3 ’_T ¥ und ‘DY diec oberen Integrale und Derivierten hinsicht-
E

lich der Feinheit der Einteilung, =, bedeuten. Dementsprechend
sollen 'C(«1, & und 'V aus C(4, £ und V¥ durch Einsetzen von
fliir <« hervorgehen. Dabei setzen wir dann natirlich voraus, 6
filtriere hinsichtlich = nach rechts. Ist T & O, so sei "Dy ¥ =
VDY, ).

Ic e

Satz 2.5. Das System O von Zeviegungen habe die Viialische
Eigenschaft 'V. Die Zellenfunktion W sei hinsichtlich der Fein-
heit dev Einteilung nach unten tolalsteiig und nach unten von
beschrinkter Variation. Dann sind ' | W und ['DW¥ du vorhanden
und £ £

(2.13) ['D¥du < '[w.
£ £

Ist W hinsichtlich der Feinheit der Einteilung nach oben total-
stettg und nach oben wvon beschrénkter Variation, so gilt ent-
sprechend

T < ['DPdu.

= E

(2.14)

Corollar. (2.13) #ifft auf jede nirgends negative und 2.14)
auf jede nirgends positive Zellenfunktion zu. Ist ¥ hinsichtlich
der Feinheit der Einteilung totalstetig und wvon beschrankier
Variation, so gelten (2.13) und (2.14) gleichzeitig. Ist W hinsichi-
lick der Feinhert dev Finteilung summiierbar, fotalstetig und von
beschrénkter Vartation, so wird W hinsichtlich der Feinheit der
Finteilung auch differenzierbar, 'DW¥ wird summiierbar und

'I‘P = J"DW({/L.
E £

Beweis. 1. Um mit Uberdeckungsbedingungen vom Typ
'C(A, ¥) bequemer operieren zu konnen, bemerken wir zunachst,
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daB auf Grund des distributiven Gesetzes! in ¥ die folgenden
Aussagen iiber eine Teilmenge M von ¥ und ein Element 4 aus
® dquivalent sind: Es ist 4 < V M; zu jedem Element B aus D
mit O << B < A gibt es cin Element A/ aus M mit O << BM.

2. '[ W existiert, weil ¥ nach unten von beschrinkter Variation
E
ist. Wir machen jetzt die beiden folgenden Voraussetzungen, von
denen wir uns spiter wieder befreien werden: [/DW¥du existiere
mit

(2'15) _O(J<J\,Dlljdlu:
£

und es gebe ecine Zerlegung 9, aus @, <o daB 'Dy ¥ iiber £
integrierbar wird mit
(2.16) [ "Dy Wdu < +o0.

E
Wir beweisen (2.13), indem wir fiir die Moore-Smithsche Funk-
tionenfolge (D (¥, €))zce das Kriterium F, des Satzes 1.4 re-
alisieren; da ¥ nach unten von beschriankter Variation ist, haben
wir in der Tat —co <7 W(€) sogar fiir terminal viele Zerlegungen
G.

Is sei also ® &€ @ und & >> 0. Wegen (2.16) gibt es eine posi-
tive Zahl 6, und ein in 9, enthaltenes Zellensystem &;, so dal}
Hy = \/ §, ein positives endliches Maf} hat und
(2.17) IID:‘); Ydu<e

A
flir jedes A aus B mit u(H; A) < 0, gilt. Wegen der Totalstetig-
keit von ¥ nach unten existiert eine positive Zahl &, ein in einer
Zerlegung 9, aus @ enthaltenes Zellensystem $, und eine ter-

minale Menge 1" von Zerlegungen, so daBl A, = V &, ein end-
liches Maf3 hat und

(2.18) —e < V(J)
fiir jedes in ciner Zerlegung aus I enthaltene Zellensystem 3
mit u(H, \/ J) < 8, gilt. Bildet 9 eine Verfeinerung von %), und

Dy, so 1aBt sich X = H, \/ H, in der Gestalt // = V H mit
H < P darstellen. Wir setzen § = 8 ~ 4, und

! Siehe z. B. [2] S. 165.
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&
2.19) N =
(219 1=

3. Zu beliebigem, von O verschiedenem & aus B und einer be-
liebigen Zerlegung T gibt es eine Komponente X eciner Verfeine-
rung von T mit A B == O und

Y(K) <
(2.20) (%) = DY -y K B].
Andernfalls wire niamlich 2 = V K5 und gl((g)) <'DY —qy
KeG
KB+0

A B] fiir jede Verfeinerung @ von T und jede Komponente X von
€ mit KB = 0, also D(¥, ) <'D¥ - [B]. Infolgedessen
gilte auch "Dy ¥ < 'DY¥Y — 5 [B] im Widerspruch zu 'D¥ <
'"Dy¥, B == O, >0 und der aus (2.15) und (2.16) folgenden
Endlichkeit von "D,

4. Wir setzen Gy = H{'Dg¥ <'DY¥ + 5}, wenn T & 6.
Aus T = € folgt Gy < G, und wegen der Endlichkeit von "OY
ist \/ Gy = H. Der Satz 1.2, auf die Folge der charakteristischen

Tco
Funktionen der G¢ angewandt, zeigt nun, daf li%n‘u((}‘;) = u(H).
Daher kénnen wir eine Zerlegung 3 so bestimmen, dall & = G,
die Ungleichung

(2.21) f(H — Gy <2

2

erfullt. Da die Folge (G3) monoton wichst, 148t sich 3 auBerdem
so einrichten, daBl 9 = 3 und R = 3 ist und jede Verfeinerung
von 3 zu I" gehért. Nach Definition von G giit

(2.22) DWW <'DY + 1 [G].

5. Es seien nun &, ..., &, Verfeinerungen von 3. Wir be-
trachten das System £ aller Zellen X mit X G == O und

PE) - .
(2.23) <<1<>) < DV —q [KG].

Ist O << B < G und erfiillt eine Zelle K die Relationen X' B == 0
und (2.20), so erst recht K G == O und (2.23), d. h. K & £. Nach
dem unter 1. und 3. Bewiesenen hat daher £ die Eigenschaft
'C(G, ), so dall nach 'V eine Verfeinerung ¥ von &,,..., G,
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existiert, die ein Teilsystem P von £ mit u(G— GV P) < %, also
nach (2.21) mit p(H — H\ P) < 6 enthilt. Wegen 9 =3 £

gilt fir jede Zelle K aus P entweder K < H oder KH = O, so
daB wir von vornherein 2 = V9 < A und damit

(2.24) p(H —P) <6
annehmen konnen.

6. Wegen P < £ und nach Definition von £ trifft (2.23) auf jede
Zelle K aus P zu. Hieraus und aus (2.22) folgt

III(K) YN/ -
) << DY — 2 [KG].

)
Wegen 3= &, (£ =1,...,p) ist weiter \V D(¥, &) <'D, ¥,

A=1
d. h.

BE) & G o e
,u(K) S:k\=/1D<I’Cb) 277 [KG]

Nun bleibt die auf der rechten Seite dieser Beziehung stehende
Funktion infolge von K € ¥ und &, = ¥ (£ =1, ..., p) offen-
bar konstant in X, und nach Definition von £ ist £ G == O, so daf}
wir sogar
w(K)
n(K)

> \/ D(Y’ S, — 21 [K]
und damit
?
D, %> VD, 8)—27 [P]
A=1

haben, also wegen P < / und (2.19):
P
(2.25) [V D, Spdp < [DW, ®)du + 2¢.
Poa=1 P

Auf Grund von (2.24), P = ¥ und ¥ € I" gelten (2.17) und
(2.18), wenn wir 4 = £ — Pund I = ¥ ~ 9 setzen. Dabei ist
aber ¥(3) = f D, )dp und aus OV, = &, (k=1,...,5)

folgt \/ D(‘P Sy < "Dy W, so daBl wir mit Hilfe von (2.23)
:chthhch

Miinchen Ak, Sh. 1955 20
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?
VDo eyau < EID(?« X)dp + 4e
1

E k=

erhalten. Hiernach ist F, erftllt, also (2.13) bewiesen.

7. Wir lassen jetzt die zweite der beiden zusitzlichen Voraus-
setzungen, die wir unter 2. einfithrten, ndmlich die Existenz
einer Zerlegung 9, mit (2.16), fallen. Essei U = {U,, U,, . . .} €0.
Zu jeder natiirlichen Zahl s definieren wir ¥, (K) = ¥(X),
wenn die Zelle K nicht Teil eines U, ist, und ¥, (K)= VY(&) ~

2?““(([][("; , Wenn K S Ui' Dann erd ]'Ijm wegen T; = Yj“ eben-
‘ﬂ 1

falls nach unten totalstetig und nach unten von beschrinkter
Variation. Ferner ist ¥, < ¥, also

(2.26) Tw, < (v
Fo E

Fiir jede Verfeinerung @ von U gilt D(¥,,, €) = D(¥, &) ~

m?

2’,u(U) [U], d. h.im Fall U = T:
=y A m ‘
(2' 27) DIT"‘ - Dzyj -~ P (Uz) [Uz] .

Dies bedingt die Integrierbarkeit von Dy ¥, und I’D ¥, du <
m < - 00. Aus (2.27) folgt weiter

"D = 'D ”__
(2.28) DY, = "DV ~ NP 7.1,

inshesondere (DY, )~ = ("DW¥)~, so dal} nach (2.15) auch alle
'DY¥ , integrierbar sind mit -—oo < ['D¥, du. Aus dem bisher
E

schon Bewiesenen erhalten wir daher

(2.20) [Dw,an < '[®,
E

E

fiir jedes m. Aus (2.28) folgt auBerdem 'DY¥ < 'DY¥, .,
und lim ‘DY, = 'D¥, also nach dem Satz von B. Levi:

llmf D oAU = [’Z)‘F Hieraus und aus (2.26) und (2.29) er-

glbt sich w1cderum (2.13).
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8. Daf}3 die schlieBlich noch {ibriggebliebene zusitzliche An-
nahme, "D W sei integrierbar mit (2.13), unter den gegenwirtigen
Voraussetzungen von selbst erfiillt ist, bildet einen Teil des fol-
genden Satzes, in dessen Beweis wir (2.13) nur unter dieser zu-
sitzlichen Annahme (2.15), ndmlich nur bei nichtnegativem ¥,
benutzen.

Satz 2. 6. Hat das System O die Vitalische Eigenschaft 'V, so
erfiillt jede Zellenfunktion ¥ die Ungleichungen

(2.30) [(D¥yrdp < '[W+,  [(D¥) dp <[V,
E £ B

.3 [I'Ddn < [1W, (1D du < |,

E

Daher sind (DY) und ('DW)* summierbar, wenn ¥ nach oben
von beschrinkter Variation ist, (DW¥)~ und (DY)~ sind sum-
mierbar, wenn ¥ nackh unten von beschrinkter Variation ist, und
'"DY und' DV sind summierbar, wenn ¥ von beschrinkter Varia-
tion ist, falls ,,von beschrinkter Variation nack oben' usw. hin-
sichtlich T verstanden wird.

Beweis. Es ist D(¥, @+ = D(¥*, @) und daher "(D¥)*+ =
'D(¥+). Wenden wir nun (2.13) auf die nichtnegative Zellen-
funktion ¥* an, so erhalten wir die erste der Ungleichungen
(2.30). Aus ihr ergibt sich die zweite, wenn ¥ durch —¥ ersetzt
wird,

Ferner gilt |D(¥, @)| = D(|¥|, € und daher |'"D¥| <
"D|¥|und |'DW¥| <'D|¥|. Aus (2.13), angewandt auf |¥|,
folgt (2.31).

Aus den Sitzen 2.3 und 2.5 erhalten wir schlieBlich den

Satz 2.7. Das System O von Zerlegungen habe die Vitalische
Ligenschaft 'V. Die Zellenfunktion V sei nach der Feinkeit der
Einteilung totalstetig und wvon beschrinkter Variation. Dann
oilt
¥ = ['DVay, ¥ = ['D¥du,

E

E £ E

und diese Integrale sind endlich.

20%
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Corollar. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist W nach
der Einteilung dann wund nur dann differenzierbar, wenn V¥
summierbar ist, und tn beiden Féllen wird

¥ = ['DVdu.
E £E

§ 3. Unabhingigkeit von der Feinheitsrelation

Wir konnten cinen Teil der Ergebnisse des vorigen Paragra-
phen, vor allem den Satz 2.5, nur mit der Feinheitsrelation ©
ableiten. Die meisten in der Praxis vorkommenden Systeme 6
von Zerlegungen und die darin betrachteten Feinheitsrelationen
<« sind jedoch so beschaffen, da3 die oberen und unteren Deri-
vierten aller Zellenfunktionen und die oberen und unteren Inte-
grale der totalstetigen Zellenfunktionen hinsichtlich = und «
Uibereinstimmen, so daf} sich unsere Ergebnisse unmittelbar auf
den Fall der allgemeineren Feinheitsrelation < {ibertragen. Wir
werden uns daher jetzt der Untersuchung von Bedingungen tiber
© und < zuwenden, die diese Gleichheit der Derivierten und
Integrale hinsichtlich ©® und < sicherstellen, und werden uns
dabei der Einfachheit halber nur mit oberen Integralen und Deri-
vierten beschiftigen.

Wir nehmen also jetzt an, das System € von Zerlegungen von
E in abzdhlbar viele paarweise fremde Zellen sei nach rechts
filtrierend sowohl in bezug auf — als auch in bezug auf eine
zweite Feinheitsrelation <. Wir formulieren zunichst die fol-
gende Bedingung ber O und <.

R. Zu jeder Zeviegung T aus O, jedem Element H aus B mit
w(H) < +00 und jeder positiven Zahl O gibt es in O eine hin-
sichtlich & terminale Menge A von Zerlegungen, so daf} bet be-
liebigem & aus A das Supremum Rg aller Komponenten von €,
die keinen Teil einer Komponente von T bilden, die Ungleichung
u(H R < 6 erfiillt.

Es gentuigt offenbar, R nur mit speziellen Elementen A zu for-
mulieren, z. B. nur mit allen Elementen der Gestalt 7=\ 9,
wobei § alle endlichen Teilmengen einer festen Zetlegung von £
durchldutt, und im Fall p4(%Z) < 4 co reicht die Formulierung
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mit 2 = E aus. Die Feinheitsrelation = hat natiirlich die Eigen-
schaft R, denn wir brauchen ja 4 nur gleich der terminalen Menge
aller Zerlegungen & mit T = & zu setzen.

Satz 3.1. Fiir jede nichtnegative, Lipschitzsche und universell
totalstetige Zellenfunktion W von unmiversell beschrinkter Varia-
tion gelte

(3.1) j?’ﬁ!lp

Dann haben O und < die Eigenschaft R.

Beweis. Wir nehmen an, fiir — hinsichtlich « - konfinal viele
& sei u(H Re) > 0. Wir definieren ¥ (K) = o, wenn die Zelle K
in einer Komponente von  enthalten ist, und andernfalls ¥(X) =
n(HK). Offenbar ist ¥ nichtnegativ, Lipschitzsch, universell
totalstetig und universell von beschriankter Variation. Es gilt

Y(¥) = o fur jede Zerlegung ¥ mit T = %, also f ¥ =o. An-

dererseits ist Y(&) = u(H Rz) > o6 tir - bezug]lch < - konfinal
viele &, also I ¥ > 6 im Widerspruch zu (3.1).

Die Bcdmgung R, dic nach dem eben bewicsenen Satz fiir die
Giiltigkeit der Ungleichung (3.1) innerhalb einer engen Klasse
von Zellenfunktionen notwendig ist, erweist sich auch als hin-
reichend im Bereich einer sehr viel umfassenderen Klasse von
Zellenfunktionen, wenn @ der folgenden, in allen praktisch vor-
kommenden Fillen erfillten Forderung tiber die Moglichkeit,
gewisse disjunkte Zellensysteme zu Zerlegungen zu erweitern, ge-
nugt:

E. /st T E O und I ein endliches disjunktes System von Zel-
len, deren jede einen Teil einer Komponente von T bildet, so gibt
es eine Zerlegung 3 mit I S 3 und T = 3.

Satz 3.2. Hat O die Eigenschaft E, so ist die Bedingung R
tiber @ und <K hinreichend dafiir, daf (3.1) fiir jede beziiglich <
nach oben und beziiglich T nach unten totalstetige Zellenfunktion
YV gilt, deren obere Integrale hinsichtlich <€ und © existieren®

Beweis. Zu gegebenem positivem ¢ existieren wegen der To-
talstetigkeit von ¥ beziiglich < nach oben und beziiglich ©

! Vgl. [20], Théoreme 1V, wo < die Feinheit nach der n-Norm bedeutet.
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nach unten zwei Elemente endlichen MaBles /7; und H, aus 9,
zwei positive Zahlen 6; und d, und zwei Zerlegungen Z; und T,
sodaBaus R; © &, T, <« Sund n(H; V Ry < 6, folgt P(R,) <,
und aus R, = 3, T, =3 und u(H, V Ry) << 9, folgt—e << W(R,).
Wir setzen A = H; ~ Hyund 6 = 6, ~ 0.

Da im Fall ‘[ ¥ = + oo nichts mehr zu beweisen bliebe, kén-
nen wir eine Zahl a mit ‘[ Y < a < 4 oo betrachten und dazu

eine Zerlegung ¥ derart wahlcn, daB3 erstens I, =& wird und
zweitens aus T =3 folgt ¥ (3) < a. Zu I, A und 6 bestimmen
wir eine in @ hinsichtlich < terminale Menge 4 gemal R, doch
richten wir 4 gleich so ein, daB fiir jedes @ aus 4 gilt ¥, « &.

s sei nun @ € 4 und M das System aller Komponenten von
&, die einen Teil einer Komponente von € bilden, also A/ R; =
H—H \/ M. Nach Wahl von 4 ist u(HR:) <6, auBerdem
1 (H) < +oco, und daher gibt es ein endliches Teilsystem I von
M, so dal3 auch noch

(3-2) p(H—H\ 3) <06

wird. Setzen wir R, = & ~ J, so erhalten wir wegen T, < &
und (3.2) die Ungleichung W(®,) <e¢, d. h.

(3-3) Y(S) < W) +e

Nach E gibt es eine Zerlegung 3 mit § © 3 und ¥ = 3. Dann ist
erst recht &, = 3, also wegen (3.2), wenn wir R, = 3 ~ I defi-
nieren, — & <7 P(R,) und damit Y(3) < ¥(3) + e Aus T = 3
resultiert schlielich ¥(3) < «, also, wenn wir noch (3.3) heran-
zichen, ¥(&) < a 4- 2e. Da dies hei beliebigem & aus A gilt,

ist J VY < a4 2¢ d h JT Y < @, und da a eine beliebige Zahl
E E

mit l[ ¥ < a < 4-co bedeutete, folgt hieraus die Behauptung

Z
(3.1).

Das Wesentliche der Sitze 3.1 und 3.2 zusammenfassend kdon-
nen wir sagen, die Bedingung R tiber 6 und < sei notwendig und
hinreichend dafiir, daB3 zwischen den oberen Integralen hinsicht-
lich < und Ceiner jeden totalstetigen Zellenfunktion ¥ die Un-
gleichung (3.1) bestehe. Die folgende Bedingung U {iber @ und
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« wird sich als notwendig und hinreichend dafiir erweisen, daf3
die oberen Derivierten jeder Zellenfunktion ¥ hinsichtlich <
und  der Ungleichung

(3-4) DY <'DY

geniigen.

U. Zu jeder Zerlegung T aus O, jedem Element I aus B mit
p(H) < +00 und jeder positiven Zahl § gibt es in O cine hin-
sichtlich & terminale Menge A von Zerlegungen, so dafl, wenn
R das Supremum aller Komponenten der Zerlegung & bezeich-
net, die keinen Teil einer Komponente von T bilden, die Un-
gleichung u(H \/ Rg) < 0 gilt.

Ced

Auch hier wieder geniigt es, U nur mit speziellen Elementen /7
2u formulieren, z. B. nur mit allen Elementen der Gestalt 7=\ §,
wobei § alle endlichen Teilmengen einer festen Zerlegung von £
durchlauft, und im Fall p(%) < +co reicht die Formulierung
mit /Z = £ aus. Die Feinheitsrelation = hat offenbar die Eigen-
schaft U.

Die oben gebrachte Formulierung von U 143t die Analogie zu
R besonders hervortreten. Es ist aber in vielen Fillen bequemer,
mit einer etwas anderen Formulierung zu operieren. Bei gegebe-
nen Zerlegungen T und & definieren wir &% als das Supremum
aller Komponenten von &, die keinen Teil einer Komponente von
% bilden. Ist 3 & 0, so sei P% =\ R%, und sodann P* = A P%.

BL® Beo
Offenbar ist nun U dquivalent damit, daB3 bei beliebigem ¥

aus O und beliebigem /7 aus B mit p(H) < 4 oo gelte Iifgn

I (HP%) = 0, wobei lim hinsichtlich & zu verstehen sei. Diese
Formutierung wiederum ist nach Satz 1.2, da die Folge (P%)SEO
hinsichtlich < monoton fillt, gleichwertig mit 2% = O fiir jedes
1.} Hiernach hingt die Erfullung von U gar nicht vom Ma6 u ab.

Satz 3.3. Fiir jede nichtnegative, Lipschitzsche und universell
totalstetige Zellenfunktion W von universell beschrinkter Varia-
tion gelte (3.4) Dann haben O und < die Figenschaft U.

Beweis. ¥ und /7 seien wie in U gegeben. Wir setzen Y(K) = o,
wenn die Zelle X keinen Teil einer Komponente von € bildet,

! Zu diesen Umformungen vgl. den Beweis cines Lemmas von D. Ruto-
witz In [11] S. 232, Vgl. ferner S. 272.
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und andernfalls W(&X) = u (A K). Offenbar ist ¥ nichtnegativ,
universell totalstetig und universell von beschrinkter Variation.
Es gilt D(¥, %) = o flir jede Zerlegung ¥ mit T %, also
'"DY¥ = o. Aus (3.4) folgt daher, weil ¥ nichtnegativ ist,

(3.5) DY = o.

Zu jeder Zerlegung 3 definieren wir Qg = {o << Dg¥}. Die
Folge (Qg)gce fillt monoton hinsichtlich < und wegen (3.5)
gilt

[st nun 3K &, K & € und X nicht Teil einer Komponente
von 7, so wird D (¥, &) = " ](g? (K] und somit Dy ¥ >

BHK) K. Hieraus folgt KX < Q, im Fall O < /K nach
pn(K) & 3

Definition von (g und im Fall 7K = O trivialerweise, also
HRE < Qgund daher HP% < Qg Aus (3.6) erhalten wir jetzt U.

Satz 3.4. Hat O die Eigenschaft E, so ist die Bedingung U
tiber O und < hinreichend dafiiv, daff (3.4) fiir jede Zellenfunk-
tion VY gilt?

Beweis. Es sei T & @ und M das System aller Komponenten
einer Zerlegung &, dic einen Teil einer Komponente von T dar-
stellen, also Z — RZ = \/ M. Auf Grund von E gibt es zu einem
beliebigen endlichen Teilsystem I von M eine Zerlegung 9 mit

SSCYDund T =Y, d. h. DV, &) =D, ") < D[V 3]
Hiernach gilt D(¥, @) <'D W[V J] fiir jedes endliche Teil-
system 3 von Mund daher auch D(¥, @) <'D W [\/ M]. Ist nun
3 € O und 3 <« €, so folgt hieraus wegen / — P% < VM erst
recht D(¥, &) < D ¥[E — P3], und diese Unglgichung, fiir
jedes @ mit 3« € r1cht1g, ziecht DYV <'D W |FE — P 3l nach

sich. Dies gilt fiir jedes 3 und es ist £ — P1 8\/ (FE— %
6
also D <'Dy W [E— PY. Aus P¥ = O ergibt sich nun DY <

"Dy W fiir jedes T, d. h. (3.4).
Angesichts der Sitze 3.1-3.4 wird man sich fragen, wann denn
nun in den Ungleichungen (3.1) und (3. 4) das Gleichheitszeichen

! Zum Fall der Derivierten ,,im Mittel* vgl. [20], Théoréeme 1V, wo « die
Feinheit der Norm nach bedeutet,
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stehe. Dazu reicht dann offenbar die folgende Eigenschaft von @
und < hin, die simtlichen in Anwendungen auftretenden Fein-
heitsrelationen und insbesondere stets der Feinheit der p-Norm
nach zukommt:

Z° /st X, S E Ound T €, 50 auch T S2

Wenn Z0 erfullt ist, wird ‘D% < DV fiir jede Zellenfunktion

¥, und /J—‘ Y <L f‘]f, soweit die betreffenden Integrale vorhanden
E E

sind. Hierzu wiirde bereits die folgende, etwas schwichere For-
derung ausreichen:

Z. [ede hinsichtlich <& terminale Menge wvon Zerlegungen ist
auch hinsichtlich = terminal.

Die umgekehrte Forderung:

B. Jede hinsichtlich © terminale Menge von Zerlegungen ist
anuch hinsichtlich <& terminal,
die zusammen mit Z oder Z° die Aquivalenz von < und = im
Sinne der Grenzwerttheorie nach sich zieht, bedingt die Giltig-
keit der Ungleichung (3.4) fur jede Zecllenfunktion ¥, und die
von (3.1) auch bei nicht totalstetigem ¥, soweit '[ % und [ ¥

E E
existieren. Formuliert man B in der folgenden Gestalt:

B. Zu jeder Zerlegung T aus O gibt es etne hinsichilich < ter-
minale Menge A, so dafy bei beliebigem € aus A jede Komponente
von & einen Teil einer Komponente von X bildet,
so siecht man unmittelbar, dall es sich um eine Verschiarfung von
U und R handelt.

Uber den Zusammenhang der Forderungen R und U klirt uns
der folgende Satz auf, in dem man sich R, Uund ¥ immer mit der
gleichen Feinheitsrelation < formuliert denken muf.

Satz 3.5. Aus U folgt R. Aus R und V folgt U.

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. Es seien nun Rund ¥V
erflllt, T cine Zerlegung aus @, A ein Element endlichen MaBes
aus ¥ und 9 eine positive Zahl. Auf Grund von R 1af3t sich eine
hinsichtlich < terminale Menge I" derart bestimmen, daf3

(3:7) nUTRZ) < 9
auf jede Zerlegung @ aus I zutrifft.

! In der Darstellung der Theorie der Integration von Zellenfunktionen in
[1] S. 298-311 z. B. wird Z° von vornherein vorausgesetzt,
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Bei festgehaltenem € bezeichnen wir mit R das System aller
Komponenten einer Zerlegung &, die keinen Teil einer Kompo-
nente von ¥ darstellen, so daf3 also Ré =\ Rz wird, und setzen

¢ = | J Re. Offenbar liegt C(P*, 8) vor, denn ist 3 € @ und 4
€co
die terminale Menge aller Zerlegungen @ mit 3 < &, so gelten

mit der Abkiirzung M = |_J Rz die Ungleichungen M = ¢N | )4
8« &
und PT < PE= VM Nqach V existiert daher cine Zerlegung &
aus I"und ein Teilsystem P von 8N & mit u (H P¥ — 7 PE\/ ) <
0. Nach Definition von £ bildet keine Zelle aus 9 cinen Teil einer
Komponente von &, so dal P = R, d. h. VP < R%, also wegen
(3.7)und & & I'auch u(H P*\ V) < 6 und somit u(H P¥) < 26
gilt. Demnach ist // P* = O fiir jedes /7 und ¥, d.h. U bewiesen.

Auf weitere Zusammenhinge zwischen U einerseits und Vita-
lischen Bedingungen andererseits fithren die folgenden Sitze,
die insbesondere zeigen, dall U unter den Annahmen E und Z
notwendig und hinreichend fiir dicAquivalenz von Uberdeckungs-
oder Vitalischen Bedingungen hinsichtlich < und  ist, in dhn-
licher Weise, wie sich U als notwendig und hinreichend fiir die
Aquivalenz der oberen oder unteren Derivierten beliebiger Zellen-
funktionen hinsichtlich < und = erwies.

Satz 3.6. Bei beliebigem A aus B mit n(A) < + co und belie-
bigem, in S enthaltenem £ folge 'C(A, &) ans C(A, ©). Dann habern
O und & die Eigenschaft U.

Beweis. Es sei T & @, #/ & B und u(H) << +o00. Wie im Be-
weis des vorangegangenen Satzes bezeichnen wir das System aller
Komponenten einer Zerlegung &, die keinen Teil einer Kompo-
nente von T darstellen, mit R, setzen £ = () R und erhalten

€co
C(H P*, %), also nach Voraussetzung auch 'C(/ Py, £). Bedeutet
A das hinsichtlich = terminale System aller Zerlegungen € mit
I C G, so0 gilt demnach ZP% </ (€N JA). Nun ist ¢l ) 4
aber leer, denn jede Zelle aus | J4 und keine Zelle aus £ bildet
einen Teil einer Komponente von %. Daher wird / P* = O, so
dall U erfiillt ist.

Satz 3.7, Aus Z und 'C(A4, %) folgt C(A, ). Aus E, U und
C(A, %) folgt 'C(A4, ©).

Beweis. Die erste Behauptung ist trivial. s seien nun E, U
und C(A, ¢) erfillt, und A bedeute eine hinsichtlich = terminale
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Menge, enthalte also etwa die Menge aller @ mit T = &, wobei &
eine feste Zerlegung darstellt. 3 sei eine beliebige weitere Zer-
legung aus O und I' die Menge aller £ aus @ mit 3 < . Wegen
C(4,9ist 4 < V(&N I'). Bildet nun die Zelle K aus tN{J I’
einen Teil einer Komponente von %, so gibt es nach E cine Zer-
legung @ mit K € @ und T &,d. h. K € ¢N{J4. Andern-
falls ist & < P} nach Definition von I'. Somit gilt 4 — 4 PEL
V (8N UJ4), und zwar fiir jedes 3 aus 6. Aus A Pg = O folgt
daher 4 < V(N U4), d. h.'C(4, 9. 3

Ubrigens wird die Voraussetzung E zum Beweis des Satzes
3.7 offenbar nur im Fall eines einelementigen Systems I bendétigt.

Satz 3.8. Das System O von Zerlegungen und die Feinkeits-
relation € mdgen die Eigenschafien E und Z haben. Dann folgt
'V aus V und V folgt aus 'V und U.

Beweis. 1. Es sei V erfiillt, [” hinsichtlich = terminal in 0,
e >0, p(A) << +cound 'C(A4, £). Wir bestimmen ¥ so, dal} alle
Zerlegungen @ mit T = € zu I” gehoren. Definieren wir M als
das System aller Zellen aus ¢, die einen Teil einer Komponente
von T darstellen, so gilt natiirlich auch 'C(4, M). Nach Satz 3.7
und wegen Z haben wir dann C(4, M), so daBl es auf Grund von
V ein endliches Teilsystem P von M mit u(4 — AV P) < ¢ gibt.
Aus E folgt die Existenz einer Zerlegung 3 mit 9 & 3 und
T3 d h 3& N und damit 'V,

2. Es seien 'V und U erfiillt, I" hinsichtlich < terminal in O,
e >0, n(Ad) <+ oo und C(A, &). Nach Z ist I" auch terminal
hinsichtlich =, und nach Satz 3.7 und wegen E und U haben wir
'C(4, L), so daB es auf Grund von 'V ein Teilsystem P von € und
cine Zerlegung @ aus I'mit P & Sund p(4 — AV P) < e gibt,
womit ¥V bewiesen ist.

Es ist schlieBlich zur Ubertragung der nur mit der Feinheits-
relation © formulierten Sitze des vorigen Paragraphen auf den
Fall einer allgemeineren Feinheitsrelation < zweckmiBig, das
Verhiltnis der Begriffe ,,beschrinkte Variation* und ,,total-
stetig" hinsichtlich = und < zu untersuchen. So haben wir
offensichtlich den

Satz 3.9. Unter der Annahme Z ist jede Zellenfunktion von be-
Schrdnkter Variation hinsichtlich < auch von beschrinkter
Variation hinsichtlich ©. Unter der Annahme B ist jede Zellen-
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Junktion von beschrénkter Variarion hinsichilich & auch von
beschrinkter Variation hinsichtlich <. Das Entsprechende gilt
mit den Begriffen ,,von beschrinkter Variation nack oben'* und
nnach unten't.

Satz 3.10. Unter der Annakme Z ist jede hinsichilich < total-
stetige Zellenfunktion auch totalstetig hinsichilich <. Unter der
Annakme B ist jede hinsichtlich T totalstetige Zellenfunktion
auch totalstetig hinsichtlich <. Das Entsprechende gilt mit den
Begriffen | totalstetig nack oben'' und | nack unten*.

Einfache Beispiele zeigen, dal3 sich die Bedingung B in keinem
der beiden Sitze 3.9 und 3.10 durch U ersetzen 14Bt, auch nicht
unter der Voraussetzung E.

Wir wollen nun die Konsequenzen, die sich aus den hier be-
wiesenen Kriterien flir die Sitze des § 2 ergeben, kurz andeuten.
Aus den Sitzen 3.2, 3.9 und 3.10 folgt, dal die Ungleichungen
(2.6) und (2.7) des Satzes 2.3 unter den Voraussetzungen Z, E
und R auch im Fall u(£) = + oo fiir jede Zellenfunktion ¥ gel-
ten, die hinsichtlich <« totalstetig und von beschriankter Varia-
tion mit integrierbaren Derivierten D% und DY ist. Beim Be-
weis hat man nur zu beachten, daf3 aus Z resultiert 'O < DY,
so dal [DWdu = -+ co und damit (2.6) trivial wird, wenn 'D¥

E

nicht integrierbar ist.

Auf Grund der Sitze 3.2 und 3.8 ist im Satz 2.4 die Voraus-
setzung p(£) < 4+ co unter den Annahmen Z, E und U entbehr-
lich, und es geniigt dann wieder, (2.9) nur fiir jede nichtnegative
Lipschitzsche Zellenfunktion ¥ vorauszusetzen, die universell
totalstetig und universell von beschrinkter Variation ist.

Unter den Voraussetzungen Z, E und U gelten schlieBlich die
Sdtze 2.5, 2.6 und 2.7 auch dann, wenn man in ihnen iiberall =
durch < ersetzt, und es sind jeweils die entsprechenden Derivier-
ten und Integrale hinsichtlich = und < identisch.

Die Uberdeckungs- und Vitalischen Bedingungen aus § 2
lassen eine etwas einfachere und der sonst iiblichen Gestalt dhn-
lichere Formulierung® zu, wenn © und die Feinheitsrelation <
gewisse zusitzliche Eigenschaften haben, deren Charakter sich

! Zum Folgenden vgl. die in der vorangegangenen Note [17] gebrachten
Formulierungen sowie [11] N1, 10.1.1.4.
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dem von E vergleichen 1af3t und die in vielen praktisch interessan-
ten Fillen erfiillt sind.! Da in allen Uberlegungen nur Zellen auf-
treten, die Komponenten von Zerlegungen darstellen, lduft zu-
niichst das folgende Axiom lediglich auf eine Art Normierung
des Systems aller Zellen hinaus:

K. FEsist & = )0.

Sodann betrachten wir die Bedingung

D. Ist R E O und I ein endliches disjunkies System von Zellen,
und gibt es zu jeder Zelle | aus I eine Zerlegung © mit | © S und
T K G, so gibt es auch eine Zerlegung 3 mit 3 © 3 und T < 3.

Unter der Voraussetzung I 1Bt sich die Vitalische Bedingung
V folgendermaBen vereinfachen:

Vy. Ist € > 0, so enthdlt jede hinsichtlich < feine Uberdeckung
eines beliebigen FElementes A aus B endlichen Mafles ein dis-
Junktes Zellensystem P mit p(A — AN YP) < e.

Die folgende, schon im Beweis des Satzes 3.7 aufgetretene Be-
dingung bildet eine Abschwichung von E:

E,\. Jst T & O und [ eine Zelle, die einen Teil einer Komponente
von T bildet, so gibt es eine Zevlegung 3 mit J = 3 und T = 3.

Bezeichnen wir die mit = statt < formulierte Bedingung D
sinngemdf} durch ‘D, so folgt offenbar ‘D aus E, so da3 E die
entsprechende Vercinfachung 'V, von 'V gestattet. Andererseits
folgt E aus E, und 'D.

Dafiir, da3 ¢ eine feine Uberdeckung von A hinsichtlich ©
bilde, ist unter der Annahme K notwendig und unter der An-
nahme E; hinreichend, daB folgendes eintritt:

Esist A G B und £ S 8, und bedeutet K eine belicbige Zelle
und M das System aller Zellen aus &, die einen Teil von K dar-
stellen, so ist AK < \/ M.

Ahnliche Vereinfachungen im Fall der Feinheit nach der -
Norm gestatten die folgenden Forderungen.

N. Es gibt Zerlegungen belichig kleiner p-Norm.

W. Zu jedem endlichen disjunkten System 3 von Zellen exi-
stiert eine Zerlegung & aus O mit 3 € & und v(S) = \ n(/).

VAR

Wi Zu jeder Zelle | existiert eine Zerlegung & aus O mit
J € Cundv(S) = u()).

''Vgl z. B [11] Nr. 10.1.1.1 und 10.1.1.2.
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Es bedeute <« jetzt die Feinheit nach der u-Norm. Dann folgt
D aus W, so daBl W dic oben angegebene Vereinfachung ¥, der
Vitalischen Bedingung V gestattet. Andererseits folgt W aus W,
und D. Dafiir, daB3 £ eine feine Uberdeckung von A bilde, ist
unter der Annahme N notwendig und unter der Annahme W)
hinreichend, daB folgendes eintritt:

Esist A € D und L R, und bedeutet 6 eine positive Zahl
und M das System aller Zellen L aws & mit u(L) < 6, so ist
4 < VM

Auf Umformungen der Definitionen der Zellenfunktion von
beschrankter Variation und der totalstetigen Zellenfunktion
unter den eben angefithrten Bedingungen, insbesondere D, E
oder W, wollen wir nicht eingehen, da sie evident und unwesent-
lich sind. Es sei nur bemerkt, daf3 die universelle Totalstetigkeit
einer Zellenfunktion unter den Annahmen W und p(£) < +4-co
dquivalent ist mit ihrer Totalstetigkeit nach der Feinheit der
u-Norm. Dagegen wollen wir eine hinreichende Bedingung dafur
angeben, daB jede hinsichtlich <« totalstetige Zellenfunktion auch
von beschrinkter Variation hinsichtlich < ist, weil in diesem
Fail die Sitze 2.2, 2.3, 2.5 und 2.7 eine einfachere Formulierung
zulassen.

Y. Zu jeder positiven Zahl O gibt es eine hinsichilich < ter-
minale Menge A, so daff v(€) < 8 fiir jede Zerlegung & aus A
gilz.

Aus Y folgt natlirlich V. Unter der Annahme N kénnen wir
Y die folgende Form geben: Jede /hinsichtlich der Feinkheit der
u-Novm terminale Menge st auch hinsichilich <& terminal.
Demnach sind Y und Z unter der Voraussetzung N gleichwertig
in dem Spezialfall, dall <« in Z die Feinheit der u-Norm nach und
in Y die Feinheit der Einteilung nach, =, bedeutet.

Satz 3.11. Erfiillen © und < die Bedingung Y, so ist jede hin-
sichtlich & nack oben toralstetige Zellenfunktion auch nach oben
von beschrankter Variation hinsichtlich <.

Beweis.] ¥ sei nach oben hinsichtlich < totalstetig. Wir be-
stimmen dementsprechend eine hinsichtlich < terminale Menge
I" von Zerlegungen, ein Element /7 aus ¥ endlichen MaBes und

11In Anlehnung an [11] Nr. 10.2.3, 4. Satz.
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cine positive Zahl 8, so daB aus I © &, & & Nund u(7 V 8) <29
folgt ¥+(3) < 1. Gemal Y gibt es dann eine hinsichtlich < ter-
minale Menge 4, so dafl »(@) < 6 fiir jedes & aus A. Der Durch-
schnitt "4 ist wiederum terminal hinsichtlich <.

Jede Zerlegung & aus I'4 besitzt nun wegen pu(H) < 4o
und 7(&) < § eine Zerlegung € = (_J 3, in endlich viele paar-

i=1

weise fremde Teilsysteme 3y, . . ., 3,, so daf3

(3-8) d < pu(H\N J) G=1,...,r—1),
(3.9) p(HN3) <26 F=1,...,7).
Aus (3.8) folgt u(H)> (r —1)6, d. h. r—1 < ’u( 7) . Wegen
(3.9), I C@und@@]’gﬂtfemer‘.[/+/6)<1 (z-—l S
und daher PH(€) < r <1 + £575 " . Es ist also P+(€) <1 +

+ £ L H) < 4~ oo fiir jedes & aus TA d. h. ¥ von beschriankter
Vauatlon nach oben hinsichtlich <.

§ 4. Mengenalgebren und Punkte

Die Boolesche o-Algebra 9, mit der wir in den ersten drei
Paragraphen operiert haben, erscheint in fast allen praktisch
auftretenden Fillen von vornherein als Quotienten-o-Algebra
einer Booleschen ¢-Mengenalgebra nach einem o-Mengenideal,
dem ,,Nullideal eines o-endlichen Mafes, und sie liBt sich
grundsitzlich sogar immer in dieser Gestalt darstellen. Es ist da-
her von Interesse zu untersuchen, wie sich die bisher aufgetrete-
nen Begriffe und Ergebnisse beim Ubergang zu einer solchen
Darstellung transformieren und wie wir, etwas allgemeiner, durch
Methoden, die den bisher entwickelten analog sind, im ,,mengen-
algebraischen‘’ Fall zu analogen Ergebnissen gelangen.

Zur Vereinfachung der Bezeichnungen wollen wir jetzt, vom
bisherigen Gebrauch abweichend, unter B eine Boolesche
o-Mengenalgebra verstehen, die eine groBlte Menge £ enthilt,
und unter O die leere Teilmenge von ZZ. Wir nennen die Elemente
von E Punkte. Die Schreibweise 4 B verwenden wir fiir den
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mengentheoretischen Durchschnitt 4 N B. Auf 9B sei ein ¢-end-
liches Maf} u definiert und 9t bilde das o-Ideal aller Mengen NV
aus ¥ mit x(N) = o. Ein Teilsystem % von B heillt disjunkt,
wenn 4B = O, und mod N disjunkt, wenn AL = O mod N,
d. h. A8 &M, fir je zwei voneinander verschiedene 4 und 5
aus A. Jedes mod N disjunkte System von Mengen positiven
MaBes ist abzahlbar.

& bedeute ein nicht leeres Teilsystem von 9, dessen Elemente,
dic Zellen, alle ein positives endliches Mal} haben. Eine Zerlegung
€ ist ein mod N disjunktes System von Zellen mit{ J& = £
mod N. Jede Zelle aus @ heildt cine Kowmponenie von ©. Sind &
und ¥ Zerlegungen, so schreiben wir @ = &, wenn zu jeder
Komponente S von & eine Komponente 7 von T mit S & 7 exi-
stiert, und T = & mod N, wenn es zu jeder Komponente S von &
eine Komponente 7" von T mit S © 7 mod N gibt. Die pu-Norm

von & ist durch »(&) = \/ u(S) erklirt.
SeG
Wir betrachten ein nicht leeres und hinsichtlich einer trans-

itiven Relation <&, der Feinheitsrelation, nach rechts filtrierendes
System @ von Zerlegungen. Stellt ¥ eine Zellenfunktion, d. h.
eine in & definierte reelle Funktion, und 3 ein mod M disjunktes

Zellensystemn dar, so setzen wir ¥(3) = >’ ¥(/), vorausgesetzt,
Je©
daf3 diese Reihe unbedingt konvergiert. Unter der Annahme,

Y(&@) existiere fur alle Zerlegungen & ciner hinsichtlich < ter-

minalen Teilmenge 4 von @, erkliren wir das untere Burkill-

Kolmogoroffsche Integral von ¥ iiber £ durch [ ¥ = lim ¥(Q),
ol &

wobei lim hinsichtlich ® und < zu verstehen ist; analog das
obere Integral.

Die &-Derivierte D(¥, €) mit € & @ ist definiert als die
Klasse aller B-meBbaren reellen Funktionen, die in jeder Kom-
v (5)
n(S)
unteren und oberen Derivierten DW = lim D(¥, @) und DY =

lim D (¥, &) sind hinsichtlich @ und < im Raum aller Orts-

ponente S von & fast iiberall den Wert annehmen. Die

funktionen iiber $/9 zu bilden, doch werden wir oft die glei-
chen Bezeichnungen D (¥, @), D¥ und DV fiir irgendwelche
Reprisentanten dieser Funktionenklassen verwenden.



Extreme Derivierte von Zellenfunktionen in Booleschen o-Algebren 265

Die Definitionen der Begriffe ,,von beschrdnkter Variation'
und ,,7otalstetig"’, nach oben, unten oder schlechthin, sehen ge-
nau so aus wie die in § 2 gegebenen.

Beim Ubergang zur Quotienten-o-algebra B8/MN werden zwei
Zerlegungen & und ¥ dann und nur dann auf die gleiche Zer-
legung abgebildet, wenn sie mod N gleich sind, d. h. wenn
Z = @ mod M und & = ¥ mod N. Nun braucht aber die Fein-
heitsrelation < in @ nicht invariant gegeniiber Ersetzungen von
Zerlegungen durch mod M gleiche zu sein, so dal} sich aus <
durch reprisentantenweise Definition keine Feinheitsrelation im
Bereich der Klassen mod 9t gleicher Zerlegungen ableiten 1403t.
In dhnlicher Weise braucht ¥ auf mod N gleichen Zellen nicht
den gleichen Wert anzunehmen, so dall wir aus ¥ im allgemeinen
keine eindeutige Funktion der Klassen mod 9t gleicher Zellen
erhalten. Daher lassen sich die Ergebnisse der vorangegangenen
Paragraphen nicht unmittelbar avf den vorliegenden Fall an-
wenden, doch zeigt ein Studium der Beweise, daf3 die Methoden
fast unverindert iibernommen werden kénnen. Ubrigens folgt
in den meisten Anwendungen aus der Gleichheit von Zellen
mod N ihre Gleichheit und damit auch aus der Gleichheit von
Zerlegungen mod N deren Gleichheit, so daf3 wir doch zu re-
prasentantenweisen Definitionen von Zellenfunktionen und
Feinheitsrelationen gelangen. Sehr oft sind auch die Feinheits-
relationen = und = mod 9 identisch. Ferner kommt es vielfach
vor, dal} alle Zerlegungen aus @ sogar disjunkt und nicht nur
mod N disjunkt sind.

Es ist nun sehr leicht zu erkennen, daB3 die Sitze 2.1-2.3 mit
der neuen Interpretation der Bezeichnungen unverindert giiltig
bleiben. In den Sitzen 2.2 und 2.3 kann man = nach Belieben
auch durch = mod N ersctzen, alles natiirlich immer nur unter der
Annahme, @ filtriere hinsichtlich der betreffenden Feinheits-
relation nach rechts.

Wir sagen, £ sei eine feine Uberdeckung von A, wenn folgendes
eintritt:

ClA, 8. Esist A E B und & T &, und bedentet A eine
beliebige hinsichilich < terminale Teilmenge wvon O, so ent-
hilt @ A ein abzihlbares Teilsystem M mit A < J ™
mod M.

Miinchen Ak, Sh. 1955 =21
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Man beachte, dal} hier das Wort ,,abzihlbares®, anders als in
§ 2, im allgemeinen nicht fortgelassen werden kann, da {_JM
die mengentheoretische Vereinigung bedeutet.

Die starke Vitalische Eigenschaft von @ und < ist folgender-
malen erklirt:

V. Ist € >0 und I eine hinsichtlich < terminale Teilmenge
von O, so enthilt jede hinsichtlich < feine Uberdeckung & ciner
Menge A awns B endlickhen Mafes ein in einer Zerlegung ans I'
enthaltenes Zellensystem B mit u(4 — A YP) <e.

Sind alle Zerlegungen aus 0 disjunkt, so ist natiirlich auch das
in ¥V vorkommende Zellensystem 9 disjunkt,

Mit diesen Interpretationen der Bezeichnungen bleiben auch
die Formulierungen und Beweise der Sitze 2.4~2.7 unverindert.
An die Stelle der Relation = kann tberall = mod M treten.
Will man innerhalb von 8 méglichst nur die mengentheoretischen
Operationen verwenden, so hat man Bezichungen der Form
A <V M zu ersetzen durch: ,,Es gibt ein abzihlbares Teil-
system & von M mit 4 < ) H mod N, ahnlich wie in der neuen
Formulierung von C (4, ¥).

In den sonst ublichen Differentiationssitzen tber Zellenfunk-
tionen treten nicht die hier verwendeten globalen Derivierten auf,
sondern punktuelle, d. h. in jedem Punkt von % einzeln gebildete.
Sie entstehen aus den &-Derivierten 2D (¥, &) im wesentlichen da-
durch, daB man lim und lim punktweise im {iblichen Sinne als
extreme Limites von Zahlenfolgen bildet. Wir setzen bei diesen
Betrachtungen jedoch folgendes voraus.

A. Der Filter der in O hinsichtlich < terminalen Mengen fat
eine abzsdhlbare Basis.

Dies bedeutet, dal es eine abzihlbare, hinsichtlich < konfinale
Teilmenge von @ gibt. Die Feinheit nach der u-Norm hat offen-
bar die Eigenschaft 4, ebenso die grébste Feinheitsrelation, hin-
gegen im allgemeinen nicht die Relationen = und = mod 9.

Im folgenden sei p* das von p erzeugte dulere Mall und N*
das System aller Teilmengen & von /A mit p*(/NV) = o. Unter
dem Kern Qg einer Zerlegung € wollen wir die Menge aller
Punkte x verstehen, die in genau einer Komponente von €
liegen, also die Menge (| ) &) -—_J K L. Offenbar gilt Oz = I

K, LcE
mod N. Wir erkliren jetzt D(¥, €) in Qg eindeutig durch
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DY, € (x) = %, wenn x & (g und wenn S diejenige
Komponente von @ bedeutet, in der x liegt; gehért x mehreren
Komponenten von & an, so setzen wir D (¥, @) (x) zur Definition
der oberen punktuellen Derivierten gleich dem Supremum und

zur Definition der unteren punktuellen Derivierten gleich dem

w(s) . .
Infimum aller S mitx & Sund S € & ImFallx € £ — ()
@ wird D (¥, &)(x) nicht definiert. Es sei @ die Menge aller

Punkte x der Eigenschaft, dal3 das System aller Zerlegungen &
mit x € {_J @konfinal ist in @ hinsichtlich <. Aus 4 folgt 0= /2
mod M*. In jedem Punkt x aus Q definieren wir nun dic punsk-
tuelle obere Derivierte von ¥ nach p hinsichtlich @ und < durch

(4:1) (D4 () = T (D(P, &) @),

wobei lim die Bildung des gewodhnlichen oberen Limes von Zah-
lenfolgen bedeutet, angewandt auf die Moore-Smithsche Zahlen-
folge (D(¥, @)(x))s, in der @ den Indexbereich aller Zer-
legungen mit x & () @ durchlduft, und hinsichtlich der auf
diesen Indexbereich eingeschrinkten Relation <. Entsprechend
crhalten wir D* .

Wir betrachten, zunichst ohne 4 vorauszusetzen, die folgende,
abgeinderte Uberdeckungsbedingung, deren Erfiillung wir durch
W ist etne feine Quasiiiberdeckung von M‘" umschreiben wollen:

C*(M,®). Es ist M & FE und € S &, und fiir jede hinsichi-
lich < terminale Teilmenge A von O gilt M < | ) (8N JA)
mod N*.

Mit ihrer Hilfe formulieren wir das Axiom

L. Jede hinsichtlich <& feine Quasitiberdeckung £ einer be-
liebigen Teilmenge M von E enthdlt ein abzihibares Teilsystem M
mit M ) M mod N*.

Trivial ist der

Satz 4.1. Dann und nur dann erfiillen @ und < die Forderung
L, wenn jede feine Quasiiiberdeckung einer belicbigen Menge M
eine feine Uberdeckung jeder mefibaren Hiille von M darstellt.

Infolgedessen ist die Konjunktion ,,¥ und L* dquivalent mit
der Bedingung

V¥ Ist € > 0 und I eine hinsichtlich < terminale T etlmenge
von O, so enthilt jede hinsichtlich < Jeine Quasiiiberdeckung 2

21%
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einer belichigen Teilmenge M wvon E endlichen dufieren Mafles
ein in etner Zerlegung aus 1 enthaltenes Zellensystem P mit
(M — MY <e.

In dieser Formulierung sind also auch nichtmeBbare Mengen
M zugelassen, so wie es in den sonst tiblichen Vitalischen Be-
dingungen zu sein pflegt,! im Gegensatz zu unserer Formu-
lierung V. Die Bedeutung der Bedingung L fir sich allein zeigt
nun neben Satz 4.1 auch der folgende

Satz 4.2. Die Voraussetzung A iiber O und <K sei erfiillt.
Dann gilt

(4.2) DY < D*¥ mod N*

fiir jede Zellenfunktion V. Die Bedingung L ist notwendig dafilr,

daf
(4-3) DY = D*¥ mod N*

auf jede nichtnegative Lipschitzsche Zellenfunktion W zutrifft,
und sie ist hinreichend dafiir, daf (4.3) sogar fiir jede Zellen-
Junktion ¥ gilr?

Bewels. 1. Es sei ¥ & 0. Analog zur durch (4.1) gegebenen
Derivierten werde die Funktion D ¥ in Z punktweise durch

(D)) = (D, &)(x)
TKEG

erklirt, wobei \/ die Bildung des gewéhnlichen Supremums von
Zahlenmengen bedeute, angewandt auf die Menge (D (¥, @) (x));,
in der € den Bereich aller Zerlegungen mitx € | J& und T« &
durchliuft. Da der Raum § aller Ortsfunktionen tiber B/M im
verbandstheoretischen Sinne vollstindig ist, gibt es unter den
fast tiberall in Z definierten ®-melBbaren Funktionen f mit
F < DAV mod N* eine hinsichtlich der Relation ,, < mod N
grofite, die g heillen moge. Im Fall € <« & trifft nun auf jedes »

I Auch noch in der Note [17].

2 Inshesonderc folgt aus L die MeBbarkeit von D*¥ hinsichtlich g%, Dics
ergibt sich auch aus den allgemeineren MeBbarkeitskriterien in [13]: die
Ableitungsbasis ordne fast allen x aus /£ alle Folgen g = (/g)gepmitx € Jz,
Jz € © und in 6 konfinalem I' zu; um 4, und A4, zu erfiillen, nehme man
eine feste abzihlbare konfinale Menge (3,,) und setze a(/z, g) = (\/ #)™
und IV’]g.g)_'_/g. 4571 <3



Extreme Derivierte von Zellenfunktionen in Booleschen s-Algebren 269

aus Qg die Ungleichung D (¥, &)(x) < (D3¥)(x) zu, so daB
D(?, ©) < D¥V mod N* und damit D(¥, &) < g mod N wird.
Hieraus folgt D3 ¥ < g mod N, wenn Dg¥ sinngemill einen
Reprisentanten des in § gebildeten Supremums z\/ DY, ©)
<&
darstellt. AuBlerdem ist DV < Dz ¥ mod % und g < DEFW
mod N*, also D¥ < D ¥ mod N*. Lassen wir nun ¥ eine ab-
zdhlbare, in @ konfinale Menge durchlaufen, so erhalten wir die
Behauptung (4.2).

2. £ bilde eine hinsichtlich < feine Quasiiiberdeckung von A7,
und es gelte (4.3). Wir betrachten eine mef3bare Hiille 47* von M.
Auf Grund der Feststellungen in Teil 1 des Beweises zu Satz 2.5
gentigt es zur Verifikation von L zu zeigen, daB es zu jeder mef3-
baren Teilmenge B von M* positiven Males eine Zelle L aus £
mit u(BL) > o gibt. Wir nehmen an, eine derartige Zelle L
existiere nicht, und setzen

1, wenn L & §,

V(L) =

o,wenn L & { ~ L.
Bei beliebigem T aus O folgt aus C*(M, ©), daBl DV = 1 [M];
Gleichungen der Form f = g [M] mit zwel reellen Funktionen f
und g sollen hier bedeuten, daf} f(x) = g(x) fur fast alle x aus M,
d. h. mod M* gilt, und analog mit Ungleichungen. Lassen wir
nun & eine abzihlbare konfinale Menge durchlaufen, so erhalten
wir D* W = 1 [M]. Wegen (4.3) gilt also auch D¥ = 1 [M] und
wegen der MeBbarkeit von DY sogar D¥ = 1 [M*], d. h. erst
recht

(4.4) DWW = 1 [B].
Es sei nun € & 0. Nach Definition von ¥ wird
(4.5) D, &) = o [U(S( ~ B)].

Ferner ist u(B L) = o fiir jedes L aus &, also u(B|_J(€9)) = o,
d. h. nach (4.5) sogar D (¥, €) = o [B). Daher gilt D¥ = o [B]
im Widerspruch zu (4. 4).

3. Wir setzen jetzt L voraus. Wir betrachten eine positive end-
liche Zahl & und bilden die Mengen M; = {x: /e < (D*¥)(x) <
(t+1)e}, i=o0,41, 42 ..., und M _ = {x: (O* ) (x) =
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—00}, M, = {x: (D*¥)(x) = + oo}, Zunichst sei 7 endlich,
T < O und ['die terminale Menge aller € mit ¥ < &. Zu jedem
Punkt x aus #; und jeder in @ terminalen Teilmenge 4 von I’
gibt es eine Zerlegung & aus 4 und eine Komponente S von &
mit x & S und

w(S) -
(1.6 e = (D* — &
4 ) ,u(b) _—< W)('x) €
Das System aller so bestimmten Zellen S stellt also eine feine
Quasiliberdeckung von A/, dar und enthilt daher ein abzihlbares
Teilsystem M mit

4.7) M, < | ) M mod N*.

Istnun S &€ M, x & SM; und (4.6) erfillt, und bedeutet dann y
einen weiteren Punkt aus S/, so gilt g)) > (D*P)(3) — 2¢
nach Definition von M, d. h.

(4.8) z’\‘:\) > DF W 26 (S,

Nach Definition von S, M und £ existiert eine Zerlegung & mit
S &€ Gund @ & I',d. h. T < &, und somit erhalten wir aus (4.8
und aus D3 ¥ > D (¥, €) mod N die Ungleichung Do ¥ > D*V
—2¢ [SM;]. Dies trifft auf jedes S aus M zu und M ist abzihlbar
und erfillt (4.7), so daBl Dy ¥ > D*W — 2¢ [M] fiir jedes 7 gilt,
aber trivialerweise auch fiir 7 = —o00, also D, ¥ > D*¥ —2¢
(&£ — M, ] Lassen wir @ cine abzdhlbare konfinale Menge
durchlaufen, so bekommen wir DW¥ > D*W —a2¢ [E— M, ).
Nun hingt M nicht von & ab, und daher fithrt diese Un-
gleichung, fiir alle ¢ einer abzihlbaren Nullfolge betrachtet, auf
DWY > D*¥ [E— M, ). Ebenso wiirden wir erhalten D% =
+oo=D*¥ (M, ], wenn wir statt von (4.6) ausgingen von
v(S).
1 (S)
damit haben wir wegen (4. 2) die Behauptung (4. 3).

Es sei bemerkt, daBl man in Teil 1 und 3 (jedoch nicht in Teil 2]
des eben gefiihrten Beweises statt mit D* ¥ ebensogut mit der-
jenigen oberen Derivierten operieren kann, die man erhilt, wenn

man D(¥, @) nur in Q; und nicht in (] & definiert. Diese

> a, wobei a eine belichige endliche Zahl darstellte, und
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Derivierte wird durch die rechte Seite der Formel (4. 1) gegeben
in allen Punkten x, bei denen das System der Zerlegungen &
mit x & Qg konfinal ist, in einer Menge also, die wegen 4 eben-
falls gleich Z mod 9t* ist. Unter der Voraussetzung L fallen diese
beiden punktuellen oberen Derivierten fast iberall mit D%, also
fast iberall miteinander zusammen. Sie sind natirlich identisch,
wenn jede Zerlegung disjunkt ist.

Die Ubertragung der Ergebnisse des § 3 auf den mengen-
algebraischen Fall bereitet kaum Schwierigkeiten. Man erhilt
fiir die Sitze 3.1-3.10 zwei Fassungen, je nachdem man sich
fir = der neuen Interpretation bedient oder statt dessen C
mod N verwendet, und entsprechend mulBl man bei den necuen
Formulierungen von R, E, U, Z° Z und B zwei Fille unter-
scheiden. In den Axiomen R, E und U und der zweiten Formu-
lierung von B hat man die Worte ,,Teil einer Komponente das
cine Mal zu lesen als ,,enthalten in einer Komponente und das
andere Mal als ,,enthalten mod N in einer Komponente'‘. AuBer-
dem mubBl man in beiden Fillen im Axiom E nicht nur disjunkte,
sondern auch mod M disjunkte endliche Zellensysteme J zulassen,
es sei denn, daB alle Zerlegungen aus @ sogar disjunkt sind.

Da jede Zerlegung abzihlbar ist, kann es im Axiom R statt
,,Supremum’’ ebensogut heillen ,,Vereinigung‘‘. Auch das Axiom
U 1aBt sich formulieren, ohne auf die verbandstheoretischen
Suprema in B/MN direkt Bezug zu nehmen; die Formulierung
mit C etwa lautet:

U. Zu jeder Zerlegung T aus O, jeder Menge H aus B wmit
1) << 400 und jeder positiven Zahl 6 gibt es in O eine hin-
sichtlich < terminale Menge A von Zevlegungen und eine Menge R
ans B mit p(HR) < 0, sodafi jede Komponente einer Zerlegung ©
aus A, die nicht in einer Komponente von T enthalten ist, eine Teil-
menge mod N von R darstellt.

Ersetzen wir ,,enthalten‘ durch ,,enthalten mod ft‘, so haben
wir die Formulierung mit — mod .

In rein mengenalgebraischen Untersuchungen von Zellen-
funktionen wird gelegentlich das folgende Axiom betrachtet:?

! Jedenfalls im Spezialfall, daB « die Feinheit der p-Norm nach bedeutet,
vgl. [20], 4; in allgemeinerer Form schon vorherin der Theorie der Differentia-
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U*. Zu jeder Zerlegung T aus O gibi es eine Menge N aus N,
so daf zu jedem Punkt x aus E— N eine Zerlegung 3 existiert
mit der folgenden Figenschaft: ist3 K S, 2 € Sund S & &, so
st S in einer Komponente von L enthallen.

Operieren wir mit = mod 9 statt mit =, so muB es natiirlich
.-+ . in einer Komponente von ¥ enthalten mod N** heillen.

Das Axiom U* 14}t sich nun leicht in eine Form bringen, die
Analogien zur zweiten Formulierung von U in § 3 aufweist. Bei
beliebigen ¥ und & aus 6 bezeichnen wir die Vereinigung aller
Komponenten von &, die nicht in einer Komponente von € ent-
halten (bzw. enthalten mod M) sind, mit Ré, und setzen dann
P =\ J RL, wenn 3 € 60, und *P¥ — M *P%. Offenbar ist U*

3« & 3co

idquivalent damit, daBl *P¥ = O mod N* fiir jedes T aus O gilt.

Satz 4.3. Unter der Annahme A folgt U aus U*. Unter den
Voraussetzungen A und L folgt U* aus U.

Beweis. Es sei T € 6. Wir definieren die folgende Zellen-
funktion ¥:imFall K € &8 — () Osci ¥ (K)=o;imFall K € &
und & & @ dagegen sci ¥(K) = o, wenn K in einer Komponente
von ¥ enthalten (bzw. enthalten mod M) ist, und sonst ¥Y(K) =
w(K). Dann bildet D (¥, @) die charakteristische Funktion von
R Wegen P* = @R% und *P¥ = i@* RE, wobei lim den

oberen Limes in %/M und lim* den mengenalgebraischen oberen
Limes bedeutet, folgt nun die Behauptung unmittelbar aus dem
Satz 4.2.

Wir bemerken, daf} die Interpretation der Axiome K, N, W, und
Y aus § 3 im mengenalgebraischen Fall auf den gleichen Wort-
laut fithrt, wahrend man in D und Wim allgemeinen auch mod Nt
disjunkte Zellensysteme I zulassen und in E; das Wort ,,Teil*
wie bisher als ,,enthalten’* oder ,,enthalten mod M** lesen mub.

Die folgende Bedingung ist nun hinreichend und unter der
Voraussetzung K auch notwendig fir die Gultigkeit von U*:

Zu jeder Zelle K gibt es eine in K enthaltene Menge N aus N,
so daf} zu jedem Punkt x aus K — N eine Zerlegung 3 existiert
mit der folgenden Figenschaft: ist 3 &, x & S und S & &,
so wird S C K (bzw. S © K mod N).

tion abzihlbar additiver Mengenfunktionen mit Hilfe punktueller Ablei-
tungsbasen, vgl. [12] S. 23.



Extreme Derivierte von Zellenfunktionen in Booleschen s-Algebren 273

Somit ist die folgende Bedingung unter den Voraussetzungen
K und Wj notwendig und unter der Voraussetzung IV hinreichend
fiir die Gultigkeit von U*, wenn < die Feinheit der g-Norm nach
bedeutet:

Zu jeder Zelle K gibt es eine in K enthaltene Menge N aus N,
so dafl zu jedem Punkit x & K — N cine positive Zahl 6 existiert
mit dev folgenden Eigenschaft: istx & S, S © & und n(S) <9,
so S € K (bzw. S © K mod N).

Auf Interpretationen des Axioms U* nach dem Muster der
Sitze 3.6-3.8, wobei dann die Bedingungen C*(J/, £) und V*,
fiir = bzw. &, an die Stelle von €(4, £) und V zu treten hitten,!
wollen wir nicht eingehen, da sie sich nur auf die rein mengen-
algebraische, punktuelle Theorie beziehen und daher aus dem
Rahmen dieser Arbeit fallen, doch wollen wir zum Schluf3 die
Uberdeckungsbedingung C* (M, £) in den Spezialfillen der Fein-
heitsrelationen = (bzw. = mod M) und der p-Norm nach in
einer der {blichen Gestalt angepaliten Form hinschreiben und
dhnlich mit den punktuellen Derivierten der u-Norm nach ver-
fahren.

Dafiir, daf3 £ hinsichtlich &= (bzw. = mod N) eine feine Quasi-
tiberdeckung von A/ bilde, ist unter der Annahme K notwendig
und unter der Annahme E; hinreichend, daB3 folgendes eintritt:

Esist M CE und & © 8, und zu jeder Zelle K gibt es eine
in K enthaltene Menge N aus N, so dafi zu jedemn Punkt x aus
MK —N) eine Zelle [ aus L mit x © Jund ] C K (bzw. ] S K
mod N) existiert.

Dafiir, daf3 £ hinsichtlich der Feinheit der u-Norm eine feine
Quasiliberdeckung von M bilde, ist unter der Annahme N not-
wendig und unter der Annahme W, hinreichend, daf3 folgendes
eintritt:

Es ist M T E und £ 8, und es gibt eine in M enthaltene
Menge N aus N*, so daff zu jeder positiven Zahl 6 und jedem x
aus M — N eine Zelle | aus L mit x & J und u(J) << O existiert.

Unter den Voraussetzungen N und W, wird die obere punk-
tuclle Derivierte einer beliebigen Zellenfunktion ¥ nach der
Feinheit der u-Norm fast iiberall gegeben durch

! Siehe z. B. [17], 5.
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i ()

D*y = ,

D@ = NV wD
ul{I<o

und zwar gilt diese Gleichung fiir jeden Punkt x, der in Zellen
beliebig kleinen MaBes liegt. A und \/ bedeuten wieder die
Bildung von Infimum und Supremum von Zahlenmengen.

§ 5. Beispiele

Als wichtigste Beispiele und als geldufigste Illustrationen zu
den verschiedenen hier behandelten Axiomen treten natiirlich die
Zerlegungen einer offenen Menge oder eines achsenparallelen
Intervalls des gewdhnlichen euklidischen Raumes in achsen-
parallele Intervalle auf, die bald als offen oder halboffen, bald als
abgeschlossen vorausgesetzt werden. Ist £ ein achsenparalleles
Intervall, so 1dt man meist nur endliche Zerlegungen zu. Die
Feinheit einer Zerlegung wird im allgemeinen durch den gréfiten
der Durchmesser ihrer Komponenten gemessen, woraus U folgt,
wenn u das Lebesguesche Mall bedeutet. Bleibt das Verhiltnis
von groBter und kleinster Kantenlinge der Komponenten aller
betrachteten Zerlegungen beschrinkt, so fillt dieser Feinheits-
begriff mit dem nach der u-Norm zusammen, und bekanntlich
gilt dann der {iibliche Vitalische Uberdeckungssatz, insbeson-
dere ¥, also wegen D auch die Vitalische Bedingung ¥V.! Im
tibrigen ist die Theorie solcher Zerlegungen in Intervalle wohl-
bekannt, und wir wollen statt dessen ein Beispiel betrachten, das
nicht in der bisherigen Theorie der Differentiation von Zellen-
funktionen vorkommt.

B sci eine Boolesche o-Mengenalgebra mit einer groflten
Menge £ und p ein o-endliches Maf3 auf 8. Wir nechmen fiir &
das System a/ler Mengen aus % von endlichem und positivem
MaB und fiir @ das System aller disjunkten Zerlegungen von 7
in Zellen aus &, d. h. aller disjunkten Teilmengen & von & mit
(U & = £ mod N. Offenbar filtriert & hinsichtlich = nach rechts
und hat die Eigenschaften K und E, und E Dbleibt richtig, wenn 3
auch ein abzihlbares Zellensystern bedeuten darf.

1 Vgl. S. 261.
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Satz 5.1. Jede hinsichtlich = feine Quasiiiberdeckung £ einer
belickigen Teilmenge M wvon E enthdlt ein disjunktes Zellen-
system P mit | )P = M* mod N, wenn M* cine mefbare Hiille
von M bildet. Insbesondere haben © und = die Eigenschaft 'V*,
d. h. die Eigenschaften 'V und 'L.?

Beweis. Dall aus der ersten Behauptung wirklich '¥* folgt,
crgibt sich unmittelbar aus der zuvor angefiihrten Verschirfung
von E. Es sei nun £ eine hinsichtlich = feine Quasiiiberdeckung
von M. Wir setzen M* == O mod M voraus, da sonst nichts zu
beweisen bliebe, und betrachten das System A aller nicht leeren
disjunkten Teilsysteme von £, deren Elemente in A/* enthalten
sind.

Wir beweisen zunichst, dal3 A nicht leer ist. Infolge von M* 4= O
mod N und der o-Endlichkeit von g gibt es eine Zerlegung &
aus 0, so dall M/* die Vereinigung eines Teilsystems von € dar-
stellt. Bedeutet 4 die Menge aller Zerlegungen € aus © mit
T = &, so gilt voraussetzungsgemif A7 = () (8N |J4) mod MN*.
Hiernach und wegen A/ 2= O mod M* mul3 nun, da jede Zelle
aus {N{ J A4 entweder in M* enthalten oder zu M*, d.h. erst
recht zu M fremd ist, cine Zelle Z aus £ mit L < M* existieren,
und wir haben dann {L} & 4.

A ist offenbar induktiv, denn bildet IT eine hinsichtlich < total
geordnete nicht leere Teilmenge von A, d. h. trifft auf je zwei
Systeme Q und R aus I7 cine der Relationen Q € Rund R C Q
zu, so stellt |} IT wieder ein Zellensystem aus /1 dar. Nach dem
Zornschen Lemma gibt es also in A ein hinsichtlich & maxi-
males Zellensystem 9. Nach Definition von A ist 9 disjunkt,
P < Lund (P < M*. Wir haben daher nur noch zu zeigen, daf3
die Menge R = M* ~ | J9 zu N gehort.

Wire R 4= O mod ¢, so gibe es eine Zerlegung ¥ aus O derart,
dal R die Vereinigung eines Teilsystems von ¥ darstellte. Be-
deutete 4 die Menge aller Zerlegungen & aus @ mit ¥ — &, so
folgte aus 'C* (M, £) wiederum 7 = | J(2N | J4) mod N*. Hier-
nach und wegen M R == O mod N* miiBte nun, da jede Zelle aus
¥4 entweder in R enthalten oder zu R, d. h. erst recht zu
MR fremd ist, eine Zelle Z aus € mit /. & R existieren. Nach

2'V* 'V und 'L bedeuten sinngemil die mit = formulierten Bedingungen
V¥ ¥Vund L.
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Wahl von R wire aber dann PU {L} €4 im Widerspruch dazu,
daB 9 maximal in 4 sein sollte.

Spezielle Burkill-Kolmogoroffsche Integrale hinsichtlich @
und = stellen die oberen und unteren iiber 7 erstreckten Inte-
grale einer reellen in % erklirten Funktion f hinsichtlich des
MaBes p dar.t In der Tat ist die Zellenfunktion ¥ (X) = u(X) S]l{l_pf

dann und nur dann integrierbar hinsichtlich ® und =, wenn das
obere Integral *[ fdu existiert, und es gilt dann '[ ¥ = *{ fdpu;
E E E

analog mit dem unteren Integral. Die €-Derivierte von ¥ wird
gegeben durch D (¥, ©)(x) = S}\gpf, wenn ¥ & K und K & &,
Aus T = € folgt also D(V¥, T) > D (¥, €). Mithin ist ¥ differen-
zierbar und '"D¥ = A D(¥, €), wobei A wieder die Bildung
Geo

des Infimums im Rauin der Ortsfunktionen Uber B/N bedeutet.
'DY¥ ist daher hinsichtlich der Relation << mod M eine grolte
unter den B-melbaren Funktionen /% derart, dall 2 < sup f[A4]?
fir jede Menge 4 aus 8. 4

Es sei nun f/* eine hinsichtlich der Relation < mod M kleinste
unter den B-melbaren reellen Funktionen g mit f < g mod N*.
Dann gilt

(5.1) f*='"D¥ mod M.

In der Tat 140t sich f* so wihlen, dal} sogar f < f* wird, also

sup f < sup f* fur jede Menge A4 aus %B. Aus der Definition von

4 A

"D W folgt hiermit 'D¥ <sup f* [4] und daher, weil "D ¥ und f*
4

beide ®B-melibar sind,

(5.2) 'DY¥ < f* mod N.

Andererseits ist

(5.3) I* SS‘;Pf[A]

fur jede Menge A aus ¥B. Andernfalls gibe es nimlich eine
Menge B aus B~ %N, so dab sgpf<f* [B] wire, und in

1 Vgl [15].
2 Wir erinnern daran, dall 2 << g [A4] bedeuten sollte: % (x) =< g(x) fur fast
alle x aus 4.
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g(x) = s%pf, wenn x & B, und g(x) = f*(x), wenunx € £~ B,
hitten wir eine B-mefibare Funktion g mit f < g, aber nicht
F* < g mod N im Widerspruch zur Definition von /*. Aus (5.3)
folgt nun f* < 'D¥ mod N und damit nach (5. 2) die Behauptung
(5.1). Aus ihr resultiert insbesondere ‘D% = f mod N, wenn f
meBbar ist.

Bekanntlich ist /* dann und nur dann integrierbar, wenn
*[ fdp existiert, und es wird dann | f*dp = *[ fdu?* Dies ist,
E E E

im Fall einer Zellenfunktion der speziellen Gestalt W(K) =
w(K) sup f, die im Corollar zum Satz 2.7 enthaltene Gleichung,
i

und zwar auch dann, wenn ¥ nicht notwendig hinsichtlich =
totalstetig oder von beschrinkter Variation ist.

Ganz analoge Betrachtungen lassen sich natiirlich im Fall
ciner Booleschen g-Algebra 8, auf der cin strikt positives ¢-end-
liches Mal} 1 definiert ist, anstellen, wenn wir fir & das System
aller von O verschiedenen Elemente aus B endlichen MaBes und
fir @ das System aller disjunkten Zerlegungen von £ in Zellen
aus & nchmen. Statt des Satzes 5.1 kénnten wir dann den folgen®
den Satz beweisen: Jede hinsichtlich © feine Uberdcckung S
cines Elementes 4 aus ¥ enthilt ein disjunktes Zellensystem P
mit \/ 9 = 4 ; insbesondere haben @ und © die Eigenschaft 'V.
Es sei zum SchluB bemerkt, dal @ im allgemeinen nicht die
Vitalische Eigenschaft ¥ hinsichtlich der Feinheit der u-Norm
hat, selbst wenn NV und W erfiillt sind. Im Fall eines euklidischen
Raumes und des Lebesgueschen MaBes gibt es z. B. normfeine
Uberdeckungen von %, bei denen der Durchschnitt zweier be-
liebiger ihrer Elemente ein positives Maf3 hat. © und die Feinheit
der p-Norm nach erfiillen offenbar im allgemeinen auch weder R
noch U.

Das folgende Beispiel zeigt, dal unsere Vitalische Bedingung V
wirklich eine Verschirfung der sonst {iblichen starken Vitalischen
Bedingung darstellt, etwa der sogenannten ,,reduzierten starken
Vitalischen Bedingung? in der e-Fassung*‘, die bei uns unter dem
Namen ¥ auftrat. @ sei abzihlbar, etwa @ = {&;, &, ...}, und

! Siehe [16].
? Vgl [21] S. 75.
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@, ©,,,. Wirsetzen & = | 6, so daB K gilt, und sprechen
dann von einem de la Vallée Poussinschen Netz. Bekanntlich
erfullt @ mit = als Feinheitsrelation das Axiom ¥, doch einfache
Beispiele zeigen, dall 'V nicht zu gelten braucht. In der Tat ge-
niigen @ und  im allgemeinen nicht den Forderungen E und
‘D.t Dagegen sind E;, 4 und L offensichtlich erfiillt.
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