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Fehlerabschitzungen und Verbesserungen
der numerischen Charakteristikenmethoden
fiir Anfangswertprobleme in der Gasdynamik

Von Franz Bauhuber in Bad Aibling
Vorgelegt von Herrn Robert Sauer am 14. Januar 1955

Mit 12 Figuren

Zusammenfassung

Die Kenntnis der Fehler der mittels Charakteristikenmethoden
gewonnenen numerischen Ergebnisse ist fiir die Praxis von gro-
Ber Bedeutung. In der vorliegenden Arbeit werden die GréBen-
ordnungen der Verfahrensfehler fir die bisher verwendeten
Charakteristikenmethoden sowie fur verfeinerte Verfahren zur
Berechnung stationirer ebener und rdumlich-drehsymmetrischer
Uberschallstrémungen  ermittelt. Ferner werden praktische
Regeln zur iiberschlagsmiBigen Fehlerabschitzung angegeben
und an numerischen Beispielen erlautert,

Einleitung und Problemstellung

Die auf der Charakteristikentheorie fiir Systeme quasilinearer
Differentialgleichungen vom hyperbolischen Typus (vgl. [1])
beruhenden numerischen Differenzenverfahren in charakteristi-
schen Gittern (,,Charakteristikenverfahren) werden in der Gas-
dynamik zur Berechnung stationirer Uberschallstrémungen so-
wie auch zur Berechnung nichtstationdrer Stromungen vielfach
verwendet. Die Ergebnisse dieser Rechnungen wurden bisher
fast durchwegs ohne genauere Analyse der Fehler benutzt. Dem
Verfasser sind nur drei Arbeiten bekannt, in denen Fehlerfragen
untersucht werden. M. Holt[3] und P. Teofilato [4] geben sehr
rohe Fehlerabschitzungen an, M. A. Hyman [5] behandelt
nichtisentropische stationiare Uberschallstrémungen?.

! Durch die in eckigen Klammern stehenden Ziffern sei auf das Literatur-
verzeichnis S. 43 verwiesen.
Miinchen Ak. Sh. 1955
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Ziel dieser Arbeit ist es,

1. fir die in der Gasdynamik gebrduchlichen numerischen
Charakteristikenmethoden praktisch brauchbare Formeln zur
iberschlagsmiBigen Fehlerabschitzung zu gewinnen,

2. die Charakteristikenverfahren so weiterzuentwickeln, daB
bei gleichbleibender Genauigkeit der numerischen Ergebnisse
mit gréBeren Maschenweiten gerechnet werden kann.

Es werden stationitre ebene und ridumlich-drehsymmetrische
stationdre Uberschallstromungen behandelt. Die Untersuchun-
gen beschrinken sich auf die Analyse der Verfahrensfehler, und
zwar auf Abschitzungen der GroéBenordnung dieser Verfah-
rensfehler, ausgedriickt durch Potenzen eines Parameters g, wel-
cher die Maschenweite der charakteristischen Gitter kennzeich-
net. Die Ergebnisse sind ohne Beweise mitgeteilt. Die Herleitun-
gen finden sich in der Dissertation des Verfassers [6].

§ 1. Zusammenstellung der Differentialgleichungen.
Hyperbolisches Anfangswertproblem

1. Bezeichnungen

X,y rechtwinklige Ortskoordinaten bei ebenen, bzw. Zylinderkoordi-
naten (x-Achse = Symmetrieachse, y = Abstand von derx-Achse)
bei raumlich-drehsymmetrischen Strémungen.

d& rechts-

Lingenelement auf der laufenden Charakteristik

dy] links-
at Langenelement auf der Stromlinie
w Betrag des Geschwindigkeitsvektors
", v Komponenten von v beziiglich der x- bzw. y-Achse
c 6rtllche. Sc'hallj Fie. 1 P
geschwindigkeit
M = =% Mach’sche Zahl
¢ y Strom-
i 1 . Linie

a = arc sin — Mach’scher Winkel ¢

M Xy

9 Winkel zwischen 1 und

rechtsl.Char.
x-Achse X
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3 = i Verhiltnis der spezifischen Wirmen eines idealen Gases
cll
S Entropie
§ = Sl auf ¢, bezogene Entropie
EW
a 2y 1
0 costada 0
A=go04 X [ ==2f Py
7 sinfa + %~ &
s 2 Busemann’sche
L Geschwindigkeits-
& koordinaten
90 costada 90
nw==600 4+ = | ——= +— 17
' i f sin?a + ”2—1 el
nf2
Es gelten die Bezichungen
a
180 cos®ada
O':}.,+Iu,=1000+—7[—' -——2—*;_—?; ’19[‘1:”———},——200_
sinfa -+ -

nf2 :

Die Funktionen ¢ = ¢(a) und o = o(M) sind fiir die prakti-
sche Rechnung tabelliert (vgl. [2], S. 62), so daf} die zu vorgege-
benen Werten 4, p gehérigen Mach-Winkel a aus Tafeln ent-
nommen werden kénnen.

2. Differentialgleichungen

Als stromende Medien legen wir im folgenden ideale Gase mit
konstanten spezifischen Wirmen zugrunde. Ferner beschrinken
wir uns auf isoenergetische Stromungen (konstante Staupunkt-
Temperatur im ganzen Stréomungsfeld). Die Erhaltungssatze von
Masse, Impuls und Energie liefern dann unter Vernachliassigung
der inneren Reibung und Wirmeleitfahigkeit sowie der Schwer-
kraft und sonstiger dulerer Krifte ein System von drei quasiline-
aren partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung fir die drei
gesuchten Funktionen #«(x, ¥), v(x, ¥), s(x, ) (vgl. [1], [2]). Fir
Uberschallstrémungen ist dieses System vom hyperbolischen
Typus, d.h. es existieren dreii. a. voneinander verschiedene reelle
Charakteristikenscharen, nimlich die rechts- bzw. linkslaufenden
Charakteristiken (Mach-Linien) und die Stromlinien. Nach Ein-
fithrung der Busemann’schen Geschwindigkeitskoordinaten 2, u
gelten folgende Differentialgleichungen:
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Die rechts- bzw. linkslaufenden Mach-Linien sowie die Strom-
linien geniigen den Richtungsbedingungen

i\ _ .
(1) (n’,r)m tg(® F @)

dy
(), = o w

Beim Fortschreiten lings dieser Kurven dndern sich 4, p und s
gemil den Vertridglichkeitsbedingungen

_dl o _(E)_[ si_n 2a ( a’s') . ’sﬁa sind

df)lﬁ 7 laxe—)\de), ",

(2) (7’{# 8 [,,fi*} L (d) i ﬂesﬁm‘%}
N/ w | 2x(x—1) \dn)/, y )

flsi .
rrg M

Fir ebene Strémungen ist in den Gleichungen (2) T =0 zu
setzen. Im rdumlich-drehsymmetrischen Fall (gekennzeichnet
durch 7 = 1) haben wir y 5= o vorauszusetzen, d. h. die Punkte
auf der Symmetrieachse sind ausgenommen (fiir ¥ = o gelten
andere Formeln, vgl. [2], [6]).

3. Hyperbolisches Anfangswertproblem

In der x, y-Ebene sei durch die stetig differenzierbare Funktion
v = k&(x) eine doppelpunktfreie Kurve 2 gegeben. Lings £ sei die
Strémung durch die Anfangswerte « = u (x, £(x)), v=1v(x, £(x)),
5= s(x, £(x)) oder, was auf dasselbe hinauslauft, durch die An-
fangswerte A= A(x, £(x)), p=p(x, £(x)), s =s(x, £(x)) vorgege:
ben. Fir diese Anfangswerte sei das System der quasilinearen
partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung far #, v, s lings
hyperbolisch, so dal} durch (1) in jedem Punkte von £ und einer
gewissen Umgebung (G) von £ drei voneinander verschiedene
reelle charakteristische Richtungen definiert sind. Wir setzen
dabei voraus, daf3 £ keine der Charakteristiken beriihrt.

Gesucht wird eine in (G) stetig differenzierbare Lésung der
Differentialgleichungen (1), (2), welche lings £ die vorgeschriebe
nen Werte annimmt. Weitere Differenzierbarkeitsbedingungen
werden in § 5 hinzugeflgt.
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Es handelt sich im folgenden um numerische Ndherungsver-
fahren zur Losung des hyperbolischen Anfangswertproblems.
Dabei werden die in den Richtungs- und Vertréiglichkeitsbedin-

(6)

Fig. 3 Fig. 4

gungen auftretenden Differentialquotienten durch Differenzen-
quotienten ersetzt. Die Anfangskurve £ wird durch ein Sehnen-
polygon 4 von der Sehnenlinge & angenihert. & nennen wir die
Maschenweite. Die Charakteristikennetze werdendurch Strecken-
zugnetze bzw. Parabelbogen-Gitter approximiert (,,charakte-
ristische Gitter).

§ 2. Niherungsverfahren zur Berechnung

ebener wirbelfreier Uherschallstrﬁmungen

Bei ebenen isentropischen Strémungen (s = konst) reduziert
sich das Problem auf zwei Charakteristikenscharen, und die Ver-
traglichkeitsbedingungen (2) spezialisieren sich zu

A = konst __ rechts-

lings d

5 = konst: er links- laufenden Charakteristik.

Es liegt daher folgende Aufgabe vor:

Gegeben sind zwei Punkte P, Q des zu konstruierenden Mach-
Linien-Gitters samt den Geschwindigkeitskoordinaten 2,, u,
und 2,, #o. Gesucht sind die Ortskoordinaten des nichsten strom-
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abwirts gelegenen Gitterpunktes R, in dem sich die von P
kommende rechtslaufende und die von Qkommende linkslaufende
Mach-Linie schneiden.

1. Verfahren zweiter Ordnung

Die Vertraglichkeitsbedingungen liefern 4, = 4, und u, = p,,
d. h. die Geschwindigkeitskoordinaten des gesuchten Gitter-
punktes sind von vorneherein bekannt. Mit 4, g, sind nach § 1
Ziffer 1 auch die Winkel a, #, bekannt. Man bildet nun die
Mittelwerte ap g, Pp z, Gz, Vg  entweder nach der Vorschrift

Upp = = (ap + ag);  Dpp = = (05 + 0p)
Gor =5 (ap + ag);  Pop=— Dy + )
oder
Upp AUS Opp = Ap + ;‘ (p + 1g); Ogr AUS Gpp =t + ; (G + )
Dop[7] aus dyp = py — -é (Ap + 4y) — 200
O[] aus Gpp = - (up + pg) — Ap— 200 (vgl. § 1, Zifi. 1)

Dann sind durch die approximierten Richtungsbedingungen

_}’/2) —y y(?) —y v
(3) = 7= tg(Dpr — tpp)i R0 — tg(ﬁgk + app

xy —xp Y —xp

die Koordinaten %, 3¢ eines Niherungspunktes R® festgeleg!
(vgl. Fig. 5).
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2. Verfahren dritter Ordnung mit Korrektionen

Dieses Verfahren besteht aus folgenden Rechenschritten:
a) Berechnung der Koordinaten eines ersten Hilfspunktes R®
(Verfahren 1. Ordnung) aus den Gleichungen:

m

Yr P 5 R —JYo __
= tg (0, — ap); ; =t -
(4) :L’E,? xp g ( P aP> ' :é) 7 g (0 aQ)

b) Ermittlung der Koordinaten x, v, eines zweiten Hilfs-
punktes R, aus (a und #, erhalten wir aus den bekannten
Werten A, = Ap; pp = pp nach § 1, Ziff, 1)

YR, Y&,
() BT gy —ap);  TRTIE =g (9s + ap).
Ry AP YRy FQ

¢) Die Koordinaten 2, 3%
wir dann aus

2 = (2x(1) + xp) + 2K,

des neuen Netzpunktes R® finden

)
¥R =5 3% + yx) + K,

wobei 2K, und &K, noch zu bestimmende Korrektionen dar-
stellen. Wir geben die Formeln fiir den Fall an, daf3 die ,,Basis-

punkte 2 und Q auf der 2., 3., ... Parallelreihe zum Anfangs-
polygon £ liegen!,

.1 Wenn 2 und Q auf £ oder auf der ersten Parallelreihe liegen, gelten fir die
Differenzenquotienten A; und 4, modifizierte Formeln (siche (6.
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2K = 4, (P) [yp=—yo—{(xp—20) tg o + ag) P — 4;(Q) [yp—yo—(xp—x0) tg (Fp—ap)}?
T 6 [tg (B¢ + ag) — tg (Fp — ap)]®

™)
Y ! —
T = gl + g — W — )
X {tg (o + ag) 4,(P) [yp—yo— (xp—2p) tg ¥y +ap)I*—
—tg (Op — ap) 4,(Q) [yp— Yo— (xp— XQ) tg (9p— ap)]?}
440 = ix@ T Tt O + ag) — ta (g, + ag)] —
— o [t (B + a0) — 18 (D, + )]
(72)
APy = LT g (0 — o) — g (9, — ap)] —

—x
— T tg @p — ap) — tg (ﬂpo — a}’o)] .

3. Einstufiges Verfahren dritter Ordnung

Wir geben die Gleichungen fiir den Fall an, daf3 die ,,Basis-
punkte'* Pund Q auf der 2., 3., ..., Parallelrethe’ zur Anfangs-
kurve liegen (vgl. Fig. 6). Fir die Berechnung der 1. und 2. Par-
allelreihe gelten dhnliche Formeln wie fir die folgenden Diffe-
renzenausdriicke (vgl. [6]).

Zunichst ermitteln wir die Differenzenquotienten

(8) AW — (Op—ap—(Pp,—ap) | AP = B + ap— (B, + ap,)

3

Ap— %Py *Q— %0,
40 2 Bp—ap—Op,—ap)  Ip—ap—Bp,—ap) |
. Xp,— Xp, Zp—Zp, Zp-—2p, J
©
AP = 2 [Porao— o T ag) Do o (Bo, + do)|
.I'Ql —JL’QB .R.'Q —XQI XQ ‘—‘XQO l
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1 [yp—yo— (p—xp) tg(Pp + aQ)

&4, = 2] g (190 + ag) — tg (9p— ap)
x [ (49 te 0 — 0) — 42)]
(10)
2A = 1|0 — (xp—x) tg(Bp—ap) 2
Tz tg (g + ag)—tg(p— ap)

x [ @92 g 0o + a)— 4P

Aus den bekannten GréBen 4, = 45, ttp = p, finden wir nach
§ 1 Ziff. 1 die Winkel a, und 9, so dal3 wir bilden kénnen

v Yrr = *;‘ (Og —ag +dp—ap) + €24,
(11) . \
Yor = 7, g + ag + 9 + ap) + 24,

Damit erhalten wir die Koordinaten %, 4/ des neuen Netz-
punktes R® aus den approximierten Richtungsgleichungen

6}
YR —JYp . Yo
(12) T tg Vers Dz tg Yor-

4. Verfahren dritter Ordnung

unter Verwendung von Parabelbogen

In allen bisher beschriebenen Niaherungsverfahren wurden die
strengen Charakteristiken durch Streckenzige approximiert. Ein
weiteres Verfahren 3. Ordnung beruht darauf, dafl die strengen
Charakteristiken durch Parabelbogen approximiert werden.
Diese Methode 1iBt sich auch auf riumlich-drehsymmetrische
Uberschallstrdmungen {ibertragen. Wir beschreiben daher den

Gang der Rechnung in § 3 Ziffer 2 bei der Behandlung dieser
Strémungen.

§ 3. Niherungsverfahren zur Berechnung

réumlich-drehsymmetrischer wirbelfreier Uberschallstromungen

Bei rdumlich-drehsymmetrischen wirbelfreien Uberschall-
strémungen (7 = 1; s = konst in Gl. (2)) sind die Geschwindig-
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keitskoordinaten 4, u langs der Charakteristiken nicht mehr kon-
stant. Es liegt daher folgendes Problem vor:

Gegeben sind Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten x,, v,
Ay ps %0y Yor 4os Mo zweier Punkte 2 und @, gesucht sind Orts-

P R

Q
Fig. 7

und Geschwindigkeitskoordinaten desjenigen Punktes &, in dem
sich die rechts- bzw. linkslaufende Charakteristik durch P bzw.
Q schneiden (vgl. Fig. 7).

1. Niherungsverfahren 2. Ordnung

Diese Methode besteht aus zwei Rechenschritten. Zunichst
berechnet man grobe Niherungen %, ¥, 4D, u mit Hilfe
des Verfahrens erster Ordnung aus den Gleichungen

)’R —Jp YR —Yo
(13> (1) = tgcﬁP - aP>; Ty = tg(’l_() + aQ)
—xp Ty —
a __ . . (1 __ . .
A% Ap 00 sinapsind,  up Ho _ 90 singg, sin 196
AT T e A T T
(14) "
1y __ —
N = TR T Aqg® = r T
cos(@p—ap)’ cos (9o +ap)

’\Tun bilden wir aus den Mittelwerten — (/1(1) + Ap); — ([u(l) + Up);
2— AR+ 2); ? (1R + o) die kael

as), 95, ag}, 5%, (vgl. § 1, Ziffer 1)
und ermitteln die feineren Niherungen

2 2 2
PIRAC N (CRCS
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aus den approximierten Richtungs- und Vertriglichkeitsbedin-

gungen:
(1 5)
2)

}’[g I 1 1 YR T 1 1

@ = tg@%’) (15,1)? (2) - =1 09( ) a(Q}?
Xy — X A —

R P R
(16)
)_(1?) — A, 90 sin aﬁ,‘}e sin 19(1) Iug) — ty go sina 81)a sin 19(1)

AE® a ) Ag® 7 (g +y“’)

(2) (2)
3 — xy —x
AED = & 2 cAR® = N @
cos (19(1) — ag)ll);, K cos (19( —4— a(l)

2. Verfahren dritter Ordnung
unter Verwendung von Parabelbogengittern

Die im folgenden angegebenen Formeln gelten fiir den Fall,
dal} die ,,Basispunkte’* 7, Q auf der 1, 2., ..., Parallelreihe
zum Anfangspolygon £ liegen (wenn P und Q auf & liegen, gel-

Pig. 8

ten andere Formeln, die sich in [6] finden). Das Verfahren zur
Bestimmung der Ortskoordinaten kann auch fiir ebene Strémun-
gen (t = o) verwendet werden (vgl. § 2 Ziff. 4).

Gang der Rechnung:

.a) Ausgehend von 2 und Q berechnet man nach dem in § 2
Zif. 1 bzw. § 3 Ziff. 2 beschriebenen Verfahren 2. Ordnung fiir

Minchen Ak, Sb, 1955 3
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ebene (v = 0) bzw. réumlich drehsymmetrische Strémungen
(rt =1) die Ortskoordinaten 2, 42 im Falle v = o bzw. Orts-
koordinaten x%), ¥> und Geschwindigkeitskoordinaten A%, u$

des Hilfspunktes R® im Falle v = 1 (vgl. Fig. 8).
b) Koordinaten x5, 4 des Parabelschnittpunktes R®:

Wir ermitteln zunichst die Differenzenquotienten

1
Aig) (yP) = @)
,‘LR

— xpl

( ) _

T [tg (99 — o) — tg (8 — ap)]
P

x(2) x
e g W~ a) — g (%, — )]
(17) z

L& _
(2) (2) o R Pl @ @N . o
%) Tp -1’1’1 |2 — [tg O — ax) — g (Pp—ap)]
X(I: ) —*p @) __ 4@
(’) xp [t (0% %) —tg(@p — ap)]

R 2
g) “ou [to OP + o) — tg (9, + ap)] +

Agu)(yQ) = 'x(g)_
R

xg) — X
F O g 00 + a) — 15 o, + )
(18)

. L@
AP = ——— (’2) 0 [tg (99 + o) —tg (9, +ag)] —

Yo~ %o, *o

O N
_ ,x.g - xQ [tg (0% + i) —tg (O, + ap)]
R Q1

und bilden

o= AP0 + AP0 e =gl —qp)
(19)
2
b= AP+ APORS b=t + ag).
Die ,,rechtslaufende Parabel* ¥V, (x) durch den Punkt P
(20) Y,(x) =y, + ; ay(x — 7p)* + ay(x — xp)

und die , linkslaufende Parabel’ ¥,(x) durch den Punkt Q
(21) Y, (x) :J’Q‘i‘;‘é1(x—xg)2 + by (x — xp)
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schneiden sich im gesuchten neuen Gitterpunkt R mit den
Koordinaten
(22) x=2z0; V(65 =Y, =P

¢) Bei rdumlich-drehsymmetrischen Strémungen haben wir

nun noch die Geschwindigkeitskoordinaten 2%, 4$ zu bestimmen :
Dazu brauchen wir die Langen der Parabelbogen

PRY = AFD = (2 — x,) + x (P — xp)
@3) Lo ~(@3 3 it 3)
QR(')=A77(')=/1()—XQ)+ (X%» —5‘7(2)3

sowie die Differenzenquotienten 4%(a,), 42(9,), A®(y,) bzw.
AP (ap), 45(I,), AP(y,), die wir nach der Vorschrift

g 2 f(g)“fp fp_fp
(2) _ 1
470 = PP—i—P]’“){ FR® 7 }
(24) bzw.
2 IRty So—
A® & /o __QAQ,}
(o) = QQ+Q1«“’{ OR® 0,0

zu bilden haben (P:; und Q;a sind dabei die Bogen der Nihe-
rungsparabeln durch die Punkte 7, 2 bzw. Q;, @, vgl. Fig. 8).
Ferner berechnen wir a,, ; ¥ bzw. a D,, 13 ¥m 1 nach
der Vorschrift

For = 2 (fo+ /D) — 5 (AE®)?2 AP (1)
(25)  bzw.

St = 5 (fo +/2) — & (AFN)2AD (1),

s . .
m.r’}m,r m, Iy Y om, D)

Nun ermitteln wir Ay, %, 43" bzw. b, p3, 13" aus den Vertrig-
lichkeitsbedingungen

sin a, sin ~
ll = Z - ‘()0___ _1’_ __P A 3)
R P 5 7p 3
(26) Z“ P 90 sina,_sind e
=dp— T Ak

@) ,9(- =
o go sin ay' sin 3)
A= dp— },m =
R
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bzw. . .
. go sina, sin 7.90 .
Hr = Mo e Yo i
_ . g0 sina, ,sind, .,
(2/) Hr == ‘uQ - 4 y » A?’](3)
m, L
. 2) . 2)
. 90 smnuzs,L sin 295? A7
Hp = IuQ Tz @) SAn.
Y&

Die gesuchten Geschwindigkeitskoordinaten 2%, #4 im
ncuen Netzpunkt R erhalten wir schlieBlich durch die Mittel-
bildungen

KP = o (ka4 + 21
(28)
p = (i 4 4pl 4 Y.

§ 4. Niaherungsverfahren

fiir nicht isentropische Uberschallstrﬁmungen

Es handelt sich hier um folgendes Problem:

Zwel Punkte P bzw. Q des zu konstruierenden Mach-Linien-
Gitters sind samt Geschwindigkeitskoordinaten 4,, u, bzw. 7,
1o und Entropie s, bzw. s, gegeben. Gesucht ist der neue Gitter-

punkt R, in dem sich die durch 2 bzw. Q gehenden rechts- bzw.
linkslaufenden Charakteristiken schneiden, samt den Werten
fgy My Sp (vgl Tig. o).
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Wihrend bei wirbelfreien Strémungen der Geschwindigkeits-
vektor w bereits durch 4 und p bestimmt ist, ist dieser bei nicht
wirbelfreien Stréomungen erst nach Kenntnis von 4, g und der
Entropie s festgelegt. Da aus der dritten der Vertraglichkeits-
bedingungen (2) die Konstanz der Entropie s lings der Strom-
linien folgt, werden zum Aufbau der charakteristischen Gitter
neben den Mach-Linien nunmehr noch die Stromlinien heran-
gezogen.

Verfahren erster Ordnung

Bei diesem Verfahren berechnet man im ebenen Fall (v = o)
bzw. bei raumlich-drehsymmetrischen Strémungen (v = 1) die
Koordinaten x%), 4% eines Niherungspunktes R als Schnitt-
punkt der in 2 bzw. Q an die rechts- bzw. linkslaufenden Cha-

rakteristiken gelegten Tangenten (vgl. Fig. 9) aus

(¢)] 1)
YR —Yp .71? —J
(@9 - =tg(lr—ap); - = tg (% + o).
2y —x A
R S R Q

Die strenge Stromlinie durch R schneidet 2Q im Punkt 7.
Die Koordinaten eines zu Z gehérigen Niherungspunktes 73
crhilt man aus den Gleichungen

1) : (1) (1)
}'H = Yp—J, Y =Y
(30) Q [« R

1
“(1)_10 o ’ (1 <1) =tg, (Fp+0g).

JP—R,’Q xH

Die Entropie 5§} im Punkte ZV ermittelt man durch lineare
Interpolation

HDQ. s, +PH“)
(31) g = LCr T

PQ Q
mit

HOQ =V (s ~xf*+ (=305 PHO=V(xf =+ 0=

Da die Entropie s lings einer Stromlinie konstant ist, setzt man

(32) 4P =

= si'.
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Die Geschwindigkeitskoordinaten %’, 4% ergeben sich dann
aus den Vertriglichkeitsbedingungen

9
W go | sinzap _sinapsindy
Ao = p £ P {4/(/ 0 (% —sp) —7 Vp A&
(33) o 9o [ sin2 @ sin ag smz‘} A
== - —_— — /L’ —_— -
By =Ho+ 1, (-‘ o) o 7
WED N ay_
AEW — _ T’ —Tp At = rp’ =%

cos (ﬁ;:ap) ? cos (19 +a )
In der Dissertation des Verfassers [6] sind auch Verfahren
2. Ordnung angegeben.

§ 5. GroBenordnung der Verfahrensfehler.

Regeln zur iiberschligigen Fehlerabschitzung

Wir setzen voraus, dal3 bei den Verfahren 4-ter Ordnung die
Funktionen a(x, y), @(x,y) stetige A-te Ableitungen, s(x,7y)
stetige (£-41)-te Ableitungen in dem in Frage stehenden Bereich
der (x, y)-Ebene besitzen. Ferner diirfen die Charakteristiken-
Tangenten in keinem Punkt des (x, ¥)-Bereiches zur y-Achse
parallel sein. Dann gelten fiir die GroBenordnung der Verfah-
rensfehler der Niherungsverfahren 4-ter Ordnung die Abschit-
zungen

(34) 2P —xp=o0(); Y —yp =o0(M);

}‘(1?)—112 = o (") M%)_P‘R = 0(8‘+1>; 5%&)_51? = o (¢M).

Dabei verstehen wir unter o(e**!) Funktionen der Maschenweite

441 verschwinden. Mit

Xp, Ve, - -» Sp sind die strengen Werte, mit x%), y(’” Y s%) die
zugehérigen Niherungswerte bezeichnet.

Aus den obigen Abschiatzungsformeln ergeben sich folgende
einfachen Regeln zur tiberschlagsmiBigen Fehlerabschitzung:
Ausgehend von der Anfangskurve berechnen wir nach dem Ver-

fahren £-ter Ordnung unter Zugrundelegung der Maschenweite ¢

g, die mit ¢ — o in der Gréfenordnung &
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zwel Parallelreihen von Gitterpunkten. Hierauf wiederholen wir
die Rechnung mit der doppelten Maschenweite 2¢ (vgl. Fig. 10).

1k)
Rae

Fig. 10

Dann folgt fiir den Fehler bei der feineren Rechnung iiber-
schlagsweise

Yo &% Yoe —JYe
X,—x e
2°—1 2% —1
2 ; /2 }s st Hg e He
—— z S =2 — o i e
¢ by Ye— U 3
-
(39)
Ay e— G, 1925 295
a,—a =~ ; h— = ———
2 1 2 1
Soe™ S
Sp— S~ ———
28—y

Die GroBen ohne Index kennzeichnen dabei die strengen
Werte, die Indizes ¢ bzw. 2¢ die mit der Maschenweite & bzw.
2¢& nach dem Verfahren 4-ter Ordnung berechneten Niherungs-
werte,

Fiir die praktische Durchfithrung empfichlt es sich, immer zwei
Parallelreihen von Gitterpunkten zu ermitteln, anschlieBend die
Rechnung mit der doppelten Maschenweite zu wiederholen und
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die obigen Abschitzungsformeln im Sinne von Verbesserungen
zu verwenden. Die verbesserten Werte

(36) X, = x,— —, usw.

werden dann der weiteren Rechnung zugrunde gelegt.

Anhang

A. Fehlerformeln fiir die einzelnen Verfahren

1. Ebene Stromungen

Verfahren | Fehlerin » Fehler in y
| Te— X = Ye— ) =
Verf. 2. Ordng.
§ 2 Ziff. 1 1i (rpe—e) 3} (Yae—e)
Verf. 3. Ordng.
Ziff. 2
§2 003 T @ae—xd | T (ae—e)
Ziff. 4

2. Drehsymmetrisch-rdumliche Strémungen

Fehlerin » | Fehler iny | Fehlerin 4 Fehler in p

Verfahren
Xeg— X = ' Ve—y = Ae— A == e — p &

Verf. 1. Ordng. ! I ' aey | N ‘ —

§ 3 Ziff. 1 =8 € 2e € 2e ¢ | 2¢ 5
Verf. 2. Ordng. |

§3aﬁ1g'%““—“9'§0u—43 YAze— ) | & (#ge— o
Verf. 3. Ordng.

§33ziff.2 g Prae—2) | 3 (ae—0e) | F(Rae—24) T (pge— pe)

3. Nichtisentropische ebene (7 = 0)
und drehsymmetrisch-rdumliche Strémungen (z=1)

Fehlerin 4 I Fehler in 4 | Fehler in s

Fehler inxiFehler iny
bh—i=m | pp—p= | s,—s=
| e | "¢

T | yo—y

Verfahren

|
Age— 2, l Hae— Me

Verf. 1. Ordng.
§4

Xoe— Xe Sgeg— Se

l Yae Ve
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B. Rechenbeispiele

Wir erproben nun die in den §§ 2, 3 beschriebenen Niherungs-
verfahren fiir ebene bzw. riumlich-drehsymmetrische Strémun-
gen am Beispiel der ebenen bzw. rdumlich-drehsymmetrischen
Quellstrémung (vgl. [2], § 3 S. 17).

1. Ebene Quellstrémung

Auf der rechts- bzw. linkslaufenden Charakteristik sind die
Ortskoordinaten der Punkte 2, 4 bzw. 1, 3 bekannt. Ausgehend

2

3

7 Fig. 11

von den Punkten 3 und 4 werden nun mit Hilfe der verschiede-
nen Niherungsverfahren Niherungen fiir den Punkt 5 gewonnen
und mit den bekannten Koordinaten des strengen Punktes s
verglichen:

Verfahren | %5 Vs Fehlerinx | Fehleriny
2. Ordnung f l '
| a5 ~6 U . e
§ 2 Ziff. 1 2,000509 | —0,000229 | +4534-10 | 229+1078
. Ord !
: §;;ll;?g; 2,893601 —0,000189 ’ —2374-1078 ! —18¢-1076
3. Ordnung | — .
§2 Ziff. 3 2,895884 —0,00023}5 ! — g91+1078 ; —235+10-8
i
. Ordnun
. § 2 Ziff.i 2,897394 —0,000218 | +1419-10-% | —218-107¢
Strenge Werte 2,895975 o | — ; —
Anfangswerte x, =  2,147070; xg = 2,080565%

Ys = 4 0,282048;  y3 = — 0,303973
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Riumlich-drehsymmetrische Quellstromung

In den Punkten 1, o, 2 sind Orts- und Geschwindigkeits-
koordinaten vorgegeben. Es wurden nach den Verfahren 1. und
2. Ordnung (vgl. § 3 Ziff. 1) Ndherungen fir Orts- und Geschwin-
digkeitskoordinaten des Punktes 3 einmal mit der Maschenweite
¢ und sodann mit der doppelten Maschenweite berechnet. Die

3

2 Fig. 12

bei der feineren Rechnung gewonnenen Orts- und Geschwindig-
keitskoordinaten wurden anschlieBend nach den in § 5 angegebe-
nen Abschitzungsformeln verbessert. Den verbesserten 4, g im
verbesserten Punkt werden sodann die strengen A, p des verbes-
serten Punktes gegeniibergestellt:

Verfahren 2. O.

Maschenweite B Ya | Ay | 2
T i
2¢€ 1,92831 l 0,51501 568,333 383,440
€ 1,92448 0,51533 508,337 383,359
Verbesserte 162320 o.c1 68 718 3 5
N'ziherungswerte ,923 l s 5 544 5 »33 | 363,33

Strenge 4, g im

verbesserten Punkt 1,92320 | 0,51544 568,339 | 383,342

Verfahren 1. O.

Maschenweite g V3 2y I3
[ T
2¢ [ 1,93153 0,51046 | 568,096 382,737
€ 1,92857 0,51581 | 568,223 383,005
Verbesserte I
Niherungswerte 192561 ©,51516 : 568,350 ’ 383,393
Strenge 4, pim 1,92561 0.51516 l 568,329 | 383,300

verbesserten Punkt |
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