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Fehlerabschätzungen und Verbesserungen 

der numerischen Charakteristikenmethoden 

für Anfangswertprobleme in der Gasdynamik 

Von Franz Bauhuber in Bad Aibling 

Vorgelegt von Herrn Robert Sauer am 14. Januar 1955 

Mit 12 Figuren 

Zusammenfassung 

Die Kenntnis der Fehler der mittels Charakteristikenmethoden 

gewonnenen numerischen Ergebnisse ist für die Praxis von gro- 

ßer Bedeutung. In der vorliegenden Arbeit werden die Größen- 

ordnungen der Verfahrensfehler für die bisher verwendeten 

Charakteristikenmethoden sowie für verfeinerte Verfahren zur 

Berechnung stationärer ebener und räumlich-drehsymmetrischer 

Überschallströmungen ermittelt. Ferner werden praktische 

Regeln zur überschlagsmäßigen Fehlerabschätzung angegeben 

und an numerischen Beispielen erläutert. 

Einleitung und Problemstellung 

Die auf der Charakteristikentheoric für Systeme quasilinearer 

Differentialgleichungen vom hyperbolischen Typus (vgl. [1]) 

beruhenden numerischen Differenzenverfahren in charakteristi- 

schen Gittern („Charakteristikenverfahren“) werden in der Gas- 

dynamik zur Berechnung stationärer Uberschallströmungen so- 

wie auch zur Berechnung nichtstationärer Strömungen vielfach 

verwendet. Die Ergebnisse dieser Rechnungen wurden bisher 

fast durchwegs ohne genauere Analyse der Fehler benutzt. Dem 

Verfasser sind nur drei Arbeiten bekannt, in denen Fehlerfragen 

untersucht werden. M. H olt [3] und P. Teofil ato [4] geben sehr 

rohe Fehlerabschätzungen an, M. A. Hyman [5] behandelt 

nichtisentropische stationäre Überschallströmungen1. 
1 Durch die in eckigen Klammern stehenden Ziffern sei auf das Literatur- 

verzeichnis S. 43 verwiesen. 
München Ak. Sb. 1955 
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Ziel dieser Arbeit ist es, 

1. für die in der Gasdynamik gebräuchlichen numerischen 

Charakteristikenmethoden praktisch brauchbare Formeln zur 

überschlagsmäßigen Fehlerabschätzung zu gewinnen, 

2. die Charakteristikenverfahren so weiterzuentwickeln, daß 

bei gleichbleibender Genauigkeit der numerischen Ergebnisse 

mit größeren Maschenweiten gerechnet werden kann. 

Es werden stationäre ebene und räumlich-drehsymmetrische 

stationäre Uberschallströmungen behandelt. Die Untersuchun- 

gen beschränken sich auf die Analyse der Verfahrensfehler, und 

zwar auf Abschätzungen der Größenordnung dieser Verfah- 

rensfehler, ausgedrückt durch Potenzen eines Parameters e, wel- 

cher die Maschenweite der charakteristischen Gitter kennzeich- 

net. Die Ergebnisse sind ohne Beweise mitgeteilt. Die Herleitun- 

gen finden sich in der Dissertation des Verfassers [6], 

x, y 

dÇ\ 
drj J 
dÇ 

w 

U, V 

c 

M 

a = 

■9 

1. Zusammenstellung der Differentialgleichungen. 
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Verhältnis der spezifischen Wärmen eines idealen Gases 
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Cv 
S Entropie 

c 
s =   auf cv bezogene Entropie 

Cv 

, i 90 
X = 4OO + — 

cos2 a da 90 Q     *—1 n sin-a + 
B/2 

, ! 9O 
u = 600 -f- ■— ' n 

cos2ada . 90 ^ 
X —1 ‘ 71 sin-a + ~2~ 

nj 2 

Busemann’ sehe 
Geschwindigkeits- 
koordinaten 

Es gelten die Beziehungen 

X -f n = 1000 -f- 
180 cos2 a da 

■ , W— sin2 a -I 5- 
71/2 

ff [°] = n — X — 200. 

Die Funktionen er = <r(a) und a = a(M) sind für die prakti- 

sche Rechnung tabelliert (vgl. [2], S. 62), so daß die zu vorgege- 

benen Werten X, /JL gehörigen Mach-Winkel a aus Tafeln ent- 

nommen werden können. 

2. Differentialgleichungen 

Als strömende Medien legen wir im folgenden ideale Gase mit 

konstanten spezifischen Wärmen zugrunde. Ferner beschränken 

wir uns auf isoenergetische Strömungen (konstante Staupunkt- 

Temperatur im ganzen Strömungsfeld). Die Erhaltungssätze von 

Masse, Impuls und Energie liefern dann unter Vernachlässigung 

der inneren Reibung und Wärmeleitfähigkeit sowie der Schwer- 

kraft und sonstiger äußerer Kräfte ein System von drei quasiline- 

aren partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung für die drei 

gesuchten Funktionen u(x, y), v(x, y), s(x, y) (vgl. [1], [2]). Für 

Uberschallströmungen ist dieses System vom hyperbolischen 

Typus, d.h. es existieren drei i. a. voneinander verschiedene reelle 

Charakteristikenscharen, nämlich die rechts- bzw. linkslaufenden 

Charakteristiken (Mach-Linien) und die Stromlinien. Nach Ein- 

führung der Busemann’schen Geschwindigkeitskoordinaten X, ft 

gelten folgende Differentialgleichungen : 
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Die rechts- bzw. linkslaufenden Mach-Linien sowie die Strom- 

Beim Fortschreiten längs dieser Kurven ändern sich A, /( und s 

gemäß den Verträglichkeitsbedingungen 

I dï. \ 90 I sin 2a / ds \ sina sind"] 
n l2x(x—i) )t 1 ; J 

Für ebene Strömungen ist in den Gleichungen (2) r = o zu 

setzen. Im räumlich-drehsymmetrischen Fall (gekennzeichnet 

durch T = 1) haben wir y 4= o vorauszusetzen, d. h. die Punkte 

auf der Symmetrieachse sind ausgenommen (für y = o gelten 

andere Formeln, vgl. [2], [6]). 

3. Hyperbolisches Anfangswertproblem 

In der x, y-Ebene sei durch die stetig differenzierbare Funktion 

y = k(x) eine doppelpunktfreie Kurve k gegeben. Längs k sei die 

Strömung durch die Anfangswerte u = u{x, v = v(x, k{xj], 

s = s(x, k{pcj) oder, was auf dasselbe hinausläuft, durch die An- 

fangswerte X= X(x, kiycj), fx = fxix, k(ocj), s =s(x, k(x)) vorgege- 

ben. Für diese Anfangswerte sei das System der quasilinearen 

partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung für u, v, s längst 

hyperbolisch, so daß durch (1) in jedem Punkte von k und einer 

gewissen Umgebung (G) von k drei voneinander verschiedene 

reelle charakteristische Richtungen definiert sind. Wir setzen 

dabei voraus, daß k keine der Charakteristiken berührt. 

Gesucht wird eine in (G) stetig differenzierbare Lösung der 

Differentialgleichungen (1), (2), welche längs k die vorgeschriebe- 

nen Werte annimmt. Weitere Differenzierbarkeitsbedingungen 

werden in § 5 hinzugefügt. 
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Es handelt sich im folgenden um numerische Näherungsver- 

fahren zur Lösung des hyperbolischen Anfangswertproblems. 

Dabei werden die in den Richtungs- und Verträglichkeitsbedin- 

gungen auftretenden Differentialquotienten durch Differenzen- 

quotienten ersetzt. Die Anfangskurve k wird durch ein Sehnen- 

polygon k von der Sehnenlänge e angenähert, s nennen wir die 

Maschenweite. Die Charakteristikennetze werden durch Strecken- 

zugnetze bzw. Parabelbogen-Gitter approximiert („charakte- 

ristische Gitter“). 

§ 2. Näherungs verfahren zur Berechnung 

ebener wirbelfreier Uberschallströmungen 

Bei ebenen isentropischen Strömungen (s = konst) reduziert 

sich das Problem auf zwei Charakteristikenscharen, und die Ver- 

träglichkeitsbedingungen (2) spezialisieren sich zu 

A = konst 

H = konst. 
längs der 

rechts- 

links- 
laufenden Charakteristik. 

Es liegt daher folgende Aufgabe vor: 

Gegeben sind zwei Punkte P, Q des zu konstruierenden Mach- 

Linien-Gitters samt den Geschwindigkeitskoordinaten Ap, /uP 

und AQ, )IQ. Gesucht sind die Ortskoordinaten des nächsten ström- 
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abwärts gelegenen Gitterpunktes 1?, in dem sich die von P 

kommende rechtslaufende und die von <2kommende linkslaufende 

Mach-Linie schneiden. 

1. Verfahren zweiter Ordnung 

Die Verträglichkeitsbedingungen liefern XR = XP und fiR = ftg, 

d. h. die Geschwindigkeitskoordinaten des gesuchten Gitter- 

punktes sind von vorneherein bekannt. Mit XR, fxR sind nach § i 

Ziffer 1 auch die Winkel aR, ■&R bekannt. Man bildet nun die 

Mittelwerte aPR, $pR, GQR, $QR entweder nach der Vorschrift 

aPR — ~ (Pp 4~ ap) J &PR = -y 

aQR = Y (aQ 4* ap) ; &QR — — + ftp) 

oder 

a
PR aus aPR = XP — (fiP + HQ) ; a.QR aus OQR = PQ + ~ Q-p ^Q) 

QR [ ] aus $QR = PQ 2 4" 
200 

&PR [°] aus êPR = ~ (jip + nQ) — XP— 200 (vgl. § l, Ziff. l). 

Dann sind durch die approximierten Richtungsbedingungen 

(3) —V^ = tg (Ppx — *px)\ ? =tg(0OR + aQV 
R XP — XQ 

die Koordinaten xR\ yR^ eines Näherungspunktes festgelegt 

(vgl. Fig. 5). 
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2. Verfahren dritter Ordnung mit Korrektionen 

Dieses Verfahren besteht aus folgenden Rechenschritten : 

a) Berechnung der Koordinaten eines ersten Hilfspunktes i?(1) 

(Verfahren l. Ordnung) aus den Gleichungen : 

(4) 
y{R—yp 
X<R ~ XP 

Cg (#/ aj>y> ^~=ts^Q + ao)' 

b) Ermittlung der Koordinaten xRii, yRi eines zweiten Hilfs- 

punktes R2 aus (aR und ftR erhalten wir aus den bekannten 

Werten XR = XP\ pR = nach § i, Ziff. l) 

(5) = tg(ßR — aR) ; = tg(0Ä + aR). 
XRl Xp XR„ XQ 

c) Die Koordinaten xR\ yR^ des neuen Netzpunktes i?(3) finden 

wir dann aus 

(6) 

xf = y (2X(
R + 

X
R) + 

yf = y (?y(R + yx) + £2^2. 

wobei E
2
KX und s2K2 noch zu bestimmende Korrektionen dar- 

stellen. Wir geben die Formeln für den Fall an, daß die „Basis- 

punkte“ P und Q auf der 2., 3., ... Parallelreihe zum Anfangs- 

polygon k liegen1. 

1 Wenn P und Q auf k oder auf der ersten Parallelreihe liegen, gelten für die 
Differenzenquotienten zl/ und Ar modifizierte Formeln (siehe [6]). 
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&KX 
dr{P) [yp-yQ-^xp-XQ) tg(flg + aQ)f-Ai{Q) [yp-yQ-(xP-XQ) tg (flp-aP)f 

6 [tg (% + aQ) - tg t&p - aP)]3 

6 [tg t&Q + OQ) — tg {&p — ap)]3 

x {tg(ßQ + aQ) Ar(P) [yP—yQ — (xp—xQ)tg(ßQ +aQ)]2— 

— tg (ßP ~ ap) Al (ö) [yp — yQ — (xp — xQ) tg (êp — ctp)]2 } 

4(0) 

[tg (P<2 + aC?) — tg (PQ, + a(?o)]) 
XQ xQo I 

(7 a) 

4(^) = 
1 

XP1 — Xpa 

Xp Xp^ 

Xp Xpo 

[tg (pp — ap) — tg (ßP — dp )] 
l Xp — XPl 

[tg (ßp — ap) — tg (ßpo — Gtpo)]}. 

3. Einstufiges Verfahren dritter Ordnung 

Wir geben die Gleichungen für den Fall an, daß die „Basis- 

punkte“ P und Q auf der 2., 3., . . . „Parallelreihe“ zur Anfangs- 

kurve liegen (vgl. Fig. 6). Für die Berechnung der 1. und 2. Par- 

allelreihe gelten ähnliche Formeln wie für die folgenden Diffe- 

renzenausdrücke (vgl. [6]). 

Zunächst ermitteln wir die Differenzenquotienten 

(g) /|(i) _ ßp — aP — (^1 — aPÏ> . j(i) _ &Q + aQ ~~ ßOi + aQ\) 

Xp   XPl ’ XQ   XQX 

42,= 

(9) 

4ä,= 

_ 2 j dp—ap— ßPi — apJ 

XPl — Xp0 I Xp — Xpx 

+ aQ— 

&P— ap— — aPo) I 

Xp ' Xp0 I 

&Q + aQ — {&Q0 4- a0a) I 

XQi — XQa XQ — XQ. XQ — XQO 
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2/1 _ 1 \yp— yQ— *g)tg(#g + °g) 1
2
X 

E ^ 12 I tg {&Q + aQ) — tg (&p — ap) I 

X
 [T8Ö(Z|^2 tg(^-c'/>)-42))] 

(10) 

e2 /i _ j_ I yp —VQ—{xp—xQ) tg(&p—aP)_|
2 x 

6 ; 12 1 tg (&Q + a0) — tg (ßP — ap) I 

X [T^(41))2tgO?Q + ao)-4
2)]- 

Aus den bekannten Größen /«Ä = [iQ finden wir nach 

§ 1 Ziff. 1 die Winkel aR und §R, so daß wir bilden können 

y PR = ~ (PR — aR + dP — aP) + £2
 Ar 

(11) t 

VQR — Y 0^? + aÄ + + ae) + £2zd7. 

Damit erhalten wir die Koordinaten xR\ y
{'R des neuen Netz- 

punktes aus den approximierten Richtungsgleichungen 

fi 2) pR—yp 

X R XP 
tgypj?; 

yp—y<2 
ÏQR ■ 

4. Verfahren dritter Ordnung 

unter Verwendung von Parabelbogen 

In allen bisher beschriebenen Näherungsverfahren wurden die 

strengen Charakteristiken durch Streckenzüge approximiert. Ein 

weiteres Verfahren 3. Ordnung beruht darauf, daß die strengen 

Charakteristiken durch Parabelbogen approximiert werden. 

Diese Methode läßt sich auch auf räumlich-drehsymmetrische 

Uberschallströmungen übertragen. Wir beschreiben daher den 
Gang der Rechnung in § 3 Ziffer 2 bei der Behandlung dieser 

Strömungen. 

§ 3. Näherungsverfahren zur Berechnung 

räumlich-drehsymmetrischer wirbelfreier Uberschallströmungen 

Bei räumlich-drehsymmetrischen wirbelfreien Überschall- 

strömungen (T = 1 ; s = konst in Gl. (2)) sind die Geschwindig- 
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keitskoordinaten X, fi längs der Charakteristiken nicht mehr kon- 

stant. Es liegt daher folgendes Problem vor: 

Gegeben sind Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten xP, yP, 

XP, [ip ; xQ, yQ, XQ, /XQ zweier Punkte P und Q, gesucht sind Orts- 

Fig. 7 

und Geschwindigkeitskoordinaten desjenigen Punktes R, in dem 

sich die rechts- bzw. linkslaufende Charakteristik durch P bzw. 

Q schneiden (vgl. Fig. 7). 

1. Näherungsverfahren 2. Ordnung 

Diese Methode besteht aus zwei Rechenschritten. Zunächst 

berechnet man grobe Näherungen x{p, y^\ Xp\ /Xp'1 mit Hilfe 

des Verfahrens erster Ordnung aus den Gleichungen 

yd) — y yd) — y 

(13)%-^ = tgfßp - aP.); -J-e- = tg(ßQ + «0) 
rd>. 
* R 

r(1) —^ 

„(1) . 

(14) 

3^— Xp 90 sin ap sin &p /x^—/XQ 90 sin OQ sin 

A fd) n yp ’ A rfP ZG 

A !(1) = 
P1) _ „ rm _ r 
R P . ^„(1) = R Q 

cos(&p — ap) ’ ' cos(&Q + ag) 

Nun bilden wir aus den Mittelwerten — (A^ + AP); — (ß^ -f- /zp)\ 

7- (41} + ?v') ’ T + )“o)die Winkel 

a<
pL Öpjl, aQR> &QR> (Pg\. § G Ziffer 0 

und ermitteln die feineren Näherungen 

„(2) v(2) 2(2) (2) 
XR ’ yR > A

R < rR > 
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aus den approximierten Richtungs- und Verträglichkeitsbedin- 

gungen: 

(iS) 
v(2>_ y 
y R yp 

A2)-*- = tg(4^ 
„(Dy 
aPR) > T(2) — * 

' 
0
 - tg(flgi + agi) 

( 16) 

;.(Â
2) — Xp Oo sm ctpg sinflftj _ ^ ; = _ 9° sin a gj sin flgj 

d£(2) ~ !0>+A1)) ’ J??(2) 71 OV + 

d|(2) 
.(2). 

cos 41]) 
A v(2) 

2. Verfahren, dritter Ordnung 

unter Verwendung von Parabelbogengittern 

Die im folgenden angegebenen Formeln gelten für den Fall, 

daß die „Basispunkte“ P, Q auf der 1., 2., .... Parallelreihe 

zum Anfangspolygon k liegen (wenn P und Q auf k liegen, gel- 

ten andere Formeln, die sich in [6] finden). Das Verfahren zur 

Bestimmung der Ortskoordinaten kann auch für ebene Strömun- 

gen (T = o) verwendet werden (vgl. § 2 Ziff. 4). 

Gang der Rechnung: 

a) Ausgehend von P und Q berechnet man nach dem in § 2 

Ziff. 1 bzw. § 3 Ziff. 2 beschriebenen Verfahren 2. Ordnung für 

München Ak. Sb. 1955 3 
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ebene (r = o) bzw. räumlich-drehsymmetrische Strömungen 

(r = l) die Ortskoordinaten xp\ yp im Falle r = o bzw. Orts- 

koordinaten x^\ y^jp und Geschwindigkeitskoordinaten pp 

des Hilfspunktes 7?(2) im Falle r = 1 (vgl. Fig. 8). 

b) Koordinaten xp\ y(p des Parabelschnittpunktes 

Wir ermitteln zunächst die Differenzenquotienten 

Af\yP) = 

(H) 

42)042)) = 

42)( yQ) = 
(18) 

^(3^ = 

und bilden 

r(2)_r X
PX 

Xp—Xpx 

X&—X " 

WP —* 
+ ^— 

p 

Xp-—-Xp 

\x
(2)

 — x 
* R *PX 

■ X 
(2) 

Pt i AR 

(2) 
.ff 

7(2). 
R 

APl 

'Q 1 
„(2). 

*0i 

+ 

}-(2) . 
XR 

42). 

Y
0 '

r
0i 

42>- 

42>: 

>-(2) . 

lQi 

F2). 
"-01 

[tg(^2) — af) — tg(ßp — aP)] + 

[tg ('#/> — az>) — tg (#A — <*/>,) ] J 
[tg (^2) — <xf) — tg (#p ap)] — 

[tg (ä%> — o^2)) — tg(^ — a^)]j 

[tg (pf + af) — tg(#0 4- a0)] + 

[tg (PQ + «ç) — tg (pQt + a0l)] I 

[tgÄ2) + <42))-tg(0<? +«0)]- 

[tg Ä2> + af) — tg Poi + a0i)]} 

«1 

(19) 

*1 

f 4
2)
04)+ 3 4

2)
04

2)
); 

J4
2)
(^) + -3 42)042)); 

«2 = tgOV — ap) 

b2. = tg(fQ + aQ). 

Die „rechtslaufende Parabel“ Yr(x) durch den Punkt P 

(20) Yr(x) = yP + y Æi(-Y — xpf + a2.(x — XP) 

und die „linkslaufende Parabel“ Yt(x) durch den Punkt Q 

(21) Y,(x) = yQ + Y^I(
Y

 — 
X

Q)
2 + bi(.x — XQ) 
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schneiden sich im gesuchten neuen Gitterpunkt i?(3) mit den 

Koordinaten 

(22) * = 48>; 4(4,)) = 4(4,)=4i>- 

c) Bei räumlich-drehsymmetrischen Strömungen haben wir 

nun noch die Geschwindigkeitskoordinaten ßß zu bestimmen : 

Dazu brauchen wir die Längen der Parabelbogen 

^(3) = = (x(3) _Xp)+A (x0» __ Xpy 

(23) 

QR^ = Av(i) = UR — XQ) + — XQ? 

sowie die Differenzenquotienten Af\ap), A^(ßpj, Af\yP) bzw. 

Af\ao), AfX^ç), A\2\yç), die wir nach der Vorschrift 

42)(/,; = i5!/5 + PR*® l PR(i 

J_R Jp 

(24) bzw. 

^Kfo) = ~ 
öiQ + (?^(3) I <2vV 

/(2> _ /■ 
j R JQ 

5(3) 

fp-fPl 

P\P 

JQ-JQA 

v.e 1 
zu bilden haben (P1P und QXQ sind dabei die Bogen der Nähe- 

rungsparabeln durch die Punkte Px, P bzw. Qv Q, vgl. Fig. 8). 

Ferner berechnen wir amy ym<r bzw. am /; &m l- ym l nach 

der Vorschrift 

4,, = ; UP +/f ) - I UÏ(3)r 42) UP) 
(25) bzw. 

/-./ = ;-(/o+42)
) - ; (JW^C/O). 

Nun ermitteln wir X\, A^1 bzw. /4, /4> 4” aus den Verträg- 

lichkeitsbedingungen 

1 9o sin ap sin 0p ~ 
A

R — 
A

P _    A f(3) 
71 yp 

(26) 4 = V 
n0 sin a sin & VVJ w, r w, ) 

dp" 

^'=Af-Æsii>a" dp» 
y R 

3* 
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(2 7) 

f-lR — 

^Q 

9° 
TT 

9O 

-^<2 
df?<3) 

sin a , sin & , nt, L nt, l A 

A ??(3> 

y»i, i 

9o sin af sin W3,   CJ) -1 >/ '• 
y R 

Die gesuchten Geschwindigkeitskoordinaten ?Sp, /.i^p im 

neuen Netzpunkt f?(3) erhalten wir schließlich durch die Mittel- 

bildungen 

(KR + 4^” + £R) 

(23) 

= G, + 4/«" + z“”1) • 

§ 4. Nälierungsverfahren 

für nicht isentropische Uberschallströmungen 

Es handelt sich hier um folgendes Problem: 

Zwei Punkte P bzw. Q des zu konstruierenden Mach-Linien- 

Gitters sind samt Geschwindigkeitskoordinaten Xp, \iP bzw. 1Q, 

IIQ und Entropie sp bzw. SQ gegeben. Gesucht ist der neue Gitter- 

punkt R, in dem sich die durch P bzw. Q gehenden rechts- bzw. 

linkslaufenden Charakteristiken schneiden, samt den Werten 

^R’ /XR’ SR (V&1- Uîg. 9)- 
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Während bei wirbelfreien Strömungen der Geschwindigkeits- 

vektor ro bereits durch A und (i bestimmt ist, ist dieser bei nicht 

wirbelfreien Strömungen erst nach Kenntnis von A, fi und der 

Entropie r festgelegt. Da aus der dritten der Verträglichkeits- 

bedingungen (2) die Konstanz der Entropie r längs der Strom- 

linien folgt, werden zum Aufbau der charakteristischen Gitter 

neben den Mach-Linien nunmehr noch die Stromlinien heran- 

gezogen. 

Verfahren erster Ordnung 

Bei diesem Verfahren berechnet man im ebenen Fall (r = o) 

bzw. bei räumlich-drehsymmetrischen Strömungen (r = l) die 

Koordinaten xp\ y
(# eines Näherungspunktes Rm als Schnitt- 

punkt der in P bzw. Q an die rechts- bzw. linkslaufenden Cha- 

rakteristiken gelegten Tangenten (vgl. Fig. 9) aus 

W> 
(29) 

-yP 

xw~x XR XP 

= tg ($p — ap) 
y(R -?Q 

w>_,_ tg + aQ). 

Die strenge Stromlinie durch R schneidet PQ im Punkt H. 

Die Koordinaten eines zu H gehörigen Näherungspunktes //(1> 

erhält man aus den Gleichungen 

„(i). 
(,0) _ te _L s# , # N 

’ AP-AP “ tg 2 W’+V- 

Die Entropie im Punkte H(Vl ermittelt man durch lineare 

Interpolation 

(31) 

mit 

,(D _ sH — 

H^Q- sp+PH^ ■ sQ 

~pçT 

H^Q = V{Xf-XQ? + {y^-yQf ; P//(1) = Y(x^-xPf ♦ (y^-yf. 

Da die Entropie s längs einer Stromlinie konstant ist, setzt man 
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Die Geschwindigkeitskoordinaten ergeben sich dann 

aus den Verträglichkeitsbedingungen 

+ 
(33) 

r 
Sm ^ Sm P_ £ £(1) 

yP 

90 , sin a„ sin &n 1 
V-c.W % Q^ ArP\ 

y<2 1 

XW - x 
R -lQ A ËW = —ÜA -p- • A nw = 

cos (&p—ap) ’ ' cos (dç + aç) 

In der Dissertation des Verfassers [6] sind auch Verfahren 

2. Ordnung angegeben. 

§ 5. Größenordnung der Verfahrensfehler. 

Regeln zur überschlägigen Fehlerabschätzung 

Wir setzen voraus, daß bei den Verfahren /è-ter Ordnung die 

Funktionen a(x,y), ■d'(x,y) stetige k-te. Ableitungen, s(x,y) 

stetige (/è + i)-te Ableitungen in dem in Frage stehenden Bereich 

der (x, 3/)-Ebene besitzen. Ferner dürfen die Charakteristiken- 

Tangenten in keinem Punkt des (x, j/)-Bereiches zur _y-Achse 

parallel sein. Dann gelten für die Größenordnung der Verfah- 

rensfehler der Näherungsverfahren ,é-ter Ordnung die Abschät- 

zungen 

(34) xf—xR = o <y+1) ; yf —yR = o (si+1) ; 

KR— = O (V+1) ; tâ)—f*R = O (V+1) ; sf — sR = o (E*
+1

). 

Dabei verstehen wir unter o(e's+1) Funktionen der Maschenweite 

£, die mit e —» o in der Größenordnung £*+1 verschwinden. Mit 

xR, yR, . . ., sR sind die strengen Werte, mit xp\ yp\ . . ., die 

zugehörigen Näherungswerte bezeichnet. 

Aus den obigen Abschätzungsformeln ergeben sich folgende 

einfachen Regeln zur überschlagsmäßigen Fehlerabschätzung: 

Ausgehend von der Anfangskurve berechnen wir nach dem Ver- 

fahren Ä-ter Ordnung unter Zugrundelegung der Maschenweites 



Fehlerabschätzungen und Verbesserungen 39 

zwei Parallelreihen von Gitterpunkten. Hierauf wiederholen wir 

die Rechnung mit der doppelten Maschenweite 2e (vgl. Fig. 10). 

Dann folgt für den Fehler bei der feineren Rechnung über- 

schlagsweise 

Die Größen ohne Index kennzeichnen dabei die strengen 

Werte, die Indizes e bzw. 2e die mit der Maschenweite e bzw. 

2e nach dem Verfahren i-ter Ordnung berechneten Näherungs- 

werte. 

Für die praktische Durchführung empfiehlt es sich, immer zwei 

Parallelreihen von Gitterpunkten zu ermitteln, anschließend die 

Rechnung mit der doppelten Maschenweite zu wiederholen und 
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die obigen Abschätzungsformeln im Sinne von Verbesserungen 

zu verwenden. Die verbesserten Werte 

(36) 
JTo „ — X 

x„ = X, 7  usw. 

werden dann der weiteren Rechnung zugrunde gelegt. 

Anhang 

A. Fehlerformeln für die einzelnen Verfahren 

1. Ebene Strömungen 

Verfahren 
Fehler in x 

x, — X az 

Fehler in y 

ye—y « 

Verf. 2. Ordng. 
§ 2 Ziff. 1 

Verf. 3. Ordng. 
Ziff. 2 

§ 2 Ziff. 3 
Ziff. 4 

-g- (X2 £ x£) 

\ (-T 2 e xe) 

i (yzt—ye) 

T&ze—ye) 

2. Drehsymmetrisch-räumliche Strömungen 

Verfahren 
Fehler in x 
x. — xæ 

Fehler in y 

:Va—y « 

F elder in A 

Ae-A« 
Fehler in fi 

ße — ß~ 

Verf. x. Ordng. 

§ 3 Ziff. 1 

Verf. 2. Ordng. 

§ 3 Ziff. 1 

Verf. 3. Ordng. 

§ 3 Ziff. 2 

D2 e XE) 

7 e XE) 

yze—ye 

-giyze—ys) 

-fCzse— ye) 

A2 £ Ae 

y (^2 e ^e) 

f (Z2 B Zj) 

P2 e Pe 

3 (p2 e Pe) 

I (fte- <“e) 

3. Nichtisentropische ebene (r = o) 

und drehsymmetrisch-räumliche Strömungen (r = 1) 

Verfahren 
Fehler in;r 
x, — ;r « 

Fehler injy 

ye —y ~ 

Fehler in A 
A, — A« 

Fehler in 

t*e —ft *=> 

Fehler in s 

s. —■ r « 

Verf. 1. Ordng. 

§4 
y is— ye P 2 e 
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B. Rechenbeispiele 

Wir erproben nun die in den §§ 2, 3 beschriebenen Näherungs- 

verfahren für ebene bzw. räumlich-drehsymmetrische Strömun- 

gen am Beispiel der ebenen bzw. räumlich-drehsymmetrischen 
Ouellströmung (vgl. [2], § 3 S. 17). 

1. Ebene Quellströmung 

Auf der rechts- bzw. linkslaufenden Charakteristik sind die 

Ortskoordinaten der Punkte 2, 4 bzw. 1, 3 bekannt. Ausgehend 

von den Punkten 3 und 4 werden nun mit Hilfe der verschiede- 

nen Näherungsverfahren Näherungen für den Punkt 5 gewonnen 

und mit den bekannten Koordinaten des strengen Punktes 5 

verglichen : 

Verfahren J'B Fehler in x Fehler in y 

2. Ordnung 
§ 2 Ziff. 1 

3. Ordnung 
§ 2 Ziff. 2 

3. Ordnung 
§ 2 Ziff. 3 

3. Ordnung 
§ 2 Ziff. 4 

Strenge Werte 

2,900509 

2,893601 

2,895884 

0,000229 

0,000189 

0,000235 

0,000218 

+ 4534-10-° 

—2374-10-° 

— 91•10-° 

+ 1419- io-0 2,897394 

2,895975 

Anfangswerte xi = 2,147070; *3 = 2,080565 

+1 = + 0,282048; y3 = — 0,303973 

—229-10-° 

—189-10-° 

—235•10-° 

—218-10-° 
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Räumlich-drehsymmetrische Quellströmung 

In den Punkten l, o, 2 sind Orts- und Geschwindigkeits- 

koordinaten vorgegeben. Es wurden nach den Verfahren 1. und 

2. Ordnung (vgl. § 3 Ziff. 1) Näherungen für Orts- und Geschwin- 

digkeitskoordinaten des Punktes 3 einmal mit der Maschenweite 

e und sodann mit der doppelten Maschenweite berechnet. Die 

bei der feineren Rechnung gewonnenen Orts- und Geschwindig- 

keitskoordinaten wurden anschließend nach den in § 5 angegebe- 

nen Abschätzungsformeln verbessert. Den verbesserten X, fj, im 

verbesserten Punkt werden sodann die strengen X, /.i des verbes- 

serten Punktes gegenübergestellt: 

Verfahren 2. O. 

Maschenweite y 3 /*3 

2 6 

e 

Verbesserte 
Näherungswerte 

Strenge ?., fj. im 
verbesserten Punkt 

1,92831 
1,92448 

1,92320 

1,92320 

0,51501 

0,51533 

0,5044 

0,51544 

568,333 

568.337 

568.338 

568.339 

Verfahren 1. O. 

383,440 

383,359 

383,332 

383,342 

Maschenweite JK3 /I3 

Verbesserte 
Näherungswerte 
Strenge A, /t im 
verbesserten Punkt 

1,93153 
1,92857 

1,92561 

1,92561 

o, 51646 
0,51581 

0,51516 

0.51516 

568,096 
568,223 

568,350 

568,329 

382,737 
383,065 

383,393 

383,306 
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