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Uber Fourierreihen, 

die in einem Teilintervall der Entwicklungsperiode 
identisch verschwinden 

Herrn K. IV. Wagner ztim 70. Geburtstag 

Von Gottfried Eckart in Paris 

Vorgelegt von Herrn Joseph Lense am 3. Juli 1953 

Es gibt Fourierreihen, die Funktionen darstellen, die in einem 
Teilintervall (im folgenden als „Nullintervall“  bezeichnet) der 
Entwicklungsperiode identisch verschwinden, und wir stellen 
die Frage, ob man Kriterien angeben kann, die dieses Verhalten 
an den Koeffizienten erkennen lassen. Unter den Fourierreihen, 
die wir betrachten, wollen wir uns auf solche beschränken, die 
stückweise glatte Funktionen darstellen, die also in der Entwick- 
lungsperiode samt ihren ersten Ableitungen abteilungsweise 
stetig sind ([1], S. 33). 

Gewöhnlich schreibt man eine Fouriersche Reihe einer Funk- 
tion im Intervall (o, 27t), die man darüber hinaus periodisch fort- 
setzen kann, in der Form 

§1 

OO 

(0 /OO = ~ + Z («n cos nt + bn sin nt). 
71=1 

Definieren wir 

(2) a. —71 = b—n =—b —71 (an — ibn) 

so daß 

(3) an cn “k c—n > bn 1 Un 
c—n) > 

so können wir auch schreiben: 

(4) 
n = — 00 
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170 Gottfried Eckart 

Diese Beziehungen setzen voraus, daß man nach den in (o, 2TC) 

normierten vollständigen Orthogonalsystemen 

(I) 
1 

yW’ 
oder 

—cos t, 
V* \f n 

sin 7, l - cos nt, 
/TI 

sin nt, 

(II) --1, % «*"«(«= o, ± 1,±2,...) 
2 TC 

entwickelt. 
Statt dieser beiden können wir auch die in (o, 7t) normierten 

vollständigen Orthogonalsysteme 

(III) y=-, j/ ^ cos t, ]/^ cos 2t, ..., 

(IV) l/^- s^n^’ jX“  sin20 ••• 

verwenden, wobei wir zu beachten haben, daß bei Ergänzung zu 
einer ganzen Periode (III)  eine gerade, (IV) eine ungerade Funk- 
tion darstellt, was aber bei der Beschränkung auf das Intervall 

(o, 7t) nicht in Erscheinung tritt. Natürlich kann man durch ein- 
fache Variablentransformation das Intervall (o, 2 7t) in t in das 

Intervall (o, 7t) in t' überführen und die Koeffizienten einer nach 
(III)  oder (IV) fortschreitenden Reihe durch diejenigen einer 
Entwicklung nach (I) oder (II)  ausdrücken und umgekehrt. 

Im folgenden wollen wir stets annehmen, daß unser Nullinter- 
vall bei t = O beginnt und bis zur Stelle b reicht, wo natürlich b 
kleiner als 2 7t oder 7t ist, je nach dem gewählten Orthogonalsy- 
stem und seinem Entwicklungsintervall. Im Falle einer Reihe der 
Form (l) können wir jederzeit den Nullpunkt unserer ^-Achse 
von t — o nach t = b verschieben mittels E, = t— b, wobei sich 
die Koeffizienten in der folgenden Form umrechnen: 

(5) 
CO   CO 

0 + £ (an cos nt + s'n n0 = ° + 21 (fln cos + bn s*n n
0 

n=l n=1 
mit 

(6) 
an = an cos nb -\-bn sin nb, 

bn = —an sin nb -j- bn cos nb. 
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Im Falle der komplex geschriebenen Reihe 

-fOO + OO 

(Sa) É cne
inl = È Tn e

in5 

n = — 00 n = — oo 

ist dann 
/s- \ ——   . Änb 
(6 a) c

n Cyi £ 

Da nach unseren Voraussetzungen die Funktion f(t) in 
o <( t ^ b identisch verschwindet, muß für / > b das Integral 

t t 
J J(f)dt identisch gleich sein dem Integral J f(f)dt. Daß diese 
0 b 
Bedingung nicht hinreichend ist, sieht man daraus, daß sie 

b 

erfüllt ist für jedes f(f), für das J f(t) dt = O. 
0 

Um diese notwendige Bedingung anzuschreiben, haben wir 

OO 

(7) f(t) = ~+ £ («n cos nt + bn sin w0> 
71  = 1 

(8) J /OO dt = a° t + £ (~ sin nt — cos + ^7), 
0 71=1 ' ' 

t OO / J/(if) dt = Æ + £ I— sin Wif — sin nb 
f \ b 2 2 n=i 
® K ,\ 

 cos nt A cos nb\. n n J 

Identisches Gleichsetzen von (8) und (9) bringt: 

(10) b -f- £ n sin b -f- — (1 — cos nb) 1 = O. 2 n=l L n n .1 

Dies stellt also eine Beziehung dar, welche die Koeffizienten einer 
Reihe, wie wir sie untersuchen, zu erfüllen haben. 

§2 

Der Verschiebungssatz der Laplacetransformation ([2], S. 147) 
legt folgende Überlegung nahe, um ein notwendiges und hin- 

reichendes Kriterium für das Verschwinden von f(t) im Inter- 
12 
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vall (o, b) zu erhalten: Es sei f-yif) = f(t) im Intervall (o, b), 
außerhalb null, dagegen /2(V) = f(f) außerhalb des Intervalls, 
im Intervall o. Dann hat man 

J f(t) e st dt = J f x(i) e st dt + J /2(V) e st dt. 
0 0 0 

Gemäß dem Eindeutigkeitssatz der Laplacetransformation ([2], 
CO 

S. 34) folgt aus dem identischen Verschwinden von J f\(f)  e~st dt, 
0 

daß bis auf eine Nullmenge ebenfalls null ist, d. h. daß f(t) bis 

auf eine Nullmenge im Intervall (o, b) null ist. Die gesuchte not- 
wendige und hinreichende Bedingung besteht also darin, daß 

00 OO 

J f(t) e~st dt = J‘ f(t)e~sl dt 
0 b 

identisch in j sein muß. Führt man im zweiten Integral Ç = t—b 
als neue Veränderliche ein, so hat man 

«6» lf(f)e-* ldt = J f(l  + b)e~s^ d\. 

Es ist 

(11) /(£ + £) = + Z (an cos nZ+bn 
sin »£)> 

71=1 

wobei die Koeffizienten aus (6) zu entnehmen sind. Die Laplace- 
transformierte in (o, oo) ist dann ([2], S. 22-23) 

(12) 
/ z 

71 = 1 '  

+ Z \an + b n J.2 + w2 
')•  

Die Laplacetransformierte der ursprünglichen Reihe lautet: 

(13) 

somit ist 

00 . 

z (‘  
71 = 1 '  

+ b; n rU»* 1 “n ^4^/' 

(14) eb* ,[ /(/) dt = ^ ± 
0 \ 2S n = 1  ̂
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Dies muß (12) identisch gleich sein, also hat man: 

a0 

2 S + 

Daß man berechtigt ist, die Fouriersche Reihe gliedweise nach 
Laplace zu transformieren, ergibt sich aus folgender Überlegung1 : 

Wir schreiben (1) in der Gestalt f(t) = sn(t) + rn(t). Weil f(t) 
stückweise glatt ist, hat es im Periodizitätsintervall (o, 2 7t) eine 
endliche Anzahl m von Unstetigkeitsstellen ocv mit endlichen Un- 
stetigkeitsprüngen. Wir schließen sie durch Intervalle von der 

Länge 28 aus. Die Reihe konvergiert außerhalb dieser Intervalle 
gleichmäßig ([1], S. 53), d. h. dort ist | rn(f) | < e für alle n^> N, 

wobei N nur von e und nicht von t abhängt. Weil die Reihe aber 
auch an den Unstetigkeitsstellen konvergiert (allerdings nicht 
gleichmäßig, sie stellt bekanntlich das arithmetische Mittel des 
links- und rechtsseitigen Grenzwertes der Funktion dar [1], 
S. 47), sind die Teilsummen sn (t) gleichmäßig beschränkt und 
daher ist \rn(t)\ <C A für alle n und t. 

Setzen wir noch O<J0 ^ voraus, so erhalten wir wegen 
der Periodizität der Funktion folgende Abschätzung: 

00 co m rav+S 

J rn(t)e~stdt < e J e~sl dt + A J e~st dt 
Ö 0 V=1 U-8 

und dieser Ausdruck strebt unabhängig von n mit 8 gegen o. 

Schließen wir in der r-Ebene die Punkte s = o, ± i, ± 2 i, 

i  32i % � % � • durch entsprechende kleine Kreise vom Halbmesser p 

,—2 r:ns 

1 Ich verdanke sie Herrn Prof. J. Lense. 
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und den Punkt oo durch einen genügend großen Kreis vom Halb- 
messer R aus und nennen wir den so erhaltenen abgeschlossenen 
Bereich B, so konvergieren die Reihen (13) und (14) in B absolut 
und gleichmäßig. Denn es ist | J ± 2» | » — R für alle n^> R 
und zufolge unserer Voraussetzungen über f(t) auch |<zn|, \bn\ 

<|([i], S. S3), 

somit 
ans + bnn 

r2 + «2 
^ C (Ä_+ ± 
' n (n —fff )2 < e 

für alle r von B und für alle n ^> R. Es ist daher die Laplace- 
transformierte eine analytische Funktion von s mit den Polen er- 

ster Ordnung bei J = O, ±2, ±2 7, ±32,... Somit existiert 
in dem Ringgebiet o <1 | -r | <7 1 eine Laurentsche Entwicklung. 
Wir stellen sie auf und vergleichen die Koeffizienten der Potenzen 
von r. 

Aus (6 a) ersieht man a0 — also ist das Residuum in J = 0 

(16) lim ebs j = an, 

die Gleichheit ist von selbst erfüllt. 
Wenn wir jetzt den bei s = o singulären Term abtrennen, so 

können wir wegen der absoluten Konvergenz in (15) gliedweise 

nach Potenzen von s entwickeln und umordnen. Es ist 

(17) j2 + «2  1 = 1 y (—1),£ 

>(. + £) ” 2äo{ ] Uv 

mit I s I <C 1, ferner 

f>bs 
(18) 

ßU b &o &o   ao x-1 b' 

2J 2j 2 k 0̂ {k + i)\ 

„ 00 LII  +  1 a(\ v b 

Entwickelt man £ ŝ2~j^r ~ gliedweise nach (17), so be- 
kommt man n==1 

(19) 
an s 

n = l s2 + n2 
71=1 

OO OO 

Z Z (-01 

( = 0 k=l 

71 =1 

/, 2 1 + 1 

71 = 1 
00 00 

r21 
± Z Z (-1) l _ ah 2 1+1 

-21 + 2 
1=0 h = l 




