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Zusammenfassung

Es werden Wellengleichungen vom Typus der Diracgleichung
mit gruppentheoretischen Methoden untersucht.

Teil I: Invariante Wellengleichungen. In §1 wird aus der
Lorentz-Invarianz die Bedingung hergeleitet, daB3 die Basis-
matrizen der Wellengleichung aus gewissen Lie-Algebren in-

finitesimaler geometrischer Transformationen ausgewihlt sein
Miinchen Ak, Sb. 1952 8



112 Friedrich L. Bauer

miissen. § 2 bringt allgemeine Untersuchungen tiber Lie- Algebren,
§ 3 liber deren Matrizendarstellungen. In § 4 wird auf die Be-
ziehungen zur Invariantentheorie eingegangen. § 5 bringt den
AbschluB3 der Darstellungstheorie und klirt, welche invarianten
Wellengleichungen méglich sind.

Teil 11: Ausreduzierte Wellengleichungen. In § 6 wird der Ge-
danke der Ausreduktion durch Nebenbedingungen formuliert.
In § 7 sind ausreduzierte Wellengleichungen, deren Komponen-
ten einen Undor bilden, behandelt. Ein Undor ist eine mehr-
stufige GroBe, deren Komponenten sich in jedem Index wie die
Komponenten einer Diracgleichung transformieren. § 8 bringt
Wellengleichungen, deren Komponenten Tensoren sind, gebil-
det u. U. mit quaternionischen Elementen. Eine abschlieBende
Diskussion findet sich in § 9.

I. Invariante Wellengleichungen

§ 1. Einleitung

1. Ausgehend von der Feldmechanik wurde Bopp (Bopp 1948)
auf Spinwellengleichungen vom Typus der Diracgleichung ge-
fiihrt. Das Problem der Bestimmung von Basismatrizen dieser
Wellengleichungen hatte sich in einer Form ergeben, die grup-
pentheoretische Behandlung nahelegte (Bopp und Bauer 1949,
s. spez. Gl. (23)). Es zeigte sich bei diesen Untersuchungen, dal}
einigen grundlegenden Fragen des Problemkreises der Spin-
wellengleichungen solche gruppentheoretische Methoden ange-
messen sind. Einschligige Betrachtungen hatte schon Lubanski
(Lubanski 1942) begonnen.

Insbesondere fithrt die Aufgabe, unter moglichst geringen
Voraussetzungen invariante Wellengleichungen aufzustellen, in
nachfolgender Weise direkt auf die Theorie Liescher Gruppen
und ihrer Darstellungen.

Wir nehmen Matrizenwellengleichungen an, die

o) von erster Ordnung in den Ableitungssymbolen,

B) invariant bei zuldssigen Ortstransformationen sind und sich
damit zurtickfithren lassen auf den allgemeinen Typus der Dirac-
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gleichung
® Ky=@.0 +n¢=0 @=1...49
Oh A AT NS A D s )
s By B =g B i

wie er in einer Reihe von Arbeiten (Kemmer 1939, de Broglie
1939, Belinfante 1939, Lubanski 1942, Bhabha 1945, Ma-
dhava Rao und Mitarbb. 1946, H6nl und Boerner 1950, Le
Couteur 1950) zugrundegelegt ist. '

Zweierlei ist zu beachten:

1. Wir sprechen zunéchst gar nicht vom Spin.

2. Die Elemente B, kénnen bei der Invarianzforderung keine
gewdhnlichen Zahlen sein. Man mul3, um {iberhaupt eine Lésung
zu bekommen, hyperkomplexe Zahlen (dargestellt etwa durch
Matrizen) zulassen.

¥ ist ein Spaltenvektor aus Komponenten der Wellenfunktion.
Auf ihn wirken die Matrizen 3. Der Operator X mul3 mindestens?!
gegen die Transformationen der Lorentzgruppe invariant sein.
Die Basismatrizen f, transformieren sich demnach kontragre-
dient zu den Ableitungssymbolen und damit kogredient zu den
zuldssigen Raum-Zeit-Transformationen. Dabei bleibt ¢ inva-
riant.

Halt man jedoch, etwa wegen expliziter Komponentenschreib-
weise der Gl. (1), die Matrizen bei der orthogonalen Transfor-
mation x,, = a,, x, fest, so resultiert aus der Invarianzforderung
fiir das Wellengleichungssystem eine in bestimmter Weise zuge-
ordnete Substitution ¢’ = Z¢ der Wellenkomponenten. Der Zu-
sammenhang ist durch die bekannte Formel

(2> ‘I’Bl Tt= aiv@v

gegeben. Entsteht also bei einer zulissigen Raum-Zeit-Transfor-
mation ein neues System von Basismatrizen, so muf3 es ein &qui-
valentes System in einem anderen Bezugsraum sein.

! In der mathematischen Formulierung wollen wir zunichst die Moglichkeit
einer Invarianz gegen eine umfassendere Gruppe offen lassen. Man bedenke,
daBl z. B. die Maxwellschen Gleichungen gegen Transformationen der
Kugelverwandtschaft in Raum-Zeit invariant sind.

g*



114 Friedrich L. Bauer

Fiir infinitesimale Anderungen wird aus (2) mittels ¥ = ¢* und
a;, = ¢*ik im Kleinen

GB) [Bl=Bi-Bit =, (DB, (2, + o3 = 0).

Die Kommutatorprodukte (3) definieren in abstracto einen
Teil der VerknlUpfungen einer Lie-A/gebra B (s. Anhang I), die
die simtlichen Elemente § und = und die daraus erzeugten Kom-
mutatorprodukte umfaft.

Man kennt ferner die Verkniipfungen der Elemente T unter-
einander. Diese Kommutatoren bilden gerade die Lie-Algebra T
der infinitesimalen Transformationen der physikalisch vorgege-
benen Gruppe, sie fithren also nicht aus dem Raum der 7 heraus,
Dementsprechend ist T eine Unteralgebra von B!. Die zu
suchende Lie-Algebra B unterliegt also folgenden notwendigen
und hinreichenden Bedingungen:

Sie mul3 die Lie-Algebra der physikalisch vorgegebenenGruppe
als Unteralgebra enthalten. Uberdies muB es moglich sein, aus
dem Raum B-T ein Quadrupel von Elementen auszuwihlen, das
sich gemiB (3) wie der Ort transformiert, oder anders ausgedriickt,
sich wie ein Vektor verhilt.

2. Dieses Problem: Welche lorentzinvarianten Wellengleichun-
gen sind tiberhaupt méglich ? wird uns durch den Teil I der vor-
liegenden Arbeit begleiten und mit den bekannten Grundlagen
und physikalisch wichtigen Ergebnissen der Theorie Liescher
Gruppen und der dazugehdrigen Invariantentheorie vertraut
machen. Es wird sich ergeben, dal3 es selbst im Rahmen unserer
sehr allgemeinen Voraussetzungen, soweit man von Verkopp-
lungen mehrerer Wellengleichungen absieht, nur den von Lu-
banski a. a. O. bereits behandelten Fall lorentzinvarianter Wel-
lengleichungen gibt, wobei die Basismatrizen innerhalb einer fiinf-
dimensionalen orthogonalen Gruppe Darstellungen der vier un-
abhingigen Drehungen in die funfte Koordinate hinein sind. Der
Lubanski-Fall wird vollstindig erfa3t von de Broglies Ver-

1 Man kennt also bereits drei von den vier Teilfeldern der ”1“3
Kommutatortafel. Die Kommutatoren der f unter sich miissen 77— B
noch bestimmt werden. Dazu allein wiirde man vermutlich nicht

das ganze schwere Geschiitz der Gruppentheorie benétigen.
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schmelzungsmethode (a.a. O.). Von dieser Seite unserer Be-
trachtungen her kann also nichts eingewendet werden gegen eine
Vorstellung, daB alle Teilchen hdheren Spins komplexe Gebilde

5 1 . =
aus Spin-—-Teilchen wiren.

Der Spin ergibt sich von selbst. Er ist hier insofern Ausdruck
cines geometrischen Transformationscharakters der Wellenfunk-
tionen, als sich die Matrizen 7,3, T3, 7, als die Operatoren des Spins
erweisen. Sein Wesen wird man demnach allerdings tiefer, etwa
in der Feldmechanik oder in virtuellen Prozessen zu suchen haben.

Unter der Annahme der Allgemeingiiltigkeit efzer Spin-Di-
mensionskonstanten ergibt sich innerhalb unserer Voraussetzun-
gen, selbst bei einer etwaigen Erweiterung der Lorentzgruppe,
keine andere Méoglichkeit als ganzer und halbganzer Spin.

3. Die gruppentheoretischen mathematischen Hilfsmittel wer-
den jedoch vor allem entwickelt, um in Teil II die Zusammen-
hinge zu untersuchen, die sich mathematisch als Isomorphien be-
stimmter Gruppen dartun und fiir uns bedeuten, dal} es etwa ten-
sorielle und spinorielle Schreibweise derselben Wellengleichung
gibt. Es wird insbesondere gezeigt, wie man bei expliziter Kom-
ponentenschreibweise durch passende Symmetrie- und vor allem
Spurbedingungen die Ausreduktion in nicht mehr weiter trenn-
bare Systeme erzwingt und so theoretisch fiir beliebig hohen Spin
die Wellengleichungen angeben kann. Bisher hatten sich daftr
in der reinen Matrizenschreibweise uniiberwindliche Schwierig-
keiten bei der numerischen Ausreduktion der Matrizen ergeben.

Unsere Ergebnisse haben natiirlich enge Bezichungen zu den
von anderen Voraussetzungen her gewonnenen von Fierz, Pauli
(Fierz 1939, Fierz und Pauli 1939) und der anderen erwihnten
Autoren (neuerdings auch Potier 1946ff., Le Couteur 1930).
Soviel wir sechen, umfassen unsere Untersuchungen unter einheit-
lichem Gesichtspunkt die bekannten Ansitze in der Theorie der
Spinwellengleichungen.

§ 2. Erste Aussonderung der brauchbaren Algebren

1. Wir haben einleitend gezeigt, daB die Basismatrizen 8 einer
ivarianten Wellengleichung vom Diracschen Typus zusammen



116 Friedrich L. Bauer

mit den Darstellungsmatrizen v der zulidssigen Ortstransforma-
tionen aus einer Lie-Algebra B auszuwihlen sind. Thre Unter-
algebra T, gebildet aus den Matrizen v allein, ist die Algebra der
infinitesimalen Transformationen der Lorentzgruppe (oder auch
gemall Anm.1 einer umfassenderen geometrischen Gruppe).
Nach den Untersuchungen von Lie und seiner Schule haben die
geometrischen Transformationsgruppen spezielle Lie-Algebren,
die man halbeinfach nennt. T ist demnach eine halbeinfache Al-
gebra.

Einige Griinde sprechen dafiir, daB dartiber hinaus auch B
halbeinfach sein muB8. Wir gehen etwa von der Forderung aus, das
System der Basismatrizen f misse vollreduzibel sein.t Eine nicht
vollreduzible Basis wiirde nimlich zu Wellengleichungen fiithren
von der Form

AP + BYT =0
4)

DY = o.

Die Komponenten ¢ wiirden also durch die Komponenten ¢!

iiberhaupt nicht beeinflut werden, wohl aber umgekehrt ¢! durch
Y. Eine solche einseitige ,,Wechselwirkung‘‘ ist mit unseren
physikalischen Vorstellungen von der Gegenseitigkeit einer
Wechselwirkung nicht vertraglich. Sie kann héchstens in Grenz-
fallen verstanden werden, etwa bei extremen Massenverhiltnis-
sen oder in nicht-relativistischer Niherung. Fiir exakt giltige
Wellengleichungen sollte man annehmen, dal3 nur vollreduzible
Basismatrizensysteme in Betracht kommen.

Sind die Matrizen $ {iberdies aus der quantenmechanischen
Umdeutung klassischer GréBen entstanden, wie in der Feld-
mechanik, so sind sie als hermitesch anzusehen und damit von
selbst vollreduzibel.

1 Ein System von Matrizen heit reduzibel, wenn simtliche Matrizen gleich-
zeitig so transformiert werden konnen, daf3 ein ganzes Kistchen von Ele-
menten unter- oder oberhalb der Diagonale verschwindet. Ein nicht redu-

A 3
('6:0'|"5D_)
zibles System heiBt irreduzibel. Vollreduzibilitit bedeutet, da aus der

Reduzibilitit (€ = o) der vollstindige Zerfall in unabhingige Teilsysteme
(B = o) folgt. Ein irreduzibles System ist trivialerweise vollreduzibel.
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Halbeinfache Algebren garantieren vollreduzible Darstellun-
gen (Anhang II). Andererseits sind alle Algebren halbeinfach,
deren adjungierte Darstellung vollreduzibel ist. In § 3 Ziff. 1 wird
ersichtlich, daB alle Darstellungen einer Algebra dem selben
Formalismus genligen und mit der adjungierten Darstellung voll-
reduzibel sind oder nicht. Man verliert also keine Moglichkeiten,
wenn man sich zwecks Diskussion der vollreduziblen Darstellun-
gen auf halbeinfache Algebren beschrinkt.

2. Bei halbeinfachen Algebren treten die aus der Elementar-
teilertheorie bekannten Komplikationen nicht auf. AnschlieBend
an Anhang II geben wir die fiir halbeinfache Algebren allgemein
giiltigen Gesetze:

Man hat innerhalb der halbeinfachen Lie-Algebra A von der
Dimension p eine Unteralgebra H mit einer Basis

{h} = (hy =2, by, ... &) von v Elementen, die mit dem all-
gemeinen Element ¢ vertauschbar sind.

h = > 2/, ist das allgemeine Element aus H. Der Vektorraum

i

der transzendenten Elemente (Variabeln) A ist fiir den folgenden
Kalkiil (,,Cartan-Kalkiil”, Cartan 1894) grundlegend.

Entsprechend der willkiirlichen Basiswahl von {4;} ist er be-
licbigen affinen Transformationen unterworfen, A transformiert
sich kontragredient zum Raum der Basiselemente #4;. H ist der
maximale Unterraum von A, dessen Elemente vollstindig unter-
einander vertauschbar sind (gleichzeitig diagonalisiert werden
kénnen). Es gilt ndmlich:

@ fh, ] = o (f=1...v)
und:

es existieren p — v nichtverschwindende Eigenwerte o; und Eigen-
elemente €y,

(ii) {h, e,,] = «;e,,.

Die Eigenwerte sind Linearformen in A. Sie sind die nichtver-
schwindenden Wurzeln des Sikularpolynoms (vi) in Anhang II.

Fiir die Wurzeln gilt:

1. Sie sind einfach, d. h. alle voneinander verschieden.
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2. Die Multipla 2, 3¢, . .. einer Wurzel & kommen nicht unter
den Wurzeln vor.

3. Sie treten paarweise auf, zu einer Wurzel « gehort auch « als

Wurzel.

4. Es gibt unter ihnen v hinsichtlich der Variabeln A* linear un-
abhingige.

In der im folgenden oft anzuwendenden geometrischen Auf-
fassung im Raum der A sind die Wurzeln also ein System paar-
weise entgegengesetzter, voneinander verschiedener Strahlen im
Raum der Koordinaten Al

Die Verschiedenheit der Wurzeln gestattet es, sie zur Kenn-
zeichnung des Eigenelements zu verwenden. Sie werden deshalb
als Index angehingt. Man verwendet neben « = @; ' auch die
Schreibweise a = (a;, a5, . . . a,) also z. B.

A -»%und (1,0,—-1,0, ...0).

Damit ergeben sich nun einfache Formeln fiir die Verknlipfung
der Eigenelemente untereinander (vgl. Anhang II, Hilfssatz)

(iii) [e.eg] = ¢,4p falls o -+ [ = o0.
Dabei soll ¢, = o sein, falls « + B nicht Wurzel ist. Die Ver-
knlipfung[e, e_,] ergibt schlieBlich ein Element aus dem Raum H,

das mit /%, bezeichnet werde
(iv) [ex 6o = %,

JederalsWurzelvorkommenden Linearkombination von Variabeln
A' entspricht so eine Linearkombination @' Z; von Elementen #;.

(s) (@ = ;W) <> (b, = a' h).
Der Linearitdt wegen ist eine einheitliche Zuordnung méglich,
©) ad=gta; a4 =g,d.

Merkwiirdigerweise ist also durch (iv) eine Metrik festgelegt
(Weyl 1925).

Mittels dieser ist es moglich, ein Skalarprodukt zweier Wurzeln
o = a;N; B = 6; ! zu definieren

(7) (MB) = q éh g“‘ = bi == ai bi'
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Es gilt noch

5. (xa), oft auch als «, bezeichnet, ist stets von Null verschieden,
die Metrik also nicht ausgeartet.

Die Gesamtheit der Bedingungen 1. bis 5. und die Gesetze
(i) bis (iv) kennzeichnen die Halbeinfachheit.

3. Unsere Fragestellung erfordert, wenigstens im Grundsétz-
lichen, die Kenntnis und Aufzidhlung aller nicht-isomorphen
halbeinfachen Lie-Algebren. Van der Waerden verdankt man
eine anschauliche Ldsung dieses Problems.

Man geht aus von der Bemerkung, daB fiir zwei beliebige Wur-

(=B)
(xa)

zeln o, B stets 2 = 2 eine ganze Zahl ist’.

Dann ist auch

(=PI
(%) (BR)
stets eine ganze Zahl. Durch
(xB)
8 ———t—— =
© Ven @8

ist aber in bekannter Weise eine VmGelmessung im metrischen
Raum definiert. Man hat also

cos* 9 = 0, AL 1.
Die betreffenden Winkel, 30°, 45°, 60° und 9o° sind die einzig
moglichen zwischen zwel benachbarten Wurzeln. Sie stimmen
natiirlich genau mit den euklidischen Winkeln in einer geometri-
schen Darstellung iiberein, wenn g'* durch besondere Wahl der
Basis diagonalisiert, die Metrik also euklidisch ist.

Durch einfache Fallunterscheidungen gelingt es dann zu zei-
gen (Van der Waerden 1933, Witt 1941):

Es gibt sieben Typen von Lie-Algebren, mit denen man alle
einfachen Algebren, das sind die ohne invariante Unteralgebren,
besitzt.

Die halbeinfachen erhidlt man aus ihnen in der Form aller

moglichen direkten Produkte (siche Ziff. 4).

! Zum Beweis vgl. § 3 Ziff. 1, wo 4 eine Anzahl von Schritten ist gem#B
Weyl 1925 p. 360.
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Wir geben nachfolgend in Tabelle 1 eine Ubersicht. Dazu
einige Erklarungen:

Bei der Lie-Algebra ®»SL der speziellen linearen Gruppe der
Transformationen von der Determinante 1 wird gewohnlich die

tiberzihlige Variable A% mitverwendet unter der Nebenbedingung

2'at = 0. Das Wurzelsystem nimmt im v 4 1-dimensionalen

0
Raum (2° ... ") nur einen v-dimensionalen Teilraum ein. Diese
Schreibweise vereinfacht im folgenden gelegentlich die Formeln.
Der Symmetrie wegen schreibt man dann A" anstatt A%,

Die symplektische Gruppe besteht aus denjenigen Transfor-
mationen eines Raumes geradzahliger Dimension 7z = 2v, die
eine schiefsymmetrische Bilinearform

(9) mmYe—T T XY= XYy -+ . X1 Yoy = Fay Yaua

invariant lassen. Sie war den Geometern als Gruppe der Linien-
komplexe bekannt. Eine andere Kennzeichnung als Gruppe v-
dimensionaler linearer Transformationen {iber dem Quaternionen-
ring von gewisser Invarianzeigenschaft (vgl. Chevalley 1946
p-19) wird neuerdings bevorzugt.

Die Gruppe von G (II bezeichnet v = 2) ist nach Engel eine
Gruppe siebendimensionaler linearer Transformationen, die eine
bestimmte Trilinearform invariant lassen (vgl. Racah 1949 a).
Bei den vier umfassenden Typen A, D, B und C gilt zunichst

v22 furA, B, C
v >3 flir D;
sie beginnen also mit den Lie-AIgebren 3SL, ¢0, 50 und Sp,

deren Wurzelsysteme in den folgenden Diagrammen veran-
schaulicht sind.

a) 3SL:
Raumliches Diagramm Achsen: Wurzelsystem Metrik:

cartesisch a = (@ya5a;)  euklidisch

(oo4) :i:( 1 —1 O)
+(o 1-1)

(
(o040} 1o0) :*:(_1 o 1)
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Tabelle 1
g E% " Wurzelna | Metrik el %i Ao |G
EE5 &Y Z,kf1~--v (mo) |3 Sg S| # |zeich-| Identifizie-
2‘5%‘; I 1<k m=mi7\1 | |< a | nung rung
! + =AY | ()| 2 Lie-Algebra
Ani ) v(v+1)|#2~1| BSL |der (inf.)
i =2 14y | 2 linearen uni-
g modularen
0 — _ i
l e 21:)\ : \ Gruppe 1. R,
! I Lie-Algebra
. der (inf.
l + (oj-op) |+ (ni-my) 2 | . erém ) 1
60° |D |2 2v(vs1) H(mmn)] BO | OrTROBORER
g 2 Gruppe i. R
|| (@it op) £ (nitmy)| 2 - e
| n=2v,
| | | \geradzahlig
| Es gibt nur drei einfache ,,Ausnahmegruppen diesen Typs, mit
E | den Parameteranzahlen 78, 133 und 248 und von den Raumdimen-
sionen 27, 56 und 248 bzw. Ohne phy51kallsches Interesse.
i : | |Lie-Algebra
—ok -
| i(wl ") j.:i:(”ll my) | 2 Y | der (inf.)
B [2=H (et wh) l;t(mi+mk), 2| 2vt | X 1): nQ 'o‘rthogon'alen
i f b ) ! Gruppe 1.R,,
+ot S+ | ln=2v+1, un-
a5 | ! l l | geradzahlig
. | I . Lie-Algebra
| [4(ai=ch) d=(rmrj—mip) | 2 : |der (inf.)
(C| = |£(al+oh) 3:1;(mi+mk)| 2 l 2yt Z(n-1)l nSp ‘Symplekt_'
[ 2N i .2 ! |Gruppe 1. R,
|| +20; +(m2;) 2 | | ] n=12v,
! . | | | |geradzahlig
; | Die einzige einfache ,,Ausnahmegruppe‘‘ dieses Typs, mit 52 Para-
| F | metern und von der Raumdimension 26, ist fiir unsere Untersuchun-
: gen unbedeutend.
| | ! '[ ' l |Lie-Algebra
l i i f ider Killing-
l F(y=y?) | L) | 2 | |Engelschen
[ l P i 14-parame-
[ ,i( =) |x7 = trigen Grup-
30° 2 | | 12 14 | UG ;
[ 26+ :§:<7”1+7”z) 2 pelim) Ry s
! } l l gibt nur diese
l ‘i Yi+y°) li(3m -m;—m.) 2 l eine einfache
—P =yl ‘ Lie-Algebra
i ; vom Typ G
N \ | mit 30°.
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(Alle sechs Wurzeln liegen auf Kantenmitten eines Wiirfels in
ein und derselben Ebene senkrecht zu einer Kérperdiagonale.)

Ebenes Diagramm  Achsen: Wurzelsystem Metrik:
cartesisch  « = (a;a,) euklidisch
+ (1 o
A i -
3 \\ I’ Y o9 1 3
e
,’I N .,-"' (40) b
% q (; _1/23,)

Ebenes Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem  Metrik:

s schiefwinklig o« = (2, a,) (a' a?)
< : ) (04) |
\:),(:, | +(z 1) +0a o)

PER L 202 6
g o) + @ -1) + (1 -1)
Ebenes Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem — Metrik:
cartesisch
P ‘VA"\
‘\\ ///’,»' ¥, (01)
ok 7}(\’ / L wie vorstehend
i /’ j,/ (10)

(In den letzten beiden Beispielen ist die Winkelmessung nach
(8) mit der angegebenen Metrik durchzufiihren.)

b)¢0:

Riumliches Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem  Metrik:
cartesisch euklidisch
N +( 1 -1 o0
r\lz%' £(-1 0 1)
AN moy £C 11 0)
2 : \,/ (010) + ( O 1 1)
+( 1 o 1)
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c) °0:

Ebenes Diagramm  Achsen Wurzelsystem Metrik:
T cartesisch o = (a; a5) euklidisch
Rrd £ (1 -1)

T e
| Y
P w  E£G 0
YR N Yo 1
d)*Sp:
Ebenes Diagramm Achsen: Wurzelsystem Metrik:
cartesisch o = (a; a) euklidisch
N
AU - +( o)
_._.3,<__ - + (0 2
\( f (10) +@a 1)
‘l + (1 -1)

Offensichtlich sind die letzten beiden Wurzelsysteme affin ver-
wandt und damit identisch. Dies ist Ausdruck dafir, daB3 die
beiden Algebren isomorph sind.

Von Bedeutung sind noch:
e) *SL: (drei riickwirts liegende Wurzeln nicht eingezeichnet)

Riumliches Diagramm Achsen: Wourzelsystem — Metrik:.
cartesisch o = (aya,a;)  (a'@®a®)

("'\\ +(1-1 0) +(1-1 o)

§<\: = (00q) +(o 1-1) £(o 1-1)
~= - +(t 0o 1) +£(-1 o 1)

AN (100) +(2 1 1) +£(1 o o)

\<\/‘/ . +(1 2 1) £(o 1 0

oG +(1 1 2) +£(o o 1)
Ebenes Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem Metrik:
schiefwinklig  « = (a2, a5) (at a?)

+( 1) +( 1 0

A 5 +( 2 £(o 1)

Ve () (1)

E/ \ T\‘ 4+ (0 1) 4+ (-1 2)

“N el +@G o) +({ 2 ~1)

+ @ 1) +( 1 1)
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Riumliches Diagramm  Achsen:  Wurzelsystem  Metrik:
cartesisch o = (@a,a;) euklidisch
+(1 o-1)
(o04) +(1 12
+( o 1-1)
(100) + (‘1 2 _1)
(040) :}: (_1 1 O)
+(-2 1 1)

(Alle zwolf Wurzeln liegen in einer Ebene senkrecht zur Korper-
diagonale.)

SchlieBlich erlauben die in Tabelle 1 angefiihrten Bildungs-
gesetze der Wurzelsysteme noch die Ausartung v = 1 fir die
Typen A, B und C sowie v = 2 fiir den Typ D. Es ergeben sich
folgende Wurzelsysteme und Diagramme:

g) ?SL:
ebenes Diagramm Achsen Wurzelsystem
» {o4)
~ + @ -1)
A I—.Ho)
lineares Diagramm Wurzelsystem
+(2)
h) 30:
lineares Diagramm Wurzelsystem
G
£
i) 2Sp:
lineares Diagramm Wurzelsystem
<t
+(2)

Die Wurzelsysteme und Diagramme der drei letztangefithrten Al-
gebren sind identisch (bis auf eine affine Transformation), die Al-
gebren sind also isomorph.

k) 10:
ebenes Diagramm  Achsen: Waurzelsystem Metrik:
e cartesisch cuklidisch
o (o G -)

V SN I___’ + (1 1)

(40)
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Winkel von 60° kommen nicht mehr vor, der kleinste vor kom-
mende Winkel ist go°. Das System der vier Wurzeln zerfillt in
zwei vollstindig zueinander senkrechte Teilsysteme. Beide Teil-
systeme sind von der Art der abstrakten Algebra, die durch g),
h) und i) beschrieben ist.

Die letztmogliche Ausartung v = 1 beim Typ D fiihrt trivialer-
weise auf die Lie-Algebra einer einparametrigen Abelschen
(Dilatations-)Gruppe.

4, Im Vorstehenden lieferte die O ein Beispiel fiir den Zerfall
eines Wurzelsystems in zwei vollstindig zueinander senkrechte.
Dieser ist offenbar gleichbedeutend damit, dal die Verkniipfung
von Elementen aus den beiden Teilrdumen der Teilsysteme stets
verschwindet. Man hat also zwei vollstindig voneinander ge-
trennte Teilalgebren, deren im mengentheoretischen Sinn direk-
tes Produkt die urspriingliche Algebra ist. Eine halbeinfache Lie-
Algebra, deren Wurzelsystem nicht in solcher Weise zerfallt, ist
ohne invariante Unteralgebra und wird einfach genannt. Alle
Algebren der uns weiter berithrenden Typen A, B, C, D (und G)
mit Ausnahme der erwihnten 1O sind einfach (letztere haben wir
aus praktischen Griinden in den Typus D mit eingeschlossen).

Zwei andere Beispiele hatten Isomorphie von Algebren ergeben.
Bei den untersten Dimensionszahlen sind Isomorphien solcher
Art hiufig. Es stellen sich folgende Isomorphien heraus:

(10) 30 =< 2SL =~ %5p

(11) ‘0 = 2SL X2SL =~ 30 X30 = %Spx?2Sp
(12) 50 =~ %Sp

(13) 60 =~ 4SL

Man priift leicht nach, dal3 die Parameteranzahlen jeweils gleich
sind. Man erhilt Ubereinstimmung der Wurzelsysteme, wenn
man z. B. bei Isomorphie 80 = 4SL setzt ‘

! + w? = ;\1_)\4

ol — @2 = 22_33

ol - @3 = Al—)3
(14) (1)1 A (03 — )\2_)\4

©?f 4 @3 = Al—22

w? — o = A3-2t,
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Es geniigt, wenn man sich auf die Ubereinstimmung der Dia-
gramme der Wurzelsysteme stiitzt.!

5. SchlieBlich interessiert besonders noch das Untergruppen-
geflige aller erwihnten Typen. Man hat folgende, auch geome-
trisch leicht einzusehende Relationen:

(15) "SL D "0

(16) BVSL D 2¥Sp

(17) "0 D0

(18) 2155 D 228y % 2Sp D 225
(19) #vO DSL

(20) 2v5p D VSL

Die Beziehung
(21) PSLOP0 (v>2)

wird in § 7 bei der Betrachtung der Cliffordschen hyperkom-
plexen Systeme verstindlich werden.

Die G schlieBlich ist Unteralgebra der 70, sie hat als Unter-
algebren die O und auch die 3SL.

Zusammengefafit sind die Ergebnisse dieses Abschnittes in der
Tafel 1. Darin ist jeder halbeinfachen Algebra ein Kistchen zu-
gewiesen. Die Parameteranzahl ist auf einer Leiter rechts ange-
tragen. Die Linien zwischen den Kistchen verbinden die Alge-
bren mit ihren unmittelbaren Unteralgebren.

Wir kommen zum physikalischen Ausgangspunkt zuriick. Es
sind nunmehr alle Algebren bestimmt, die die Lie-Algebra der
Lorentzgruppe umfassen. Das Untergruppengefiige verzweigt
sich iiber der Lorentzgruppe in vier Wege, die durch die unmittel-

1 Ausgedriickt in v hat

vHIST, y2 42y Parameter
2v0 v.(2v — 1) Parameter
2410 y.(2vy + 1) Parameter.

Die Gleichung v? + 2v = v (2v — 1) hat nur die positive Lésung v = 3, (Formel
(13)). Die Gleichung v2 -+ 2 v = v (2 v 4~ 1) hat nur die positive Lésungv = 1,
(Formel (10)). Zwischen den Algebren 3SL und »'O gibt es also auBer den
angeschriebenen Isomorphien keine weiteren.
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baren Obergruppen 50, *SL, G und ‘O x 20 gekennzeichnet
sind. Welche Obergruppen die geeigneten Darstellungsmatrizen
liefern, die sich wie ein Vierervektor verhalten, kann erst behan-
delt werden, wenn im néchsten Abschnitt die Darstellungen der
uns interessierenden Typen untersucht worden sind.

P - 2
-

—20~

—g—

——-

— -

-

"
I
Iz
M '
leg
¥

%

e

——

—tp—

[ ™ 1 -3

—1—
—1_
Tafel 1

Struktur der halbeinfachen Lie-Algebren.

Vollstandigkeit ist nur in der Umgcbung der Lorentzgruppe angestrebt.
Direkte Produkte mit einer einparametrigen Lie-Algebra sind nicht auf-
gefiihrt.

Miinchen Ak, Sb. 1952 ¢
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§ 3. Darstellungen und ibre Kennzeichnung

1. Im vorigen Abschnitt wurde der Cartan-Kalkil fiir die
Waurzeln der abstrakten Algebra und ihrer adjungierten Darstel-
lung eingefiihrt. Er ist auch zur Behandlung aller beliebigen
Darstellungen das geeignete Werkzeug (Cartan 1894).

Seien §;(? =1 ...v) und €, (x alle Wurzeln) die darstellenden
P-reihigen Matrizen einer halbeinfachen Lie-Algebra mit den
entsprechenden Elementen %; und ¢,. Dann gibt es P gemein-
same Eigenvektoren der Matrizen §;. Das allgemeine Element
H = A1 H; hat P (nicht notwendig verschiedene) Eigenwerte

(22) He® =mil e, (l=1...P).

Die Eigenwerte m® = A'#{" sind Linearformen in A. Die ein-
zelnen Komponenten sind die gemeinsamen Eigenwerte von
H1 .. .. H, zum selben Eigenvektor. m = (m, m, . . . m,) nennen
wir deshalb Eigenwertsatz (frz. poids). Unter ¢, werde ein belie-
biger Eigenvektor von & zum Eigenwertsatz m verstanden.
Entsprechend der willkiirlichen Wahl der Basis {#;} sind auch
die Komponenten {;} eines Eigenwertsatzes nur bis auf eine
affine Transformation bestimmt, sie transformieren sich wiederum
kontragredient zu den Variabeln A, wie die Wurzeln im vorigen
Abschnitt, die ja nunmehr nichts anderes als die Eigenwertsitze
einer speziellen Darstellung, nimlich der adjungierten, sind.

Wihrend § die Eigenvektoren reproduziert, werden sie durch
die Matrizen €, untereinander ausgetauscht.

Aus

Hem =mey
und £€,- €5 =0C,
folgt namlich
DEen=69e, +aC ey
HE e u=mC e +aC e,

(23) H (€ ep) =(m+a) € ey
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d. h. €, e, gehort zum Eigenwertsatz m - «, falls dieser vorhan-
den ist, andernfalls verschwindet es:

(24) Cem= {€m+a falls m - « Eigenwertsatz ist,
a v m —

o sonst.

Die einzelnen Eigenwertsitze bilden also im v-dimensionalen
Raum ein Gitter, die Wurzeln sind in Abstand und Richtung die
Gitterkonstanten.

Die genauere Untersuchung ergibt (vgl. Weyl p. 360): Ist m
ein Eigenwertsatz zum Eigenvektor e, so fithrt die fortgesetzte
Anwendung von €, auf e, auf 2 neue nichtverschwindende Eigen-
vektoren und eine zugehdrige Rethe m, m + o, m + 2«,....
m + 4o von Eigenwertsitzen, wobei

—-2(ma)

(25) &= " (aw)

ist. Durch Anwendung von €_ erhilt man riickwirts die Reihe
m—+ ko,m + (A-1)o,....m 4 o, m.

Beispiel: Lie-Algebra %0. Der Ausgangs-Eigenwertsatz sei
m = (2,1). Die Metrik ist euklidisch.
Es ergibt sich dann fiir

«=(-1 1):4=1 und m'=(1 2)
«a=(0 -1):£=2 und m'=( 2 -1)
o=(~1 —-1):4=3 und m' = (-1 -2)

Ist insbesondere m extremal beziiglich €__, das soll heiBen, daf3
€¢_, ¢, =0 und m — « somit kein Eigenwertsatz ist, so ist in der
obigen Reihe der letzte, m - £« tatsichlich der letztmdgliche,
d. h. er ist extremal beziiglich €,, €, e, ., = 0.

Der Gitterraum zwischen den extremalen Eigenwertsitzen ist
somit vollstindig ausgefiillt.

2. Wir ordnen dem Wurzelpaar 4« noch die Substitution S,
anzuwenden auf alle Eigenwertsitze,

S,:m—m + £«
zu.
9*
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Offensichtlich gehort zu einem Paar ein und dieselbe Substi-
tution, da

Zweimalige Anwendung von S, hebt sich auf:
(26) Sh=1,

alle Substitutionen sind also involutorisch. In den geometrischen
Modellen kénnen deshalb die Substitutionen S, nichts anderes als
Spiegelungen sein.

Die Gesamtheit all dieser Spiegelungen bildet eine Gruppe.
Diese, mit S bezeichnet, ist in abstracto eine endliche Permuta-
tionsgruppe, erzeugt aus den zweigliedrigen Zyklen S,. Zu ver-
schiedenen endlichen Gruppen gehoren offenbar verschiedene
Algebren. (Die Umkehrung gilt nicht, wie die folgenden Bei-
spiele zeigen.)

SIS

7) S S, : { m; — m,
77’lk = 7}Zi .

Geometrisch: Spiegelung an der Ebene « = o. S ist die Gruppe

€,, (symmetrische Gruppe) von der Ordnung n!.

2*;-1-10.
B k R 5
o =0-0 S, Ly — w5 my —
R R . 5
(28) r=o0"+o Sy sy ——my, ;o my ——
— ! .
o= S, tm; ——my

Geometrisch: Spiegelungen an den Ebenen o = o. S ist die
Gruppe O, (,,Oktaedergruppe’’, Weyl 1939 p. 218), die erzeugt
ist aus den Transpositionen zweier Elemente und aus den Vor-
zeichendnderungen an einem Element. Sie hat dementsprechend
die Normalteiler 3, X 3, X .... X 3, und &,. Ihre Ordnung ist
2" -yl X

20
Gegeniiber dem vorhergehenden Fall fehlen die Wurzeln o'
und dementsprechend die Vorzeichenanderungen eines Elemen-
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tes. S besteht aus derjenigen Hilfte der vorstehenden Substitu-
tionen, welche nur an einer geraden Anzahl von Elementen das
Vorzeichen dndern. Die Ordnung ist 2*7 . v/,

®Sp:
Obwohl &' durch 26 ersetzt ist, stimmen die Substitutionen
und auch die ganze Gruppe S mit denjenigen der ?* 7O {iberein.
Die Bedeutung der Gruppe S einer Algebra fiir die Darstel-
lungstheorie wird besonders in § 4 Ziff. 3 und § 5 Ziff. 3 ersicht-
lich werden. .

3. Eigenwertsitze, die durch die Substitutionen von S inein-
ander ibergehen, heiBen S-iquivalent. Insbesondere sind die
vorhin als extremal bezeichneten Eigenwertsitze untereinander
iquivalent. Als Reprisentant greift man denjenigen extremalen
heraus, dessen einzelne Komponenten nichtaufsteigend geordnet
sind. Er ist im Sinne einer lexikographischen Ordnung der
maximale Eigenwertsatz der Darstellung.

Es ist zu zeigen, daB3 der maximale Eigenwertsatz einfach ist
(vgl. Weyl 1925 p. 282), d. h. dal} es nur einen einzigen Eigen-
vektor gibt, zu dem er gehért.!

Der maximale Eigenwertsatz kennzeichnet also die irreduzible
Darstellung. Wir nennen ihn die Bezifferung der Darstellung, er
wird in einer Klammer dem Algebrensymbol beigefigt.

Die einzelnen Komponenten der Eigenwertsitze unterliegen
einer sehr einschneidenden Bedingung. In einer Darstellung von
endlichem Grad der Matrizen (nur solche interessieren hier) muf3
nach (25) £ eine ganze Zahl sein. Die Tabelle 1 lehrt, daB3 dann im
Falle der ®SL, *Sp und "G alle Komponenten #; ganze Zahlen
sein missen, im Falle der "O kénnen in einer irreduziblen Dar-
stellung entweder alle ganzzahlig oder alle halbzahlig sein.

! Nur in den einfachsten Fillen sind alle Eigenwertsitze von der
Multiplizitit Eins. Dann ist das Darstellungsproblem trivial (vgl. die
elementare Losung fiir die 0 bei Born und Jordan). Im allgemeinen
sind die Eigenwertsitze jedoch entartet (z. B. hat bereits die adjungicrte
Darstellung den Eigenwertsatz (0, 0, . . . 0), der zu den Elementen aus H
gehort, 1. a. mehrfach). Die Darstellungstheorie wird hier dadurch betricht-
lich komplizierter, daB die Eigenwertsiitze nicht eindeutig die Eigenvektoren
kennzeichnen.
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Bei den Darstellungen der "SL behandelt man, wie schon er-
wihnt, gerne A% =" formal als selbstindige Variable (unter

n
der Nebenbedingung > A\ = o). Der Eigenwertsatz hat dann
i=1

» Komponenten; diese Verabredung soll im folgenden gelten.
Es ist

n—1 n—1

me)® + 3 my Nt = 3 (m; — my) N
iz1 i-t

Darstellungen der "SL mit duBerlich verschiedener Bezifferung
sind identisch, wenn sie nur in den (stets ganzzahligen) Differenzen
zwischen den einzelnen Komponenten ibereinstimmen. Man
kann also zur Bezifferung und damit zu allen Eigenwertsitzen
einer Darstellung in allen Komponenten eine beliebige, nicht
notwendig ganze Zahl addieren, ohne eine andere Darstellung
zu erzielen.

Z. B. kann die Darstellung *SL (1110) auch als *SL (000 —1)
bezeichnet werden, oder *SL (1100) als *SL (0o -1 ~1). Zu-
sammen mit der Bedingung der lexikographischen Ordnung
ergibt sich schlieBlich, daB fur die Bezifferung folgende Un-
gleichungen gelten:

(20) "SL:my Z2my Zmg = .. ... =>m,

(30) *Sp:imy Zmy ... .. =m, =20, allem,; ganzzahlig
alle #2; ent-

G PO imyzmy 2. ... 2m, 20 weder ganz-

(32) O:imyZmy ... =, 2 |l |f2abliss oder

halbzahlig.

Da bei der 2*O der Vorzeichenwechsel an einem Element allein
nicht vorkommt, kann hier tatsichlich der kennzeichnende Eigen-
wertsatz eine negative letzte Komponente haben. Zwei Dar-
stellungen, deren Bezifferungen sich nur im Vorzeichen der letz-
ten Komponente (wenn diese nicht verschwindet) unterscheiden,
heiBen zueinander konjugiert (vgl. § 4 Ziff. 2).

4. In § 2 ist ausgefiihrt, wie die dort erwdhnten Isomorphien
der Lie-Algebren verschiedener Typen auf affiner Verwandt-
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schaft der Wurzelsysteme beruhen. Durch eine entsprechende
affine Transformation gehen dann auch die Systeme der Eigen-
wertsitze ineinander tiber. Fiir die Eigenwertsitze, insbesondere
die Bezifferungen, hat man dabei folgende Umrechnungen:

30 (m) =2Sp(2m) = *SL(2m, 0)
(33) :SL(ff) =20 (il—zi) =2Sp (f,—f)

10 (1my 1) o 30 (PR s oy (7 =y
(34) ( 2 ) ( 2 )
30() Xx30(s) =10 (» +s5,7—s)
5O (my my) =1Sp (my + my, my — my)
(35) 4Sp (y 1) =50 (nl—;—nz ; 711‘;712)

80 (my mymy) =AISL (my + my, my — mg, my — mg, O)

(36)
ISL(fifofa)) = Go(fx"'fz /e Sim fz+f3 fi Sirte fa‘*‘f;)

In Tabelle 2 und 3 sind die &fters gebrauchten Umrechnungen
zu finden. (Die in der Spalte N stehenden Anzahlen werden
spiter erklirt.)

Wichtige Umrechnungen sind besonders:

(37) “O(l . l) =1SL (1000); %O (— - —%) - = 4SL (000 —1);

(38) 60 (100) =*%SL(1100);

(39) %0 (110) =4SL (100 -1);

(40) 80O (111)  =*SL (2000); %0 (11 —1) == SL (000 -2);
4 *0(%+) =*Sp(io);

(42) ®°0(10) —4Sp (11);

43) *0(1)  ="Sp(20);

! Gelegentlich wird die Lorentzgruppe vorteithaft nach » und s beziffert.
Wir schlieBen uns diesem Brauch nicht an, da er sich nicht dem allgemeinen
Vorgehen bei der orthogonalen Gruppe fiigt.
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(49 0(33)  =Sp(1)X*Sp(©@;'0 (3 —F) =Sp(0) X *Sp(y);
(49) 0(10)  =*Sp(1) X *Sp (1);

(46) "0 (11)  =7Sp(2) X *5p(0); *O(1 1) =25p(0) X *Sp(2);
(47) 20 (%) =25p (1);

48 20  =*Sp().

5. Die Eigenwertsitze der adjungierten Darstellung sind die
Wurzeln selbst (Ziff. 1). Die maximale Wurzel ist kennzeich-
nender Eigenwertsatz.

Die adjungierten Darstellungen der behandelten Lie-Algebren
haben also folgende Bezifferungen:
bei der linearen Gruppe:

BSSL G -1)

3SL (10 —1) oder 3SL(210)

4SL (100 —1) oder *SL(2110) usw.,
bei der orthogonalen Gruppe:

30 (1)

0 (11) +40 @1 -1)=1*0011)

50 (11)

50 (110) usw.

bei der symplektischen Gruppe:
2Sp(2)
4Sp(20)
6Sp(200) usw.,
bei Killings Gruppe:
G (21)
Die adjungierte Darstellung der O zerfillt in die Darstellungen

40(11) und *O(1 -1), im Einklang damit, daB die Algebra nicht
einfach ist.

6. Das einleitend angeschnittene Problem ist damit zu folgen-
der Fassung gelangt:

Es ist eine Algebra zu suchen, derart, dafl ihre adjungierte
Darstellung sowoh! die Darstellungen 4O (11) und O (1 —1) ent-
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hilt wie auch eine Darstellung, deren Matrizen ,,sich wie ein
Vektor verhalten®.

Als nichste Aufgabe ergibt sich somit insbesondere zu kliren,
welche Bezifferung eine Darstellung der *O trigt, die sich ,,wie
ein Vektor verhilt'. Die notwendigen Beziehungen zur In-
variantentheorie, die im folgenden Abschnitt entwickelt werden,
geben gleichzeitig eine Illustrierung der bisher abstrakten Dar-
stellungsbezifferung.

§ 4. Beziehungen zur Invariantentheorie

1. Die Invariantentheorie der kontinuierlichen geometrischen
Transformationsgruppen (,,klassischen Gruppen‘") ist ein Korollar
der Darstellungstheorie der entsprechenden halbeinfachen Lie-
Algebren, gebildet aus den infinitesimalen Transformationen
dieser Gruppen. Wir referieren in diesem Paragraphen den Zu-
sammenhang und beziehen uns durchwegs auf Weyls Buch ,,The
Classical Groups, Their Invariants and Representations’ (Weyl
1939)-

2. Der allgemeine Tensor N-ter Stufe ist reduzibel. Er zerfillt
in Bestandteile, deren Symmetrieeigenschaften festgelegt sind
durch die Anordnung der Indizes in einem ebenen Verband von
Kolonnen, die nach ihrer Hohe geordnet sind. Man nennt ein

Beispiel i solches Schema ein Tableau (siehe neben-
€1spiel eines
S stehendes Beispiel). Der solchermaBen ge-
o kennzeichnete irreduzible Tensor hat dann
die Eigenschaft, dafl er durch Linearkombi-
T nation seiner Elemente héchstens in den In-
H%llfl'—lLJ dizes, die jeweils in einer Kolonne stehen,
symmetrisch gemacht werden kann; schief-
symmetrisch hochstens in den Indizes, die jeweils in einer
Zeile stehen,
Z. B. kann der Tensor f;,;,, mit dem Tableau

i
kil|m

hochstens in den zwei Indizes 7 und £ symmetrisiert und héch-
stens in den drei Indizes 4, / und 2 schiefsymmetrisiert werden.




136 Friedrich L. Bauer

Die Anzahl der Kolonnen und damit die Linge der Zeilen
ist durch die Dimensionszahl # begrenzt, da ein Tensor der Stufe
N > n, der in mehr als # Indizes schiefsymmetrisch ist, identisch
verschwindet (,,leer’ ist). Sind f; die Anzahlen der Indizes in den
7 < n Kolonnen, so wird die Zerlegung (Partition) von V in

(49) N=fi+fo+-fa,

im physikalischen Sprachgebrauch auch symmetrische Normal-
form genannt, zur eindeutigen Kennzeichnung des Tableaus
dienen. -

Denkt man sich die Komponenten des Tensors in einer Spalte
geordnet, so resultiert aus einer infinitesimalen Ortstransforma-
tion eine Anderung der Tensorkomponenten, die man beschrei-
ben kann durch die Wirkung einer Matrix auf diese Spalte. Zu
jedem Element der Lie-Algebra "SL von infinitesimalen Trans-
formationen der unimodularen linearen Gruppe gibt es auf diese
Weise eine Matrixdarstellung, der Tensor ist dabei Darstellungs-
modul. Man nennt deshalb die Tensoren das Substrat der ®SL.

Eine elementare Rechnung zeigt, daB ein Tensor mit einer
Partition f; + f5 + - - - f, gerade eine Darstellung ergibt, deren

maximaler Eigenwertsatz (fy, f5, .- . fp 0, - ..0) ist und die
damit als
(50) “SL{fy,fer- - S, O - 0)

zu bezeichnen ist.

AuBerlich verschiedene Tensoren kénnen dabei zu denselben
Darstellungen fihren; so z. B. einerseits der vierdimensionale
Tensor VII. Stufe mit der Partition 3 + 2 4+ 1 4+ 1 und ander-
seits der Tensor I1I. Stufe mit der Partition 2 4 1 (vgl. § 3 Ziff. 3).
Dies 148t sich offensichtlich auch mit einer Reduktion durch den
schiefsymmetrischen Fundamentaltensor ¢; erkliren. Jeden-
falls erhilt man aber alle wesentlich verschiedenen Darstellungen
der "SL auf die angegebene Weise. Die Eigenwerte und die
Komponenten der Bezifferung ergeben sich so allerdings immer
ganzzahlig positiv. Negative Komponenten der Darstellungs-
bezifferung lassen sich verstehen, wenn man Tensoren mit kontra-
varianten Indizes betrachtet. Im Tableau hat man die Kolonnen
kontravarianter Indizes nach unten aufzutragen, die Anzahlen f
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solcher Indizes sind in Formel (50) negativ zu nehmen; z. B. ge-
hoért zum gemischten Tensor II. Stufe im Dreidimensionalen das

Tableau

und man erhilt aus ihm eine Darstellung mit der Bezifferung
3SL (1 0 —1) (die identisch ist mit 3SL (210). Der dreifach schief-
symmetrische kontravariante Tensor III. Stufe im Vierdimen-
sionalen hat das Tableau

==

und fithrt zur Darstellung *SL (o0 —1 -1 -1) (identisch mit
4SL (1000)). Von wesentlicher Bedeutung ist also nur die Be-
randung des Tableaus ohne Riicksicht auf die Lage der Grund-
linie, z. B.

Die erwiahnte Vorschrift, im Tableau kovariante Indizes nach
oben, kontravariante nach unten anzutragen, tragt offenbar
gerade dem Umstand Rechnung, da zwischen ko- und kontra-
varianten Indizes nur eine Ausreduktion vermittels des schief-
symmetrischen Fundamentaltensors ¢;, aber keine invariante
Zerfillung durch Symmetriebedingungen statthaft ist.

Wir erwihnen noch, daf3 die volle lineare Gruppe direktes Pro-
dukt aus der unimodularen Gruppe und der einparametrigen
Raumdilatationsgruppe ist. Ihr Substrat sind die Tensordichten,
diese fithren auf Bezifferungen mit beliebigen Zahlen, deren
Differenz nur immer ganzzahlig sein muB. Alle diese Darstel-
lungen sind jetzt indquivalent; in der infinitesimalen Lie-Algebra,
die mit "GL bezeichnet wird, fehlt nimlich die Nebenbedingung

7\1+)\2+)\3...+)\n=0.

In dem Ma@e, wie in der unimodularen Gruppe gewisse Tensor-
dichten zusammenfallen, werden auch die zugehérigen Dar-
stellungen identisch (vgl. § 3 Ziff. 3).

3. Die orthogonale Gruppe 148t im Gegensatz zur linearen
die Spurbildung als invariante Operation zu. Die irreduziblen
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Substrate der O sind dementsprechend die Tensoren, deren simt-
liche Spuren verschwinden, die aber im tibrigen durch Tableaus in
ihrem Symmetrieverhalten festgelegt sind.

Es ergibt sich, daB3 ein Tensor mit verschwindenden Spuren
und der Partition f, -+ f, + . .. f, (# £ #) die Darstellung

(51) O r—Sw fo=Tamrs oo Ss = Fra1)

erzeugt. Dabei soll f; = o verstanden werden fiir Z > £, v habe
die bisher gebrauchte Bedeutung.

Eine Einschrinkung ist jedoch zu machen: Tensoren mit ver-
schwindenden Spuren, deren Tableau in den untersten zwei
Zeilen insgesamt mehr als n Indizes enthilt, sind ,leer’ (vgl.
Weyl 1939 p. 154) und ergeben iiberhaupt keine Darstellung.
Man spricht in diesem Fall von verbotenen Tableaus. Man schlie(3t
sie praktisch recht einfach aus durch die Regel: Bei Bildung der
Differenzen in der vorstehenden Formel (51) darf von einer groSe-
ren Zahl als 1 keine andere Zahl als Null subtrahiert werden
(im Falle #z = 2v 4 1 darf auBlerdem f,,; nur o oder 1 sein).!

Aus dieser letzten Bemerkung ergibt sich, da3, abgeschen von
Tableaus, die auch in der »SL schon dieselben Darstellungen
ergeben, i. a. jeweils nur zwei Tableaus zu derselben Darstellung
der O fihren. Man nennt diese beiden Tableaus zueinander
assoziiert. Die betreffenden Tensoren werden als zueinander dual
bezeichnet, wie z. B. Vektor und Pseudovektor; im Vierdimen-
sionalen mit den Tableaus

| und [T 1] .
Eine Ausnahme machen im Falle # = 2 v die Tableaus, die
gerade v Kolonnen haben. Sie sind im vorstehenden Sinn
selbst assoziiert. Die betreffenden Tensoren, selbstdual genannt,
sind irreduzibel gegeniiber der vollen orthogonalen Gruppe.
Gegeniiber der Untergruppe eigentlicher Drehungen (Deter-
minante = +1) — und nur diese wird mit den infinitesimalen
Transformationen der Lie-Algebra erfaBt — zerfallen sie in zwei
Hailften, wie dies etwa vom selbstdualen schiefsymmetrischen

1 Formel (51) gibt auf jeden Fall die Partition des groBten nicht-leeren
Tensors verschwindender Spur an, der beim Ubergang von der linearen
Gruppe zur orthogonalen Gruppe entsteht.
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Tensor 11. Stufe im Vierdimensionalen (#;, + £};) bekannt ist.
DemgemiB ergeben sich auch zwei Darstellungen der **O, ndm-
lich die in § 3 Ziff. 3 als konjugiert bezeichneten:

PO (ffs- - f) und PO(fifs. . fims =S,

die wir gelegentlich zweckmiBig unter der Bezeichnung

(52) 2O (fufa-- - £

zusammenfassen.
AufschluBlreich ist auch die folgende Beziehung:
Wenn zu 80 (w2, m,m4) isomorph ist *SL (f; £, /3 /4), so ist zu

(53) %O (11 my —my) isomorph *SL(-fy ~f5 ~f2 ~/1);

sowie:

(54) Wenn zu ‘O (s m,) isomorph ist 2Sp(#,) X 2Sp (12,), so ist
zu *O (my —m,) isomorph 2Sp (72,) X 2Sp (24).

Im ersteren Fall entsprechen also konjugierten Darstellungen der
60 kontragrediente Substrate der *SL.

Es ist unméglich, mittels Ausreduktion von Tensoren durch
Spurbildung halbzahlige Darstellungen (d. h. solche mit halb-
zahligen Eigenwerten und Komponenten der Bezifferung) zu
erhalten. Diese Darstellungen sind ithrem Wesen nach nicht-
tensoriell; daf} sie in der orthogonalen Gruppe auftreten, ver-
danken sie nur der sonderbaren Untergruppenbeziehung (21).
Vgl. die spatere Anm. p. 154.

Auch bei halbzahligen Darstellungen miissen jeweils zwei
konjugierte Darstellungen zusammengefalit werden, um die
volle orthogonale Gruppe zu beschreiben. Der Spiegelung ent-
spricht immer der vollstindige Austausch der Darstellungsraume
der beiden konjugierten Darstellungen.

3. Die symplektische Gruppe 1483t eine schiefsymmetrische
Bilinearform

(35) X1¥Ye—Xe¥1 F X3Ya—Xy ¥z ... Xaym1Voy — X2y Yoy

invariant. Den entsprechend gebildeten Ausdruck

@yokim = P21kim T F3anim — @ashim T -« - - -
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bezeichnet man als Schiefspur ((12)-Spur). Wihrend die Spur
eine Einschrinkung nur bei symmetrischen Indexpaaren be-
deutet, bringt die Schiefspur eine solche nur bei schiefsymmetri-
schen Indexpaaren. (Man vgl. daraufhin die spitere Formel (64).)
Die Substrate der symplektischen Gruppe sind die Tensoren,
deren simtliche Schiefspuren verschwinden. Hat ein solcher die
Partition f; 4+ f2 + - - . . [ (8 < %), so fuhrt er auf die Darstellung

(56) PSP (fr—Sur Sa—Tamtr o o o o o= Fort)s

wie bei der orthogonalen Gruppe. Weitere Komplikationen, wie
bei dieser, entstehen jedoch nicht.

Man kann Schiefspuren formal mit Einsteinscher Summie-
rung behandeln, wenn man eine Hoch-Tief-Indizierung einfiihrt
von der Art

) Uy =—-u2 uy =0, uy=—ut, uy =% usw.

Offensichtlich ist die bekannte Hoch-Tief-Schreibweise bei
Spinoren Ausdruck dafiir, daB sie nicht nur (wofiir sie gewdhn-
lich angesehen werden) Substrate der 2SL, sondern auch der damit
isomorphen 2Sp sind. Die gepunkteten und die ungepunkteten
Indizes der Spinoren beziehen sich auf die beiden Kronecker-
Teilriume der 2Sp X 2Sp (== *0).

Insofern sie mittels der Isomorphien (10) bis (13) mit der ortho-
gonalen Gruppe im gewdhnlichen Ortsraum zusammenhdngen,
schlagen wir fiir die Substrate der 2Sp =~ 2SL die Bezeichnung
Spinoren, fiir die Substrate der *Sp X 2Sp =~ 2SL X 2SL die
schirfere Bezeichnung Doppelspinoren, fiir die Substrate der
1SL oder *Sp die Bezeichnung Undoren vor.?

4. Die adjungierte Darstellung ist die Darstellung im Raum
der Algebrenelemente selbst (vgl. Anhang I). Die einzelnen Ele-
mente der Algebra sind also das Substrat der adjungierten Dar-
stellung. Die Bezifferung der adjungierten Darstellung ergibt
somit das Transformationsverhalten der Darstellungsmatrizen
untereinander. Z. B. hat die adjungierte Darstellung der "O (% =4)
die Bezifferung (1100 . .), (wo allenfalls nur Nullen folgen), im Ein-
klang damit, daB die infinitesimalen Drehungen einen schief-
symmetrischen Tensor II. Stufe bilden (v, = —1,;1).

1 Letzterer Ausdruck ist {ibernommen von Belinfante 1939.
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Sollen sich die Matrizen ,,wie ein Vierervektor verhalten, so:
miissen sie sich im Raum der Algebrenelemente nach einer Dar-
stellung *O (10) transformieren, d. h. die adjungierte Darstellung
muB bei Beschrinkung auf die Unteralgebra *O die Darstellung
0 (10) enthalten. Somit lautet unser Problem: Welche Algebren
haben adjungierte Darstellungen, die bei Beschrinkung auf die
40 die Darstellungen O (11) und %O (10) (und woméglich keine
weiteren, Uberfllissigen) enthalten ?

Es bleibt uns im nichsten Abschnitt nur noch zu untersuchen,
in welche Teildarstellungen eine Darstellung zerfillt, wenn man
zu einer Unteralgebra iibergeht, oder anders betrachtet, welche
Darstellungen zusammengefalt werden missen, damit sie eine
Darstellung einer Oberalgebra ergeben.

§ 5. Verzweigungssitze. Charakteristiken.
Lésung des Problems

1. Eine irreduzible Darstellung einer Lie-Algebra kann zer-
fallen, wenn man sich auf die Darstellung einer Unteralgebra
beschrinkt. Fiir unsere Untersuchungen grundlegend ist der Zer-
fall von Darstellungen bei schrittweiser Dimensionszahlerniedri-
gung. Insbesondere interessiert der Abbau

3], — »~1S], und 20 — »7!Q.

EsgiltderVerzweigungssatz fur die lineare unimodu-
lare Gruppe: (vgl. Weyl 1928 p. 256).1

Die Darstellung "SL(F, £, . . .. F,) zerfillt in diejenigen Dar-
stellungen *~'SL (f, fa. . . f,—1), deren Bezifferung den Bedin-
gungen

(58) B2 2l ofe 2 Fgz o 2 fomi= Py

geniigt. Jede dieser Darstellungen kommt genau einmal vor.

1 Wir deuten in Anhang III einen direkten Beweis an fiir die Verzweigungs-
sitze, die sonst mittels der Charakteristiken hergeleitet werden miissen. Wir
sind der Ansicht, daB die Verzweigungssiitze in einer algebraischen Theorie
Liescher Gruppen das angemessene Werkzeug zum Aufbau der Darstellungen
und zur Gewinnung des wichtigen Hilfsmittels der Charakteristiken sind.
Dabei werden die iiblichen transzendenten Integrationsmethoden mit ihren
Komplikationen topologischer Art vermieden.
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Ferner gilt der Verzweigungssatz flir die orthogonale
Gruppe:

Die Darstellung V'O (MM, ... M) zerfillt in diejenigen
Darstellungen 2YO (w2, 72, . . m,), deren Bezifferung den Be-
dingungen
(59) Myzmy2Myz2my=2My=...2M,_ 2m,_,

> M, Zm, 2 Y,
geniigt.

Die Darstellung *YO (M, M, . . M) zerfillt in diejenigen Dar-
stellungen YO (wy 2, . . m,_,), deren Bezifferung den Be-
dingungen

(60) MyZzmy ZMy2my2My....2M,_ 2m, , 2|M,|

genligt. Jede dieser Darstellungen kommt genau einmal vor.
Praktisch gut verwendbar sind die folgenden Rekursions-
formeln fiir den Abbau ®0O — %0 — %0 — 30 (in abkirzender
Symbolik)
(61) 8O (m2ymymy) D OO (mymy) + 50 (mymy—1) + . .30 (my|my))
-+ 80 (m2y— 1, my, my)

(62) %0 (mymy) DO (mymy) + 20 (mymy—1) + 2O (m2y, — my)
450 (1~ 1, my)

(63) *O (mymy) D30 (my) + 30 (my—1) + . .30 (|my]).

Der Inhalt dieser Formeln ist zusammengefaflt in zwei Tabellen
in Bopp und Bauer 1949.
Fir die symplektische Gruppe und den Abbau

2vSp__>2v-—-25p % 2Sp_)2v—2sp

gilt ebenfalls ein allgemeiner Verzweigungssatz, den wir hier
nicht bengtigen.

Vermoge der Isomorphien (10) bis (13) 14Bt sich ndmlich so-
fort auch der Abbau ‘SL — *Sp —2Sp X 2Sp — 2Sp behandeln.
Er geschieht rekursiv nach den Formeln

64) SLfsfofefd) D *SpUrFu fo=So) + Sp(fi=fa=1,
fe=Fs+ 1)+ ... . +Sp(fi-Fa oS0 F
+4SL(f1i-1, fa~1, fa SO
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(65) *Sp (”1”2) ) 2SP (721) X 2Sp(n5) + 2Sp(n,—1) X 2Sp(ny + 1)
+ - + 25p (n,) X 2Sp(ny) + *Sp(n;— 1, my— 1)

(66) 2Sp(71) X 2Sp (1) D *Sp(ny +ny) F - -+ - 4 2Sp (|ny—1ns)).

Von dem Abbau 4SL — 2SL X 2SL nach den vorstehenden For-
meln ist véllig verschieden die Ausreduktion von Welttensoren
durch Verjiingung, symbolisch *SL — ?0, die vor kurzem von
Racah (Racah 1949) mit gruppentheoretischen Mitteln aufge-
nommen wurde. Man beniitzt am besten den korrespondierenden
Abbau 0 — 30 X 30 (vgl. Anm. p. 147). Mit dieser Methode be-
handelt man zweckmaBig die Reduktion der Wignerschen Super-
multipletts bei der Separation von Spin und Isotopenspin.

2. Die Verzweigungssitze ergeben rekursiv den Grad V einer
Darstellung (d. h: die Reihenzahl der Darstellungsmatrizen) als
Summe von Gradzahlen der Teildarstellungen. Die Form der Be-
dingungen (58), die fiir die Bezifferungen der zusammenzufassen-
den Darstellungen gelten, 146t erhoffen, daB die schrittweise Auf-
summierung mittels des Summensatzes der Determinanten-
rechnung zu einer allgemeinen Formel fiihrt. In der Tat ist die
Formel mit Vandermondeschen Determinanten gebildet. Es gilt
der Satz:

Der Grad NV einer Darstellung *SL (f; ... f,) ist

D n (11 12 n)

©7) N = B, (=1, 7. 1,0)"

wo

(68) Li=f + (-9

sowie

(69) Dy(lyly.. L) = 11 Gi—4), de=1...n.

i<h
Ferner gilt der Satz:

Der Grad NV einer Darstellung O (s, . .. m,) ist

Pak it

(70) AR L
P(z—l,...j‘?—v)

wo

(71) /izmi—l—(:——z') ist

Minchen Ak, Sb. 1952 10
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sowie

(72) P=Tl G-4y+4) falls n=2vy;
i<h

3 P=T11 G-l G+h) - I b falls =2y + 1.
i<k m

Zum Beweis siche Anhang III.

Offensichtlich ist die Funktion D bzw. 2 in allen drei Fillen
invariant gegeniiber den Substitutionen der zugehérigen Grup-
pen &, O, wie man es zu erwarten hat.

Ausgewertet lauten die Formeln fiir die Gradzahlen &V (vgl.
Bopp und Bauer 1949, Tab. 1, sowie auch Tabelle 2 am Schlul3
der Arbeit).

BSL(f1fy) : N= fi-fo+1
(74) 3SL(f1fefs) : 2N =(fi-fa+1)(/i—-Fs+2)
*(fe=S3 1)

SSL(fifefsf) 12N =(fi-fo+1)([i-fs+2)
(fi-fat3) S-S+ 1)
(fo—Sat2)(fs-Sa+ 1)

30 (m) : N=zm+1
80 (my my) 2 N ={(my +my+1)(my—my 4+ 1)
(75) %O (meymy) @ ON = (2my + 3) (2m, + 1)

< (my -y A 2) (my — w2y 4 1)

8O (mymymy) + 12N = (my A my + 3) 2y + 1my + 2) -
s (my + mg 1) (my— gy + 1)
< (my—mg + 2) (my—mg + 1)

(76) %Sp (%) : N=n+1
4Sp (14 1) 6N =(ny +ny+3) (ny-ny +1)-
Gy + 2) (5 + 1)
Wie es sein muB, stimmen die Darstellungsgrade von korre-
spondierenden Darstellungen isomorpher Algebren tiberein.

Konjugierte Darstellungen **O (724 . . . .. m,_y, = m,) haben nach
Formel (72), da /, = w, ist, denselben Darstellungsgrad.
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Insbesondere hat man nach (59), (60) folgende Bezichungen:

(77) S0 ) SO Vo )
5P (Y. + W) +T0 ..~ =0 .. ).
Da 30 (%) den Darstellungsgrad 2 hat, ergibt sich direkt
PO 2t 2) e IV — 2%

(78) fir 2'O(1/2...+£ 1/2) : N =2"".

3. Ein wichtiges Hilfsmittel ist die Charakteristik einer Dar-
stellung, deren Begriff und Anwendung erlautert werden soll,
ohne dal} ihre geometrische Bedeutung in den Vordergrund ge-
stellt wird.

Man kann jedem Eigenwertsatz eindeutig ein Potenzprodukt
zuordnen

(790 @=(q1---9.) =IZ GiN > (@) =el-el. ... D

Der formale Vorteil besteht zunichst darin, dal man das
ganze System von Eigenwertsitzen einer Darstellung durch die
Summe solcher Potenzprodukte kennzeichnen kann:

(80) (D=H=H; N <>y=¢n. sg’..:€3V +...=Spur (exp H)

wo g; =eMi.
Die derartig gebildete Potenzproduktsumme bezeichnet man als
Charakteristik der Darstellung.

Offensichtlich wird die Charakteristik beim Untergruppen-
zerfall additiv zerlegt.

Die Invarianz des Systems von Eigenwertsitzen einer irre-
duziblen Darstellung gegen die Substitutionsgruppe S driickt
sich in einer ebensolchen Invarianz der Charakteristik bei den
Prozessen der Vertauschung (und Inversion) von Variablen g;
aus. Die "SL wird von der Permutationsgruppe (symmetrischen
Gruppe) &, beherrscht (vgl. § 3 Ziff. 2). Potenzproduktsummen,
die gegen die symmetrische Gruppe von » Elementen alternierend
sind, kennt man in der Form #n-reihiger Vandermondescher
Determinanten. Ein Quotient zweier solcher ist invariant gegen
die ganze Gruppe.

10*
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Beim Abbau *SL — *'SL ist formal ¢, = 1 zu setzen. Der
additive Zerfall der Charakteristik mufl dann dem Verzweigungs-
satz gehorchen; d. h. die Exponenten der Vandermondeschen
Determinante miissen so angesetzt werden, daB3 der Summensatz
fiir Determinanten gerade das richtige Ergebnis liefert. Eine
Rechnung, die mit der fiir die Darstellungsgrade durchgefiihrten
viel Ahnlichkeit hat (vgl. Anhang III), zeigt, daB fiir alle Dimen-
sionszahlen die gestellten Bedingungen erfiillt sind durch den
Ansatz

&(fl:fZ“'.fn)

(81) 1= "%(0,0,...0) '
570 el b

:-:i"‘ sl; 2500 s%
(82) E(fnfo-- S = |

si" z—:g" cees aﬁ;’
und
(68) Ly =f; +(n—7) ist.

Die Anzahl der Summanden einer Charakteristik mul3 mit dem
Darstellungsgrad tibereinstimmen. Man liberzeugt sich, dal3 die
angegebenen Ausdriicke tatsdchlich auch diese Forderung er-
fillen. -

Die Nebenbedingung >'A" = o driickt sich nunmehr darin

1

aus, daB das Produkt aller ¢; identisch Eins ist:
(83) €1 Cg....8, = 1.

(Diese Einschrinkung entfillt fur die volle lineare Gruppe.)

Ein dhnliches Vorgehen ist bei der orthogonalen Gruppe méglich.

Gegen die dort maBgebende ,,Oktaedergruppe’* ist eine ent-

sprechend gebildete Determinante, die mit den Elementen

¢ =¢; + L und $; =g — L gebildet ist, von alternierendem
g =1

Charakter. Doch benétigen wir die expliziten Formeln nicht, auch

nicht fur die symplektische Gruppe, da wir alle uns interessie-
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renden Charakteristiken aus denen der SL herleiten kénnen.
Die Isomorphie *SL =~ %0 driickt sich aus in der Umrechnung

(vgl. (36))

g Ve Ve Ve
<> Ve Ve Ve
ar VelVea Ve,
e <> Vel Ve Ve,

Sodann beherrscht man mit dem Verzweigungssatz den Abbau
der 0O und erhilt auch die Charakteristiken der °O und 4Sp sowie
der *O. Hier ist zu beachten, daB3 das direkte Produkt zweier Alge-
bren als Charakteristik das gew6hnliche Produkt von Charak-
teristiken der Teilalgebren hat.! Zur Illustration und fur prak-
tische Zwecke haben wir in Tabelle 3 einige Charakteristiken
explizit angegeben.

4. Das Problem, das uns bisher begleitet hat: ,,Welche in-
varianten Wellengleichungen gibt es?* kann nunmehr geldst
werden. Wir untersuchen die adjungierten Darstellungen aller
Oberalgebren der *O daraufhin, ob unter ihren Zerfallsdarstel-
lungen neben *O (11) auch *O (10) vorkommt. Es ergibt sich zu-
nichst, daB die unmittelbare Oberalgebra "G, von der man am
chesten Uberraschungen erwarten wiirde, ebensowenig wie 4SL
und *O x 30 imstande ist, einen Vierervektor von Basismatrizen

der Wellengleichung zu liefern. Es herrscht nidmlich folgender
Zerfall:

(84)

(83) UG (21) — %0 (11) + 10 (21)
(86) iSL (100 —1) — *O (11) + *O (20)
87) 10 X 30 (115 1) =0 (11) -+ 340 (00),

der mit Hilfe der Charakteristiken ohne weiteres verifiziert wer-
den kann. (Die Charakteristiken der adjungierten Darstellungen
erhilt man direkt aus den in § 2 angegebenen Wurzelsystemen.)

! Die Ausreduktion 80 — 30 x 30 kann nun geschehen, in dem man in der
Charakteristik der 80 gy =1 setzt und alle Charakteristiken der30 x 20 heraus-
greift.
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Dagegen erfillt die Algebra 50 gerade die gestellten Bedin-
gungen. Man hat nach dem Verzweigungssatz ja

(88) 50 (11) = 10 (11) + 20 (10).

Die 50 ist also auch die kleinste zulidssige Algebra. Lubanski
hat erstmals erkannt, daB die tiblichen Wellengleichungen diesen
Fall betreffen (Lubanski 1942). Im brigen sind alle Ober-
algebren der 0 zulissig. Diese liefern jedoch nichts wesentlich
Neues mehr. Soweit unter den Zerfallsdarstellungen auch die
Darstellung *O (00) mit dem Substrat Skalar vorkommt, kann
zwar im skalaren Massenglied » die dazugehorige Matrix auf-
treten. Die Basismatrizen sind aber auf jeden Fall fiir sich allein
nach den Darstellungen der *O ausreduzierbar. Das Massenglied
bewirkt dann nichts weiter als eine Verkopplung verschiedener
Wellengleichungen des Lubanski-Falles.

Ein Beispiel fiir eine solche Verkopplung bringt bereits dic
Algebra ¢0O mit sich. Die adjungierte Darstellung %0 (110) ergibt
neben 0 (11) und zweimal “O (10) auch die Darstellung *O (00).
Aus der Feldmechanik ist von Bopp gerade ein solcher Fall mit
einer gegen Lorentztransformationen invarianten Matrix im
Massenglied hergeleitet worden (Bopp und Bauer 1949). Ver-
wandte Ansdtze stammen von van Isacker 1947 und Green
1948 sowie Hénl.! Eine noch willkiirliche Matrizenfunktion im
Massenglied bestimmt das Massenspektrum. Man erkennt, dal}
sich im Rahmen unserer Voraussetzungen mit gruppentheoreti-
schen Methoden nichts tiber das Massenspektrum aussagen laf3t.

Unser Ergebnis lautet also: Von Verkopplungen abgeschen,
beherrscht man mit dem von Lubanski formulierten Fall von
Basismatrizen aus der Lie-Algebra infinitesimaler fiinfdimen-
sionaler Drehungen alle méglichen lorentzinvarianten® Wellen-
gleichungen erster Ordnung. Ausartungen und Nebenbedingun-
gen sind moglich, wie das Beispiel der Maxwellschen Gleichun-
gen zeigt.

1 Unverbffentlicht. Wir danken Hrn. Prof. Honl herzlich fiir ein (iber-
lassenes Manuskript, das uns bereits fiir unsere Note Bauer 1949b wertvolle
Anregung gab.

2 Bei einer eventuellen Erweiterung der Lorentzgruppe (vgl. Anm, p. 113)
sind die angestellten Untersuchungen unschwer abzuindern.
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Der folgende Teil II wird die explizite Angabe der Wellen-
gleichungen des Lubanski-Falles anstreben. Zu diesem Zweck
hauptsichlich haben wir auch den gruppentheoretischen Apparat
aufgebaut.

II. Ausreduzierte Wellengleichungen

Die umfangreichen mathematischen Ergebnisse des voraus-
gehenden Teils I werden nunmehr zur systematischen Gewinnung
aller Wellengleichungen des Lubanski-Falles in tbersichtlicher
Komponentenschreibweise beniitzt.

§ 6. Verschmelzung.
Ausreduktion durch Symmetrie- und Spurbedingungen

1. Das Kroneckerprodukt % X B zweier Matrizen % und B von
nicht notwendig gleichem Grad ist so definiert, daf} die voraus-
gehende Matrix als Ubermatrix aufgefaBt wird, in deren simt-
lichen Komponenten die folgende Matrix multiplikativ einzu-
setzen ist.

Esist(1 X W - B X1)=B X 1)- 1 X WU=(B X A), was
als vollstindige Vertauschbarkeit der beiden Kronecker-Teil-
rdume bezeichnet wird.

Es folgt sofort, daB mit zwei Darstellungen #" und x®
(f =1...p)einer Algebra A {X}} auch die Verschmelzung

(89) 2P X141 xaP

wieder Darstellung ist. Als Eigenwertsitze erhilt man dabei alle
additiven Kombinationen von Eigenwertsitzen der urspring-
lichen Darstellungen D™ und D®. Somit liegt ein direktes Pro-
dukt im mengentheoretischen Sinn vor. DemgemaB spricht man
auch vom direkten Produkt der beiden urspriinglichen Darstel-
lungen.! Den additiven Kombinationen der Eigenwertsitze ent-
spricht ein gewdhnliches Produkt der zugehérigen Charakteri-
stiken. Diese erweisen also hier ihre besondere praktische Brauch-
barkeit.

! Das direkte Produkt von Algebren (wie z. B. bei der #0) ist ein verwandter,
aber doch wohl zu unterscheidender Begriff.
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Das direkte Produkt zweier irreduzibler Darstellungen ist nicht
notwendig irreduzibel. Welche irreduziblen Teildarstellungen
entstehen, untersucht man im Einzelfall in einfacher Weise da-
durch, daB man der Reihe nach alle vorkommenden Charakteri-
stiken, geordnet nach der Gréfe ihrer Bezifferung, herausgreift.
Z. B. ergibt 50 (1 %) mit der Charakteristik ! e} + ¢t ;¥ +
+ &2 ed + & 5} und %0 (10) mit der Charakteristik ¢, 4 ;! +
+ e + ;' + 1 bei Verschmelzung das Produkt

(Gedtdattatd rata) (e +eat+gl)+
d(eted F el +ated + gt

bereits geordnet nach den darin enthaltenen Charakteristiken
(vgl. Tabelle 3). Mithin ist

11 1\ ;o5 11
0 (4 1) x0@0) =502 1) +0(L ).

2. Eine allgemeine GesetzmiBigkeit ist leicht zu tiberschauen
im Spezialfall der Verschmelzung mit der Vektordarstellung
"SL (100...00) bzw. "O (100 . . . 00). Es gilt in symbolischer Ab-

kiirzung

"SL{f1fs. .. fu) X "SL(1000..0) ="SL(fi+1,/fof3... 1)
+PSL (fuSfet+ 1, fae - Su)
(90) +.o..
+OSL (fife- - Srns Su b 1),

wobei aber gerade jene Darstellungen ausfallen, deren Beziffe-

rung gegen die Konvention (29) einer nicht-aufsteigenden Reihen-

folge verstoBen wiirde. Der Beweis (Anhang IV) benutzt eine ein-

fache Umordnung der Charakteristiken-Determinanten.
Ferner gilt der Satz

"0 (mmeya1y. .. m,) X *O(100..0) ="0 (m{+1, m, .. m,
17725 ’ : 1 2 :
+70 (my—1, 1y . . m2,)

+20 (mq, mo+-1,my . . 1m2,)

(91) 20 (2q, miy— 1, m4 . . m1,)
+20 (mymy,myt1,my..m,) 4. ..
+0 (my g ... m,y, m,—1)

(+0 (mymymy . ...m,_ m,)),
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wobei die letzte, eingeklammerte Darstellung nur auftritt, falls
n = 2v -1 und m, == O ist.
AuBerdem ist (Lubanski 1942)

(92) O (mymy..m) X PO (Yo Y% .. Yo) ="0 (my &= Yo, my £ Y,
coemy, o= ).

Dabei treten alle Vorzeichenkombinationen auf, falls 2 = 2v+41
ist. Andernfalls kommt nur diejenige Hilfte der Vorzeichen-
kombinationen in Betracht, die das Vorzeichenprodukt -+ 1 ha-
ben. Die iibrige Hilfte der Darstellungen entsteht genau bei der
Verschmelzung mit der konjugierten Darstellung

CO(Ye Ve Voo — Vo)

Darstellungen, deren Bezifferung unzuldssig wire, treten in
(91) und (92) wiederum nicht auf.

Der Beweis kann dhnlich wie oben angegeben gefiihrt werden.
Aufeinemanderen Weg beweist Weyl (Weyl 1939. p. 229) ein ganz
allgemeines Verschmelzungstheorem.

Man {iberzeugt sich, daB die Formeln fiir die 60O und die 4SL
sowie fur die 30 und die 2SL zusammenfallen. Wegen der Iso-
morphien (11) und (12) brauchen wir die symplektischen Grup-
pen nicht gesondert zu behandeln.

2. Die Verschmelzung bekannter, einfacher Darstellungen ist
offenbar cine Moglichkeit zur Erzielung beliebig hoher Darstel-
lungen. Man kann alle Darstellungen der *SL durch fortgesetzte
Verschmelzung aus der Vektordarstellung "SL (100 . . 0) erhal-
ten, alle Darstellungen der O aus der Cliffordschen Darstellung
"O(RYe . Vo)t

Fir die N-fache Verschmelzung von "SL (100 ..0) mit sich
selbst erhilt man folgendes Schema (g3), wobei das Zeichen *SL
und Nullen jeweils weggelassen sind. Die Zahlen vor den Be-
zifferungen geben die Vielfachheit des Auftretens der betreffen-
den Darstellung an. Abhingig von dem jeweiligen # sind diejeni-

! Die Moglichkeit einer solchen Erzeugung hat zuerst Cartan in seiner
These angegeben, der damit cigentlich die Spinorrechnung erfunden hat. Vor-
liufer sind die Cayleyschen Quaternionenformeln fir Drehungen. Das der
Darstellung 20 (1% % .. %) zugrunde liegende hyperkomplexe System hat
jedoch bereits Clifford (Clifford 1878) eingefiihrt.
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gen Darstellungen zu streichen, deren Bezifferung verboten ist,
weil sie mehr als # Ziffern haben wiirde (§4 Ziff. 1).!

N=1 (1)
N=2 (2) (11)
N=3 (3) 2(z21)  (111)
93 N =4 (4) 3(31) 2(z2) 3(211) (1111)
N=75 (s) 4(41) 5(32) 6(311) 5(221) 4(2111) (11111)
N =6 (6)5(51) 9(42) 10(411) 5(33) 10(321) 9(2211) 5(21111) (111111)

Alle Darstellungen in einer Zeile haben als Substrat einen Ten-
sor von gleicher Stufe /V. Nicht nur das: dem direkten Produkt
von Darstellungen entspricht das Tensorprodukt ihrer Substrate,
in einer Zeile stehen also jeweils alle irreduziblen Bestandteile des
allgemeinen Tensors AV-ter Stufe. Die Formel (go) und das
Schema (93) runden die in § 4 begonnenen invariantentheoreti-
schen Betrachtungen ab. Man hat hier mit den bequemsten Zu-
gang zur Invariantentheorie und zum allgemeinen Symmetri-
sierungsproblem; das Schema (93) ist identisch etwa mit dem von
Hund angegebenen Schema fiir die Symmetrisierungsmoglich-
keiten der Wellenfunktion eines NV-Teilchen-Systems (Hund
1927 p. 797). Uber die niheren Beziehungen zur Darstellungs-
theorie der Permutationsgruppe vgl. Wey!l 1928 und Weyl 1930.

In gleicher Weise gibt ein nach Formel (g91) gebildetes Schema
die Ausreduktion des allgemeinen Tensors nach den irreduziblen
Substraten der orthogonalen Gruppe, d. h. nach den symmetri-
sierten Tensoren der Spur Null an. Hier wird die Ausreduktion
der Verschmelzung durch die ,,Oktaedergruppe’’ (28) gesteuert.

4. Bei der numerischen Ausreduktion verschmolzener Matrizen-
darstellungen ist das miihselige Aufsuchen der einzelnen aus-
reduzierenden Vektoren (Hénl und Boerner 1950) entbehrlich,
wenn man die ausreduzierende Matrix der durchzufithrenden
Symmetrie- und Spuroperationen anschreibt. Dieser Gedanke der

! Nach dem Satz von Burnside ist die Summe der Quadrate der Dar-
stellungsgrade von indquivalenten Darstellungen einer Verschmelzungsstufe &V
(die Vielfachheit des Auftretens also ungerechnet) gleich der Dimension
(n’_ll\,+N) der Matrixalgebra der /V-ten Verschmelzungsstufe. Daraus ergibt
sich eine einfache Verprobungsmoéglichkeit fur das Schema (93).
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Ausreduktion durch Symmetrie- und Spurbedingungen wird seine
besondere Niitzlichkeit in den nichsten Paragraphen erweisen,
wo wir uns von den Matrizen der Wellengleichung frei machen.

§ 7. Cliffordsche Algebra. ,,Methode de fusion*.

Wellengleichungen, deren Wellenfunktionen einen Undor bilden

1. Besonders wichtig erscheint die Maglichkeit, alle Darstel-
lungen der orthogonalen Gruppe, die nach dem Ergebnis des
Teils I vornehmlich interessiert, durch Verschmelzung aus CZf-
fordschen Darstellungen™O (Yo Yo ... Y5) zu gewinnen ; um somehr,
als diese Darstellungen auch im allgemeinen Fall leicht angebbar
sind.

Die iibliche Definition der Lie-Algebra O = B{p;,} infinitesi-
maler orthogonaler Transformationen B;, (¢, £#=1...#) ist

94) [BirbBiml=-1¢ {Bhl O e 1Bt Ok 1 P Ot e Ol 8km}-

Die Elemente 8;, bilden bei dieser Wahl der Algebrenbasis kein

normales System im Sinne von Anhang II, Ziff. 1; wohl aber

bilden sie gerade einen schiefsymmetrischen Tensor II. Stufe,

das Substrat der adjungierten Darstellung O (1100. .. 0).
Man verifiziert, da3 die Kommutatoren

(93) i ':— {T: T}

gebildet aus den Elementen I, einer C/7ffordschen Matrixalgebra,
welche definiert ist durch

(96) T, + I, =23

ik

die Definitionsgleichungen (g94) erfiillen. Die Eigenwerte sind
wegen y;;, = i nur -+ Y%, es kann sich also um keine andere als
die Darstellung "O (1 1 . . .. %) handeln.

Eine Realisierung (,,Reprisentation’‘) vom Grad 2’ erhilt man
mit
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[} =sXsXsX....Xs Xs Xs

P, =5 Xs XsX....Xs Xs Xisc __[o 1

'y = s Xs XsX....X5s Xs Xc S—(l o)

'y =5 Xs XsX....Xs XiseX1

'y =5 XsXsX....Xs Xe¢ X1 €=(1 o)
97N T = s Xs XsX....XdseX 1 X1 o-1

I'' =5 Xs XsX....Xe X1 X1 . .

................................. e

Iyyo =5 XiseX1X....X 1 X1 X1

ooy =5 Xe X1X.... X1 X1 X1t _f1 o

Ty, =dsceX 1 X1X....X1X1 X1 1"—(o 1)

Do,y = ¢ X1 X1X....X1X1 X1

Die mit der Basis (97) gebildeten Kommutatoren (93) ergeben die
Darstellung ***'O (14 Y . . %) und, wenn man Ty, wegliBt, die
Darstellung 20 (%Y . . ¥), welche explizit in die beiden konju-
gierten Darstellungen **O (Y% .. %) und **O (Y Vs . . ~V%) zer-
fallt. Man beachte, daBl die Produkte der I'; (7 = 1... 2v) im
ersten Kroneckerteilraum entweder (-1- 1) oder (1 5_-1) ergeben.

Unter den moglichen 4quivalenten Reprisentationen ist das
Basissystem (97) dadurch ausgezeichnet, dalB es den sukzessiven
Unteralgebrenaufbau AufBerlich erkennen 1iaBt. Die Uberein-
stimmung der Gradzahl mit der Formel (78) ist offensichtlich.?
Y12) Y34 - « - - Y2y—1,2, Werden diagonal und liefern unmittelbar die
Eigenwertsitze der Darstellung.

Man kann aber auch direkt die algebraische Definition (96)
der Darstellung O (1 .. %) herleiten. Nach dem in § 4 Ziff. 4
Gesagten bilden die Elemente v; =v; ¢ =1...7-1,p = #)
einen ((z-1)-dimensionalen) Vektor. Der Tensor &;, = v, v, ist

1 DaB die 2’SL Oberalgebra der 2920 ist (Formel 21), erkennt man daraus,
daB die Darstellungen 20 (15 % .. %) und 2¥+1O (1, V.. %) bzw.
2vH+20 (1, V. . - 1) gleichzeitig die Darstellung 2°SL (100 . . o) sind. Die

dazugehorige Umrechnung der Charakteristiken lautet (7 = 1 ... 2Y)
g <> s'f’} sfé af‘% 30 c sj'é (alle Vorzeichenkombinationen)
bzw. &< s:l'*Li s;-té ef% e sf b 53'1&1 (nur gerade oder ungerade Vor-

zeichenkombinationen). Vgl. den Spezialfall (84)!
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dann das Substrat von™O (¥ .. %) X "0 (¥ .. %). Die irredu-
ziblen Teildarstellungen dieser Verschmelzung sind

20 (00 ..0), ("O(100..0)), "0 (110..0), ("O(1110..0)), . ...

(wobei die eingeklammerten Darstellungen nicht auftreten fiir
n = 2v). Die Substrate dieser Darstellungen sind jedenfalls total
schiefsymmetrisch, also ist notwendig

(98) YiYe -+ YeYi = O @ == A).

Da die Eigenwerte nur + Y sind, gilt die Hamilton-Cayleysche
Gleichung

(99) Y = Y%.

(98) und (99) zusammen sind aber mit (96) gleichbedeutend

1
=2 +4).
r
Fir v ==1 erhilt man aus (97) die Darstellung 30 (15) durch die
Paulimatrizen o, = s, 6, = is¢, 6, = ¢; fiir v = 2 die Darstellun-

gen S0 (Y1), 80 (Y51%5) und 0O (Y5, —-V) durch Diracmatrizen.

2. Die Gewinnung hoherer Darstellungen der 30 durch Ver-
schmelzung von Diracmatrizen liegt auch der ,,méthode de fu-
sion'’ von de Broglie (de Broglie 1939) zugrunde. Offensichtlich
deckt de Broglies Methode gerade den von Lubanski behandelten
Fall.

Fir die Darstellung 80 (15, 4+14) erhilt man aus (97) die fol-
gende Reprisentation durch Diracmatrizen

2 =27Y15 =25¢XS
2%y = 2 Yoy = £5C XI5
(100) 25 ==2Yg = IS X<
2Yy =2Y¥g = X1
2V =2Yg = L ¢X1.

Wir betrachten die im Sinn von § 5 Ziff. 4 verallgemeinerte Wel-
lengleichung mit Basismatrizen aus der 6O

(101) (Bu- au. + % F(B6)) ‘-IJ =0 ([‘L =1... 4)‘
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Im Massenglied kann eine noch unbestimmte Funktion der Ma-
trix Pg auftreten. Ist speziell B; = v;, so ergibt sich wegen (99)?!

(102) (Yu. ay. + Ye aG + X()) q) = 0.

Die Massenkonstante bei vq ist aus formalem Grund mit 04 be-
zeichnet, sie ist selbstverstindlich eine c-Zahl. Fiir 03 = o ergibt
sich ohne Zerfall die Diracgleichung.

Wird die Wellenfunktionen-Spalte mit

H:Jl
103 bt
2
durchnumeriert, so erhilt man in Komponenten aufgelost
(104) OE Y, T = 0,
wobei
F= o= o= F=o0
Oh= 0:=-03=-0; =0
(105) o= & =" (a+72,)

ot =- = (212

o ——2 = (al+z'az)

~d=- = (3%-42).
Die Wellenkomponenten ¢, . .. {, sind nach § 4 wegen der Iso-
morphie 60 (%1% %5) =2 4SL (1000) bzw. 50 (Y4 1) = 4Sp (10) als
Undor 1. Stufe aufzufassen. Nach der Isomorphie 50 (10) =4Sp(11)

ist 0¥ ein schiefsymmetrischer Undor II. Stufe mit der Schief-
spur Null. Tatsichlich ergibt sich mit der Konvention (57)

0f =01y ; 0§ =—0y; also 9y =-0,

0t = —0,4;,~05 = + 05;; also 9,3 = —03; usw.

0% = 0,;; also 9;; =0 usw.

0] =0y, =05; 05 =—10y =0; 03 =03 =—0; usw, also

312—321 ‘*‘334_643 = 0.

L F (Pg) ist stets ein Polynom héchstens vom Grad 2 2, in B (vgl. Bopp
und Bauer 1949).
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Ist 0 =0, so hat man sogar 0,5, — 0y; = 0 und 03y — 9,3 = 0, ent-

sprechend dem Zerfall von #Sp in 2Sp X2Sp. Die Undorindizes

3 und 4 werden zu den gepunkteten Indizes 1 und 2 der Spinor-

rechnung.

Ist nun B; durch NV-fache Verschmelzung aus vy; hervorgegan-

gen, By =v; X1 X1... X141 XyX1...X14....1X1
. X 1 X v, so ergibt sich aus (102)

(106) xk}/aﬂys..zl + aﬁ "J’)uﬁ'{s..xk + ag "'Pau.y&...v.). + """

oot O Yogys . = O
Uaivs ..., it €in Undor N-ter Stufe. Die Ausreduktion der Ver-
schmelzung kann nunmehr an den Undorkomponenten selbst ge-
schehen. Eine nicht weiter zerlegbare (irreduzible) Wellen-
gleichung der Form (106) ist vollstindig definiert durch Angabe
des Symmetrietableaus, dem der Undor unterliegt. Dabei ist die
Massenkonstante 9 = 0} = 03 = — 03 = — 0 formal genau so
zu behandeln wie die echten Ableitungssymbole. Ist 94 = o, so
tritt eine weitere Reduzibilitit ein. In der irreduziblen Wellen-
gleichung ist dann {4,  ein Undor, dessen simtliche Schief-
spuren verschwinden und der im tbrigen wie vorhin durch ein
Tableau festgelegt ist. '

Eine Spinorschreibweise der Undorwellengleichung (106), d. h.
eine Zerlegung des Undors in zwei Doppelspinoren (§ 4 Ziff. 3)
ist moglich, verbessert jedoch die Ubersichtlichkeit nicht.

Wir behandeln ein einfaches Beispiel: Der schiefsymmetrische
Undor II. Stufe (er gehért zur Darstellung *SL (1100)) ergibt in
(106) folgendes Wellengleichungssystem:

(2 + 20¢) Yo — 8"13 $ag — 07 Yoy + 03 b3 + %Yy =0

(% — 2 86) bag — 05 Yoa + 03 Ygg— 03 dng + By =o
(107)

1

2
%15 = 01 gy + O3¢5 =0

%gy + Oy~ Oy =0 usw.
Ist im Lubanski-Fall 64 = o, so werden die beiden ersten Glei-

chungen identisch und es ergibt sich von selbst die Nebenbedin-

gung Gy, — Yy = 0.
Das Gleichungssystem wird also auf ein flinfkomponentiges re-
duziert. Man sollte erwarten, daB3 es wegen der Isomorphie
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4Sp (11) = 50 (10) mit dem Kemmer-Gleichungssystem der ,,ska-
laren’* Mesonentheorie (vgl. Bopp und Bauer 1949) {iberein-
stimmt. In der Tat ergeben sich mit

(108) b1z = Vs = do;
(109) b1z = Yoy =79y usw.
die bekannten Gleichungen (Kemmer 1939)
(110) gy + 0,4, =0

%y + 0y 4y = 0.

In einer vorangehenden Arbeit wurde bemerkt, dal3 die Darstel-
lung 80 (110) eine Verkopplung von skalarer und vektorieller Me-
sonentheorie, wie sie dem Ansatz von Moller und Rosenfeld
1940 entspricht, mit sich bringt (Lubanski und Rosenfeld
1942). Die zugehorige Wellengleichung benétigt in der Undor-
schreibweise, der Isomorphie 0 (110) =~*SL (2110) entsprechend,
einen Undor IV. Stufe (sie wiirde sich also erst in der vierten
Broglieschen Verschmelzungsstufe finden). Hier ist jedoch zu
beachten, daB die ¢SL(2110) sich ebensogut als 4SL (100 -1)
schreiben 1403t und als Substrat den gemischten Tensor II. Stufe
hat, entsprechend der Verschmelzung

4SL (000 —1) X 4SL (1000) = 4SL (100 —1) 4 4SL (0000).

Der Vorteil geringerer Tensorstufenhdhe, den man im allge-
meinen bei Verwendung gemischter Undoren genief3t, wird je-
doch meist durch kompliziertere ausreduzierende Bedingungen
wieder aufgehoben.

Nach den Isomorphien (37) entspricht der ebenerwihnten
Mischung ko- und kontravarianter Undoren die ,,gemischte’
Verschmelzung der zueinander konjugierten Darstellungen
SO (Y4 Y5 Vo) und ®O (Y4 Y —V%). In Spezialfillen, wie in dem voran-
gehenden Beispiel, wird man diese Méglichkeit der Gewinnung
héherer Darstellungen mit Vorteil beniitzen. Fiir die allgemeine
Behandlung kommt man jedoch ohne gemischte Undoren aus.}

1 In der Reprisentation (101) unterscheiden sich die beiden konjugierten
Darstellungen nur im Vorzeichen der Basismatrix vg. In der elementaren Fu-
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§ 8. Wellengleichungen, deren Wellenfunktionen einen
Tensor bilden

1. Durch fortgesetzte Verschmelzung von Darstellungen 30 (10)
erhilt man zufolge Formel (g1) alle ganzzahlig bezifferten Dar-
stellungen der 50, d.h. alle Darstellungen mit ganzzahligen
Eigenwerten. Eine flir unseren Zweck brauchbare Matrizen-
reprasentation der 50 (10) ergibt sich, wenn man sich, dem Zer-
fall 0 (11) — 50 (11) + 50 (10) entsprechend, innerhalb der ad-
jungierten Darstellung der 8O auf die zerfallende Darstellung der
Elemente B;, (¢, £ =1...5) im Raum der Elemente f;4 be-
schriankt. Man erhdlt durch eine einfache Diagonaltransforma-
tion die bekannten flnfreihigen Kemmerschen Matrizen und
daraus die schon notierten Kemmerschen Gleichungen (Gl. 110).

Die M-fache Verschmelzung der Kemmermatrizen mit sich
selbst ergibt aus Gl. (102) (mit 03 = o) das Wellengleichungs-
system

(111)
“intn T O0Vortn 0% Gior..n+ - F0Yip 0 =0

%Yo 1...n +Zau%h Loon T Ok Yo0t..n+ - OnWori1..0 =0
®

"-%oz..n + Zau‘tbu.()l...n + Zav%vz...n + an l;’001..‘0 =o
73 v

Uusw.

Yini..  n ist ein Tensor M-ter Stufe. Die Indizes o sind im geo-
metrischen Transformationsverhalten bedeutungslos, sie dienen
nur zur Erleichterung der Schreibweise. Die allgemeine Regel
zur Bildung des Systems (111) kann so gefal3t werden: Jeder ein-
zelne von Null verschiedene Index des Tensors ist durch Null zu
ersetzen, der betreffende Index tritt an ein vorgesetztes Differen-
tiationssymbol. Jeder einzelne Index Null aber ist durch den
Laufindex einer Faltung mit 0 zu ersetzen.

sionsmethode aus Diracmatrizen wird also die gemischte Verschmelzung
dadurch erzielt, daB man eine subtraktive Verschmelzung von der Form
1 X y5 — y5 X 1 durchfiihrt. Innerhalb des Lubanski-Falles ist eine solche
(vgl. Honl und Boerner 1950 Anm. 2) jedoch tiberfliissig.

Minchen Ak. Sb. 1952 11
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Es ergibt sich algebraisch aus dem ersten und dritten System,
daB

(112) ~Yo01m...n + Z $iitm...n = O ist.
1

Der Index Null spielt formal die Rolle einer fiinften Koordinaten-
nummer, alle Spuren des M-stufigen finfdimensionalen Ten-
SOrs $; 1 m. .. Verschwinden, wie man es zu erwarten hat. Ausredu-
ziert wird das System (111) ferner durch die Symmetriebedin-
gungen eines Tableaus, die auf die fiinf Koordinatennummern
der Indizes anzuwenden sind.

Beispielsweise erhdlt man die Kemmerschen zehnkomponen-
tigen Wellengleichungen des vektoriellen Mesons sofort, wenn
man als Wellenfunktionen die Komponenten eines schiefsymme-
trischen Tensors II. Stufe im Fiinfdimensionalen (entsprechend
der Darstellung 0 (11)) vorschreibt. Ein anderes Beispiel ist das
folgende vierzehnkomponentige Wellengleichungssystem, das
zum Maximalspin Zwei gehort (vgl. § 9), und lautet

wip + 04, + 0 ¢; = o

(113)
qul_}_zay,"])p,l +alZdr’w=0-
w v

¢;1, ist dabei ein symmetrischer Tensor I1. Stufe, die dazugehérige
Darstellung ist die als °0 (20) bezeichnete. Die angefiihrten Uber-
legungen kann man ohne weiteres auf den von Bopp eingefiihrten
Fall (ibertragen, wo Basismatrizen aus der 0O verwendet werden
(vgl. § 5 Ziff. 4). Spezialfille solcher Gleichungen, in denen Ver-
kopplungen der eben diskutierten Systeme (111) auftreten, wur-
den schon frither angegeben (Bopp und Bauer 1949).

2. Mit dem Tensor-Wellengleichungssystem (111) umfaB3t man
nur die Hilfte aller moglichen, durch das Undorsystem (106) be-
schriebenen Wellengleichungen; diejenigen nimlich, die aus
ganzzahlig bezifferten Darstellungen entspringen. Es ist nun
moglich, die restlichen Wellengleichungen von halbzahliger Be-
zifferung ebenfalls in tensorieller Form anzuschreiben, wenn man
in den einzelnen Tensorkomponenten quaternionische Elemente
zulaft. )
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Jede halbzahlig bezifferte Darstellung 50 (2, 7,) kann zunichst
aufgefaBt werden als der maximale Bestandteil einer Verschmel-
zung der ganzzahlig bezifferten Darstellung %0 (2, -5, my—Y5)
und der Darstellung durch Diracmatrizen:

(114) 0 (my—Yo, my—Y5) X °0 (Yo%) =50 (mymy) +.......

Aus den Wellengleichungen des vorigen Abschnitts mit Ten-
soren als Wellenfunktionen erhilt man somit sofort neue Wellen-
gleichungen, wenn man, der Verschmelzung

(115) Bu- — B‘(Lganzzahlig) X1 41 XYy,
entsprechend, in (111) iiberall
(116) ®—> (% +7v,9,)

ersetzt. Das Gleichungssystem ist dann aufzufassen als Tensor-
wellengleichungssystem tber der Dirac-Algebra oder, was auf
das gleiche hinauskommt, {iber einem Quaternionenring,

Dem Zerfall (114) entsprechend, wird eine Reduzibilitidt des
neuentstandenen Systems stets eintreten (auBer im trivialen Fall
my = my = Y%). Offensichtlich hingt das damit zusammen, daB
durch die Adjunktion des Vierervektors vy; die Bildung neuer
Invarianten ermdglicht wird. :

Wir haben in einer kurzen Note (Bauer 1949b) an einigen
Beispielen zeigen konnen, von welcher Art die neu auftretenden,
ausreduzierenden Bedingungen sind. Wir erhielten aus den fiinf-
komponentigen Kemmergleichungen das dortige System (4)

0utby + (¢ + 7,0, % =0
Outo + (¢ +7,0,) Yy =0
mit der Nebenbedingung (4a)
(118) bo = Yy ¥y

also mit viermal vier wesentlichen Komponenten.
Aus der zehnkomponentigen Kemmergleichung ergab sich das
System (g)

(117)

au"pu.a + (K + Yu.au.> qJOa =0

(119)
aa¢0ﬂ_aﬁq}0a + (X. + Yu.au) ¢aﬁ =0

11*
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mit den Nebenbedingungen (gb’) und (9b"):

(120) 2 Yuybuy =0

", v

(121) 4’01 :Yy. 4}(1.'1

nebst der Bedingung der schiefen Symmetrie, also mit viermal
fiinf wesentlichen Komponenten,

Es fillt nun auf, da die Bedingung (120) schiefspurartig ist
(vgl. § 4 Ziff. 3) insofern, als sie ebenfalls nur bei schiefsymmetri-
schen Indexpaaren eine Einschrinkung bedeutet. Es deutet sich
also an, dal3 die symplektische Gruppe hier in sonderbarer Weise
eine Rolle spielt.

Eine nahere Untersuchung dieses Umstandes ergibt das iiber-
raschende Ergebnis, daBl die Anzahl der wesentlichen Tensor-
Komponenten des Systems (abgesehen also vom Raum der Dirac-
matrizen)durch die Gradzahl der Darstellung 4Sp (72, 1%, m2,~15)
gegeben ist. Formel (76) ergibt nimlich dafir 6 NV = (m,+ m5+2)-
“(mry — mgt1) (ml + z) : (7;22 + ;), multipliziert mit 4 (wegen
der jeweiligen vier Komponenten der Diracmatrizen) ergibt dies
aber gerade die Formel (75) fiir den Darstellungsgrad der
80 (mym,). Die Anzahl der wesentlichen Tensor-Komponenten
des Systems stimmt also iiberein mit der Anzahl von Komponen-
ten eines irreduziblen Substrats der symplektischen Gruppe.!
Eine andere symplektische Invariante als die schiefspurartige
vom Typus (120) steht nicht zur Verfiigung. Eine irreduzible
Wellengleichung von der eben behandelten quaternionisch-ten-
soriellen Form hat also als Wellenfunktionen die Komponenten
eines nach (120) symplektisch verjiingten vierdimensionalen 7en-
sors. Diejenigen vierdimensionalen Tensoren, die im Ausgangs-
system (111) einen Index Null tragen, sind durch Bedingungen
von der Art (118), (121) usw. eliminiert.

1 Auch die Charakteristiken der 80 lassen multiplikativ die Charakte-
ristik der 80 (14 14) abtrennen. Dies hat jedoch nichts zu tun mit der in Bopp
und Bauer 1949, Gl. 80 erwihnten sog. Abspaltung. Auch die frither dis-

kutierte Isomorphie 50 £24Sp hat mit dem hier auftretenden Umstand keine
direkte Beziehung.
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§ 9. SchluBldiskussion

1. Wir kehren zurlick zur urspriinglichen Matrixwellen-
gleichung (1).! Die Basismatrizen $; der Wellengleichung sind
nach dem Ergebnis des Teils I vier Matrizen B, = B, ;, die der Lie-
Algebra (94) gehorchen, oder sie zerfallen in solche. Man rechnet
unmittelbar nach, dafl der Operator

(122) Jin = Bip + (%0, —x,0)

mit dem Wellengleichungsoperator X vertauschbar ist. Der
in nicht-relativistischer Naherung vornehmlich interessierende
raumliche Anteil 75 (/23/31/12) ist der Gesamtdrehimpuls-Ope-
rator,E = (Ba3 Ba1 By2) ist dann der innere Drehimpuls, der Spin
in der Einheit H.

Lorentzinvariante Wellengleichungen erster Ordnung, wie wir
sie betrachten wollten, sind also notwendig Wellengleichungen
fir Spinpartikel. Die Matrizen 3;;, hingen andererseits (vgl. § 4)
eng mit dem Transformationsverhalten der Wellenfunktions-
kompenenten zusammen. Innerhalb unserer Voraussetzungen ist
der Spin also nur eine Begleiterscheinung zum Undor- oder
Tensorcharakter der Wellenfunktionen. Das schlieBt allerdings
nicht aus, daf sein dynamisches Wesen tiefer liegt.

Da es bei halbeinfachen Algebren nach den Untersuchungen
von van der Waerden und Weyl (a. a. O.) keine anderen Eigen-

werte als Multipla von ! gibt, wiirde auch eine geometrische Er-

weiterung der Lorentzgruppe auBer ganzem und halbganzem
Spin nichts Neues bringen kénnen, wenigstens solange man die
Allgemeingiiltigkeit ezner Spinkonstanten i nicht anzweifelt.
Das Spin- und Massenspektrum einer Wellengleichung vom
Lubanski-Typus ist bei Lubanski 1942 ziemlich erschépfend
diskutiert. Es ergibt sich als Wichtigstes, daB eine Darstellung
80 (mymy) zu einer Wellengleichung fiihrt, die mitunter mehrere
Spin-Anregungszustinde des kriftefreien Teilchens (der ebenen
Welle) ergibt, alle ganz oder halbganz bis héchstens zum Spin-

! Durch Riickiibersetzung der in Komponenten aufgeldsten, ausreduzierten
Systeme.
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betrag 72;. Jedoch mul} dieser ,,Maximalspin‘' nicht immer vor-
kommen. Die Griinde fiir die méglichen Ausnahmen zeigen sich

schon bei den Darstellungen 50 (10) und 0O ( ———)

Erstere fiihrt auf die skalare Kemmergleichung. Ebene Wellen
vom Spin 1 wiirden zu Teilchen ,,von unendlicher Masse* ge-
héren (vgl. Lubanski 1942 p. 316), sind also physikalisch auszu-
schlieBen.

Bhabha (Bhabha 1945) hat darauf hingewiesen, daB bei der

Darstellung 50O (% %) und allgemeiner beijeder Darstellung 50 (—;— %

zur kleinsten Masse (dem Grundzustand der Massenanregung)
nur der Spm— gehort. Das bedeutet insbesondere, daf nichtrela-
tivistisch die Wellengleichung von Bhabha zur Darstellung 30 ( )

mit der Diracgleichung in erster Niherung iibereinstimmt. Da
auch der Spin nur nicht-relativistisch einer experimentellen Mes-
sung direkt zuginglich ist, glaubt Bhabha, seine Gleichung dem
Proton zuschreiben zu kénnen. Nach H6énl und Boerner 1g50ist
allerdings das magnetische Moment des Protons damit allein
sowenig verstindlich wie mit der Diracgleichung. Dies ist
weiter nicht verwunderlich, da das magnetische Moment des Pro-
tons und des Neutrons weitgehend von Mesonenmissions- und
-reabsorptions-Prozessen bestimmt wird. Es erhebt sich aber die
Frage, ob nicht Bhabhas Gleichung eine bessere Anpassung der
Konstanten der Mesonentheorie erlaubt.

Sicherer als der Spin einiger in neuester Zeit entdeckter Ele-
mentarteilchen ist deren Masse bekannt. Fiir den Lubanski-Fall
ergibt sich theoretisch, daB die Massen in den méglichen Anre-
gungsstufen in einfachen rationalen Verhiltnissen (wie 1:3 bei
Bhabhas Gleichung) stehen sollen. Der experimentelle Befund
gibt dem immer deutlicher Unrecht. Verkopplungen von Wellen-
gleichungen, wie sie Moller und Rosenfeld in der kombinierten
Mesonentheorie eingefiihrt haben und wie sie von Bopp aus der
Feldmechanik her legalisiert worden sind, kénnten méglicher-
weise auch die anscheinend nicht einfach-rationalen Massenver-
hiltnisse bei den Elementarteilchen erkliren. Zu einer einiger-
malen eindeutigen Bestimmung einer das Massenspektrum re-
gelnden Funktion (wie 7 (B¢) in Gl. (101)) oder der daraus folgen-
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den Wechselwirkungsglieder ist weder das experimentelle Ma-
terial ausreichend noch ein theoretischer Ansatz bekannt.
Wihrend man es einerseits flir eine gewisse Bestdtigung der
bisherigen Theorie der Spinwellengleichungen halten kann, daB
sie die bewdhrte Diracgleichung und die brauchbaren Kemmer-
gleichungen einschlieBt und die Erfahrung tber die Halbganz-
oder Ganzzahligkeit des Spins richtig wiedergibt, ist es anderer-
seits anscheinend noch nicht mdglich, hdhere Spinwellenglei-
chungen der von uns behandelten Art mit der Erfahrung zu kon-
frontieren, Insbesondere ist schwer zu sehen, wie fiir die Vielzahl

von Teilchen mit dem Spin ;— (Elektron, Proton, Neutron, y-Me-
son, Neutrino) eigene Wellengleichungen auswihlbar sein sollen.

2. Die Wellenquantelung der behandelten Spinwellengleichun-
gen erfordert zundchst, wie gewohnlich, die Angabe von La-
grangefunktion und symmetrisiertem Energie-Impuls-Tensor. Die
Herleitung kann dem Vorgehen bei der Kemmergleichung (vgl.
den Bericht Pauli 1941) nachgebildet werden. Die Symmetri-
sierung des Energie-Impuls-Tensors hat Belinfante vollends auf-
geklart (vgl. die zusammenfassende Arbeit Kramers, Belin-
fante und Lubanski 1941). Man wird bei der Definition der
adjungierten Wellengleichung und der adjungierten Wellenfunk-
tion auf die Aufgabe gefiihrt, eine Matrix v, zu bestimmen, die
die Raumspiegelung liefert, d. h. die involutorisch ist: n; = 1 und
mit 84, By, B; schiefvertauschbar, mit $, jedoch vertauschbar ist,

Bina = — mafy @ =1,23)
Bang = + 4 By

F = {* v, ist dann die adjungierte Wellenfunktion, der Erwar-
tungswert des Operators O wird ¢+ O ¢ = {* 1, O {. Offensichtlich
trigt man mit dieser Kovariantenbildung der indefiniten Metrik
der Lorentzgruppe Rechnung. MadhavaRaound Mitarbb. 1946
haben die allgemeinere Algebra von (vier) Elementen v; unter-
sucht, die den Bedingungen

(123)

—

n;
(124) 0B + B =o0 (¢ =4 4)
7B — B =0 (& = 4)
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geniigen. Es ergibt sich, daB %; ein Polynom vom Grad 2, ist:
7, = P(B,), wo P (x) durch die Interpolationsaufgabe

(125) P(my) == P(my—1) = P(my—2) =

= P(ml - 3) S ER =1
definiert ist. ' o
Insbesondere erhilt man

fur m, = —12— (Diracgleichung) Ny =Y
m; = 1 (Kemmergleichungen)n, = 2§} — 1
my= 3 (Bhabhas Gleichung) n, = % 8~ 78,

Die Durchfihrung des kanonischen Formalismus und der Wel-
lenquantelung bieten somit auch im allgemeinen Fall keine be-
sonderen Schwierigkeiten. In der algebraischen Behandlung mag
es noch Vereinfachungen geben.

Die grundsitzliche Diskussion durch die Arbeiten von Belin-
fante und Kramers (a. a. O.) sowie neuerdings Bhabha 1945
und Harish-Chandra 1948 1iBt jedoch eine ernste Schwierig-
keit erkennen. Die physikalisch selbstverstindlich erscheinende
Forderung, daB die Feldenergie, d. h. die Komponente ®,, des
symmetrisierten Energie-Impuls-Tensors, positiv sein miisse, ist
nicht ohne weiteres erfiillt. Man kann sie umgehen durch eine
Léchertheorié wie bei der Diracgleichung, wennwenigstens die La-
dung dann positiv-definit ist. Auch dies ist nicht mehr méglich, so-
bald der Spin = 3/2ist, wie bekanntlichschon Kemmer bemerkthat.

Man kann allerdings durch Einschrinkungen und zusatzliche
Annahmen diese Schwierigkeiten ausschalten, wie z. B. in der
ursprunglichen Theorie von Dirac, Fierz und Pauli (Dirac 1936,
Fierz 1939, Pauli und Fierz 1939, Fierz und Pauli 1939).
Innerhalb unserer allgemeinen Wellengleichungen betrifft diese
den Spezialfall vollstindig symmetrischer Undoren, d. h. von
Matrizen der Darstellung 50 (#2, 7). AuBerdem sind durch eine
Klein-Gordon-Gleichung (9, @* + »*) ¢ = o nur Lésungen von
der kleinsten Masse zugelassen.t

1 Einen vollig anderen Weg hat Le Couteur cingeschlagen (Le Couteur
1949) unter Verwendung der Diracschen indefiniten Metrik im Hilbertraum
(Dirac 1942).
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Zusammenfassend ist zu sagen: Man hat nicht nur vorerst noch
Schwierigkeiten bei der konkreten Zuordnung von empirischen
Elementarteilchen und hoheren Spinwellengleichungen, sondern
auch solche, die aus der theoretischen Behandlung der letzteren
selbst entstehen. Moglicherweise haben die von uns diskutierten
Wellengleichungen nicht ganz die tibliche Bedeutung von klassi-
schen Spinpartikel-Wellengleichungen. Eine neue Deutung
kénnte mit einer Kritik und schirferen Fassung des Begriffs Ele-
mentarteilchen einhergehen.

Herrn Prof. Bopp darf ich fiir sein unermiidliches Interesse an
der vorliegenden Arbeit, fir manche Anregung und zahlreiche
niitzliche Diskussionen danken. Herrn Prof. Weyl in Ziirich bin
ich fiir wertvollen Literaturhinweis Dank schuldig.

Anhang I. Lie-Algebren

Set K ein Kérper und A ein Vektorraum (endlicher Dimen-
sion) Uber K. Durch eine mit [ ] bezeichnete Verknuipfung der
Elemente X € A entsteht ein hyperkomplexes System. Es wird
Lie-Algebra genannt, wenn folgende Gesetze erfiillt sind:

(L) [a1 Xy + 2, Xy, V] = 2, [X, Y] 4 2, [X, V],
desgl. von rechts (Axiom der Linearitit)

(8" [YX] = o (Axiom der Nilpotenz)

8"y [XY 4+ YVX]=o0 (Axiom der Schiefkommutativitit)
<) [(X¥]Z] +[[YZ]X] +[[2X]Y] =o

(Jacobisches Axiom).

Die Axiome (5') und (S") sind gleichwertig.

Lie-Algebren sind: Dreidimensionale Vektoren hinsichtlich des
Vektorproduktes, kanonische Variable hinsichtlich der Poisson-
klammern, quantenmechanische GréBen hinsichtlich der Minus-
vertauschungsklammern, ein System von Dirac- oder Kemmer-
matrizen hinsichtlich des Kommutatorproduktes.

Zu jeder abstrakten Lie-Algebra gibt es unmittelbar eine Dar-
stellung durch lineare Transformationen (eine Matrizendarstel-
lung). Sei {X} eine lineare Basis der Lie-Algebra, so ist fiir jedes
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Y & A nach der Verkniipfungstafel [V.X;] = 3 a;, (V) X, be-
3

kannt. Durch die Zuordnung ¥ — 4;;, (¥) bekommt man die
sog. adjungierte Darstellung, deren Grad gleich der Dimension
der Algebra ist.

Nach den Axiomen (J) und (8" ist

[(V21Xx) = [Y[ZX,]] - [Z[Y X 1}.

Man sieht, daB3 der abstrakten Verkniipfung [ ] zwangslaufig das
Kommutatorprodukt der adjungierten Matrizen entspricht. Um-
gekehrt ist jedes System von quadratischen Matrizen gleichen
Grades hinsichtlich des Kommutatorproduktes von selbst eine
Lie-Algebra, sobald es nur abgeschlossen ist (sobald also kein
Kommutatorprodukt aus dem System herausfithrt). Die Axiome
sind trivialerweise erfillt.

Z. B. ist jeder volle Matrixring ohne das Einselement Lie-
Algebra hinsichtlich des Kommutatorproduktes. Da der Grad #
der Matrizen mit der Dimension #® — 1 der Algebra nicht tiber-
einstimmt, handelt es sich nicht um eine adjungierte Darstellung.
Es gibt also noch andere Darstellungen als diese.

Anhang II. Vollreduzible und halbeinfache Algebren

L. Sei {X;} = (XX, ... X,) eine willkiirliche lineare Basis
einer Lie-Algebra A von der Dimension p (,,von p Parametern).
. Das allgemeine Element ¢ ist dann mit Hilfe dieser Basis von der
Form

) | t=3 0, X,

Dem iiblichen Vorgehen bei der Diskussion von Vektorraumen
entsprechend, sucht man zunichst eine normale Basis auf mittels
eines Sikularproblems.

Nach der Verknlipfungstafel kennt man die adjungierte Dar-
stellung (73, ) von 2.

(i) (2] = ; Tip Xy
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Die Nullstellen «; des Sdkularpolynoms
(iii) det (73, — «8;3)
heiBen die Wurzeln des allgemeinen Elements ¢ Sie sind von der
Basiswahl unabhingig und geben so die inneren Eigenschaften
der Algebra wieder. Es gibt dann zur vy, -fach entarteten Wurzel
«; einen Raum von der Dimension v,;, der durch (7};) in sich
abgebildet wird. Es ist zunidchst nicht gesagt, dafl alle Raume
von solcher Art eindimensional sind (dal es lauter ,,Eigenvekto-
ren‘ gibt). Es kénnen die aus der Elementarteilertheorie bekann-
ten nicht-vollreduziblen Fille auftreten.

Von einem Element, das in einem zur Wurzel o; gehérigen in-
varianten Teilraum liegt, sagen wir, es gehére zur Wurzel o;.

Fiir das weitere einschneidend ist der Hilfssatz (Weyl 1925
p. 357):

Gehort e, zur Wurzel «, ¢5 zur Wurzel $, so gehort [, ¢g] zur
Wurzel e+8. Darunter soll insbesondere auch verstanden sein,
daB [e, ¢;] verschwindet, falls a4 keine Wurzel ist.

Der Beweis ist im vollreduziblen Fall nach der Identitit

[t [em eﬁ]] = [[Z ea] eB] + [ea [t eﬂ]]
ersichtlich.

Der Hilfssatz bewirkt:

1) Die zur Wurzel Null gehérigen Elemente bilden eine mit H
bezeichnete Unteralgebra innerhalb A; H CA, deren Dimen-
sion v gleich der Entartung v, des Eigenwertes Null ist. # selbst
gehort immer zur Wurzel Null, da [£¢/] = o. Mit Hilfe einer be-
liecbigen Basis { #;} = (4,=¢, %5 . .. A,) wird das allgemeine Ele-
ment von H

(iv) h =3 34,

Histi.a. kein Ideal (keine invariante Unteralgebra) von A :h ergibt
mit einem nicht zur Wurzel Null gehérigen Element stets ein
Element aus dem Raum dieser Wurzel, also nur aus H, wenn es
verschwindet. Genauer gilt:

2) Die Abbildung
™ hell = 3 Hipeg
k=1
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148t jeden der zu den verschiedenen Wurzeln gehérigen Teil-
rdume invariant. Die Basis {¢}} kann so gewihlt werden, daB #;,
Dreiecksmatrix wird, mit lauter gleichen Diagonalelementen «.
Die durch das Sikularproblem gefundene, zu # gehdrige normale
Basis ist also gleichzeitig normale Basis fiir die ganze Unter-
algebra H. Die Auszeichnung des Elements ¢ ist nicht linger
aufrechtzuerhalten. An seine Stelle tritt die Unteralgebra H der
Elemente, die zur identisch verschwindenden Wurzel gehoren.
Der klassischen Interpretation folgend, tritt nun auch im Be-
griff Wurzel eine kleine Bedeutungsverschiebung ein. Es wird
darunter fernerhin nicht mehr eine Wurzel des allgemeinen Ele-
ments # allein verstanden, sondern eine nickt verschwindende
Wurzel des allgemeinen Elements h aus H. Die Wurzeln sind
dementsprechend jetzt als Nullstellen des Sikularpolynoms

(vi) det (H;), —«3;;)

Linearformen in den Variabeln 2* (ihre weitere Abhingigkeit von
den Variabeln ¢ ist uninteressant geworden, da sie allein die will-
kiirliche Basiswahl besagt).

2. Die unter 2) genannten Eigenschaften sind nach Lie (vgl.
Weyl 1925 p. 358) als notwendige Bedingungen fiir sogenannte
aufldsbare Algebren bekannt.

Die iibliche Definition einer auflosbaren Algebra beniitzt den
Begriffder abgeleiteten Algebren. Die Ableitung I einer Algebra I’
ist die Unteralgebra aller Elemente, die Ergebnis von Verkniip-
fungen sind, also von der Form [X;X,] sind. Jede abgeleitete Al-
gebra ist ein Ideal der abzuleitenden, allenfalls diese selbst oder
das Nullideal.

Eine Algebra heilt auflésbar, wenn die Reihe fortgesetzter
Ableitungen bis zum Nullideal fithrt und nicht frither die endlose
Wiederholung eines Ideals auftritt. Eine andere Kennzeichnung
ist die, dal3 eine Reihe von sukzessiven Idealen existiert, so dal3
jeweils die Dimension um 1 sinkt (vgl. Weyl 1925 p. 354).

Nach einem Satz von Engel (vgl. Weyl 1925 p. 358) sind die
Bedingungen 2) auch hinreichend fiir die Auflésbarkeit von H.
Insbesondere sind sie aber fiir nicht zu H gehorige Elemente aus
A nach dem Hilfssatz verletzt. H ist also die maximale auflosbare
Unteralgebra von A,
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3. Weitgehende Vereinfachungen ergeben sich, wenn das all-
gemeine Element der adjungierten Darstellung vollreduzibel ist.
Es existieren dann p Eigenvektoren. In diesen Eigenvektoren als
Basis ergibt sich fiir alle Elemente aus H eine vollreduzible und
damit diagonale Darstellung. Sie sind also vollstindig™ unter-
einander vertauschbar hinsichtlich gewdhnlicher Matrizenmulti-
plikation und sogar hinsichtlich des Kommutatorproduktes, also
ist die Lie-Algebra H abelsch. Alle Kommutatoren der Form
[#; ] verschwinden, H' ist bereits das Nullideal.

Schirfer gilt im Fall vollreduzibler adjungierter Darstellung,
allenfalls fiir die Restklassenalgebra nach dem Zentrum, die ab-
strakte Bedingung:

(H) Es gibt kein auflosbares Ideal.

Das Zentrum, d. h. das Ideal all der Elemente, die mit simt-
lichen Algebrenelementen vertauschbar sind, ist, falls vorhanden,
trivialerweise auflésbares Ideal; aber die adjungierte Darstellung
ist dann verkirzt: Sie ist eine Nulldarstellung im Raum des
Zentrums, wobei die Zentrumselemente identisch durch Null dar-
gestellt werden. Sie ist damit im wesentlichen die Darstellung
der Restklassenalgebra nach dem Zentrum.

Die Bedingung (H) wurde von der Lieschen Schule als not-
wendig und hinreichend fiir Algebren infinitesimaler geometri-
scher Transformationen erkannt. Lie-Algebren der Eigenschaft
(H) werden halbeinfach genannt.

(H) ist auch hinreichend fiir die volle Reduzibilitidt aller Dar-
stellungen (van der Waerden und Casimir 1933).

Gibt es Uberhaupt kein Ideal von A, so hei3t A einfach. Der
Name halbeinfach erklirt sich daraus, daf3 halbeinfache Algebren
und nur diese in eine direkte Summe einfacher Algebren (ein-
deutig bis auf Reihenfolge) zerlegt werden kénnen.

Anhang III.

Zum Beweis der Verzweigungssiitze und der Formeln fiir
Darstellungsgrad und Charakteristiken

1. Zum Beweis der Verzweigungssitze: Beim Abbau
°SL — "7I1SL, gehen die Wurzeln 4= A =A"), i = 1...2—1
verloren, in den Eigenwertsitzen entfallen die letzten Kompo-
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nenten. Eine Darstellung "SL (&, ... F,) hat den maximalen
Eigenwertsatz (#y ... F,_; F,). Beim Zerfall tritt sonach die
Darstellung "7ISL (#; ... F,_,) auf und keine mit gréBerer Be-
zifferung. Man greife die zu dieser Darstellung gehérigen Eigen-
wertsidtze heraus. Als verbleibender maximaler Eigenwertsatz
kommt zunichst ein solcher in Frage, der mittels der verlorenen
Wurzel A" ™1 —2\" hitte erreicht werden kénnen. Ist 7,_; > F,,
so gibt es den Eigenwertsatz (#, ... F,_,, #,_;—1) und die dazu-
gehorige Darstellung, und zwar gerade einmal. Ferner gibt es
alle Eigenwertsitze (Fy ... Fy,_,, fp_1) mit f,_, fallend bis ein-
schlieflich F,, und die entsprechenden Darstellungen.

Allenfalls verbleiben sodann als maximal der Reihe nach die
Eigenwertsitze

(Fre-s Py o1, fa—1)s Faq & Fot & Frs

die mittels der verlorenen Wurzel A"~ — A" erreicht worden wiren.
Sie sind nur mehr vorhanden, falls 7, _, > #,_, ist. Andernfalls
ist (Fy...F,_o—1, F,_;) Permutation eines schon aufgezihlten
Eigenwertsatzes und mit diesem herausgegriffen worden. Nach
dieser Bemerkung kann also f,_, (unabhingig von f,,_;) auch nur
zwischen F,_, und F,_, variieren. Die gleiche Argumentation
wiederholt sich fiir alle iibrigen Komponenten, dabei entsteht
schlieBlich die Ungleichungsbedingung des Verzweigungssatzes
fir die lineare Gruppe.

Im Falle der orthogonalen Gruppe ist nur eine leichte Ab-
inderung des vorhergehenden Beweises notwendig. Beim Abbau
2v+10 - 2v0 entfallen die Wurzeln -+ AL, Mittels der Wurzel 2’

hitte man die Eigenwertsdtze (M, ... M,_,, m,) erhalten, wo
m, von M, bis— M, lauft. Im {ibrigen bertriagt sich die Beweis-
fithrung. '

Beim Abbau ®O — ?'~'O entfallen die 2v -2 Wurzelpaare
+ (A +2Y) und 4 (A ~2") sowie die letzte Komponente der Eigen-
wertsitze. Neu treten auf die v—1 Wurzeln &+ A' ( = 1..v). Diese
kénnen nur die Halfte der durch die alten Wurzeln vermittelten
Uberginge bringen. Zu jedem Ubergang, den sie bewirken,
gehort ein gleicher zweiter, den sie nicht mehr vermitteln. Der
Zerfallgeht damitwie bei der linearen Gruppevor sich, es resultiert
die im Satz angegebene analoge Ungleichungsbedingung.
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2. Zur Formel fiir den Darstellungsgrad: Induktions-
beweis: Die Formel ist richtig fiir # = 2, man hat dann offen-
sichtlich f;~ fa + 1 =/, — /, Schritte, um von dem maximalen
Eigenwortsatz (fy, f;) zu dem entgegengesetzten (f,, /1) zu ge-
langen. Dementsprechend ist der. Darstellungsgrad /; — /,, was
ibereinstimmt mit

L1l

1—o0°

Sei (67) richtig fiir die Dimension #». Nach dem Verzweigungssatz
ist die Summe aller Ausdriicke (67), die der Ungleichungsbe-
dingung geniigen, d. h. fiir die

Li>hzLle>h2Lly... Ly>0 2L,

ist, zu bilden. Der Zihler von (67) kann als Vandermondesche
Determinante geschrieben werden:

B0 By
ol a3

pip=, Bt

prtpstl, PRy

Die Aufsummierung ergibt nach dem Summensatz der Deter-
minantenrechnung, da alle zuldssigen Interkombinationen der /;
genau einmal vorkommen,

(L) (L2 e+ LB (L) R (L2)" 2+ LR
B T L S
(L) (L) LB (L 1)+ (L) + ... L3
s (i b D)

A LS G I NS v W o A L RN ST o RN 5.

n+1

s wy Lle sn I

D,(n-1, n—2,...,0).
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Wir behaupten, daB3 dies der Ausdruck (67) fur #»t = » -+ 1 ist.
In der Tat: Erweitern wir den Quotienten, indem wir die erste
Spalte der Zahlerdeterminante mit 7, die zweite mit 22— 1 usw.
multiplizieren, so erhalten wir im Nenner #: (z—1): (z-2)..
(n-(mn-1)) - D,(n—1,....0)=D,+(#n-1,....0). Die
Determinante im Zihler wird nunmehr aber unter Verwendung
von

b
p-_2x°-1 =@ +1)f-a" +oaf{@+ 1) -+ . )+

und nach geeigneter Linearkombination der Spalten

n n n—1 n—1
i Ll 2y Ll _Lz ) s v e ey ‘LI_LZ |
n Ln—l Ln—l L L [
I 39 2 T Lg s 2~ 43 I
! 5
. : : |
n n n—1 n—1 |
| Ln ~ Lty Ln '—Ln+1’ e Ln '—Ln-H U

Wir rindern diese Determinante mit

) n—1
VIR 2 B L1

und erhalten, indem wir zu jeder Zeile alle folgenden summieren,
im Zihler gerade

! +—1 +—2 !
VLY LT, Ly, 1
| +—1 +—2
= L3 , L3 , Ly, 1
|

- —2 |
!L" 1, L"+ Ln+,1;

d. h. Zihler und Nenner von der verlangten Form.
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Der Beweis fiir die angegebenen Formeln (70) des Darstel-
lungsgrades bei der "O kann ebenso gefiihrt werden.

3. Zur Formel fiir die Charakteristiken: Induktions-
heweis: Sei (81) richtig flir die Dimension 7. Fir 7t = 2 4 1 ist
die Charakteristik additiv nach den Bedingungen des Verzwei-
gungssatzes (Bezeichnung wie vorstehend) aufzubauen. Es er-
gibt sich

| gla=t o gla=2 1 | gl l

gl gla=2 L L els
| -20)-

~
]
l

~~
N
wm
®

b . o
[ . . |
’ SLn_l + L,—2 + . —[— SL"':‘l }

Erweitert man mit e— 1, d. h. in Zihler und Nenner jede Spalte
mit g; — 1, so entsteht

| gl _ gle | en g1
|

; el _ gls | gn—1 _ 8"_2 l

| | | :

‘l . . ‘ } . .

& y i Lk :

! | | |

| €Fn — glnt1 | e —1

I i

o) o)
|
o . o
| .
| . bzw.
{
1 “ <
|0 |o
glnia 1 1 ;\1

und addiert man zu jeder Zeile alle folgenden, so wird

L, L, L, | mt—1 nt—1 nt—1 |
€] gy RN 1 // gy €9 ... &y 1
L La L. / nt—2 nt—2 nt—2 [
et &t gt 1 [ €y €9 .oy 1
| . . . L .
| - . | . .
| . . | f . ]
, , I o 0 0 i
gf‘n—f 1 Eé‘"'- 1 EL" -1y | / €y €y €, 1

Miinchen Ak. Sb, 1952 12
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Der einzige gegen Permutationen von # -+ 1 Elementen ¢;¢, . .
€n» Ep4q invariante Ausdruk, der fiir ¢, ; = 1 die vorstehende Form
annimmt, ist der Ausdruck (81) fiir die Dimension #, d.h. (81) gibt
auch fiir »t = » + 1 die Charakteristik. Insbesondere ergibt (81)
fur 2z = 2 zur Darstellung 2SL (f; f,) die Charakteristik

s{‘ ei’ + sf“l eﬁz“ -+ ... r-;{2 e{‘,

deren Richtigkeit man elementar nachweist.
Die Rechnung kann fiir die *O und die "Sp in dhnlicher Weise
gefiihrt werden.

Anhang IV. Zum Beweis des Verschmelzungssatzes

"SL (oo . . 0) hat als Charakteristik ¢; ¢, 4+ .. . ¢,. Als Pro-
dukt der Charakteristiken ergibt sich zunichst, wenn man jeweils
&y, €5, UsW. in die erste, zweite, usw. Spalte multipliziert (Nenner
fortgelassen),

i \ ) | o]
.elf“sl?‘...eg! ei‘eé‘“sé‘...aﬁ:i relieh s fehtdn)
L+1 I, 1 L L+1 L oy Il .1 L+l !
el gt g gl 53...<.,{i EfEq s g
ehtl s, &l + eheytleh. . b | R el = dohli
datleln, gl | ghehtleh  ch | glaga  ghtl,
{1 2 no| a2 3 no| 2 n

Man greift nunmehr ¢! und den dazugehérigen Minor aus der

ersten Determinante; ¢3! samt Minor aus der zweiten Deter-
minante usw. heraus. So erhalt man die Determinante

L+t L+l L+l L+ !
et EQ”L €4 ...sn‘+ ‘

l Ly 1 A
gf & & S Es
or e . . ,
Eln El'l gln gln
RS g s n

die zu der ersten angegebenen Darstellung gehort. In gleicher
Weise werden durch Umordnung die librigen Charakteristiken-
Determinanten hergestellt. Von den entstechenden Determinanten
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Tabelle 2
Isomorphie 4SL ¥ ¢0O
80 ! iSL
; a) ‘ b) N
my g My | TRy e PO P e SO B el
o o o | o o o o o o o o 1
v/2 e 2l So S0l o | 1 o o o 4
iz afz2-tf2 1 1 1 1 o | o o o -1 4
f 1 1 o o
1 o o 1 1 o o | { 6
o 0 -1 -1
1 1 o 20| 1 o 1 0o o -1 15
1 1 1 2 o o o 2 o o o | 10
1 1 -1 2 2 2 o . o o o -2 10
3/2 12 12 2 1 o o ‘ |2 ! ° 20
) | 1 o -1 -
3/2 1f2 —-1f2 2 2 1 o { {1 5 ° ! [ 20
i e} o -1 -2 |
323212 | 3 1+ 1 o | 2z o0 o - .36
3/2 3/2 —1/2 3 2 2 o0 1 o o -2 36
32 3/2 3)2 3 o o o 3 o o o 20
32 3[2 -3/2 3 3 3 o o o o -3 | 20
2 2 o o |
2 o o 2 2 o o { 1 1 -1 -1 i 20
| o o0 -2 -2 !
2 1 o 35 Lok TR =g o :2 e | 64
| 1 o0 -1 -2 |
2 1 3 t o o I3 b= o9 boo43
; 2 o -1 -1 ;
1o S T S O S = 7
o o -1 -3 .
2 2 o 4 2 2 o | 2 o o -2 | 84
2 2 1 4 1 1 o | 3 o o0 -1 {70
2 2 - 4 3 3 o 1 0 o -3 70
2. 2l 4 o o o l 4 o o o 35
2 2 -2 | 4 4 4 o © o o -4 | 35

a) Rein kovarianter (oder kontravarianter) Tensor bzw. Undor von kleinst-
méglicher Stufe,

b) Gemischter Tensor bzw. Undor von kleinstméglicher Stufe.

sind jedoch diejenigen identisch Null, in denen zwei Spalten iiber-
einstimmen, dies tritt gerade dann auf, wenn /4 =/, -+ 1 bzw.
my = m;.,; die Bezifferung der neuentstehenden Darstellung

12%
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PSL (e, 1y, oy Wy, My, W2 1, M, . 22y, Also gegen dice
Bedingung (29) verstoBen wiirde.

Die Charakteristikentheorie hat naturgemifl eine Anzahl
schoner Beziehungen zur klassisch-algebraischen Theorie der
symmetrischen Funktionen. So ist die Charakteristik der Dar-

stellung "SL (1 . ... t0....0) die k-te elementarsymmetrische
It
Funktion in 2 Variabeln.

Tabelle 3

Einige Charakteristiken der 50 und 4Sp

50 1Sp ;
: 7. A

my mz; 2y | 7,
1
1

(o] | o} 1 o o .

al ’ 1 l 1 1 ! ] i
=1 S - / R {

2 ‘ 2 '(Vel f a;) (] 52—| l/Ea) ‘ 1 ¢} g1 & -~ E)TEE"—CI €y

L ; ( | L1 Er , & .
Lo et et [ 111 gpe - 2B o eyt

€gEs B T

|
o e i Y ey Ty - e
€17 cg el )2 06 a6 g — 2
2 !

301 | 11 1,1
22 /-(22 LT TR sg) |2 1 acla+te)
3 3 4 J11 1 € € | 9 9
s ‘-z‘l/~(22)'(€1€2 tam e Ty 1)3 3 0 (q+ea—3)(a+a)
1
| | -z -
| i g g
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