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Zur Darstellung der Kriismmungen einer Flichenkurve
mit Pfaffschen Formen

Von Heinrich Scharff in Kaiserslautern

Vorgelegt von Herrn Frank Lobell am 7. Miarz 1952

Die folgenden Ausfiihrungen mochten eine kleine Ergdnzung
zum Aufbau der Flichentheorie im euklidischen Z; geben, wie
ihn W. Blaschke in seinem neuesten Buch mit Hilfe Pfaff-
scher Formen im Sinne E. Cartans durchgefithrt hat.!

Dort wird zunichst ein orthogonales Dreibein angenommen,
dessen Lage von zwei Parametern #!, #® abhingt. Sein Ursprung
ist durch den Ortsvektor 1 (2, #%) einer gegebenen Fliche, seine
Achsen sind durch drei untereinander senkrechte Einheitsvek-
toren ay, a,, ag festgelegt, derart, daB3 a; und a, Tangenten an die
Linien eines auf der Fliche liegenden orthognoalen Netzes sind,
ay also in die Flichennormale weist. a;, a,, a3 sollen ein Rechts-
system bilden.

1. Mit Hilfe der Ableitungsgleichungen?
(1) dr = a;06; + 056,,
day = 003 — 30y, day = 030, — 4,03, 3 = 430y — Ay

werden die linearen Differentialformen

01y Og @y, g 3

eingefiihrt; die 6; bedeuten die Komponenten der Schiebung nach
den Achsen ¢; und g,, die ©; die der Drehung um die Achsen qj,

1'W. Blaschke, Einfithrung in die Differentialgeometrie, Berlin 1950.

AuBerdem seien genannt: E.Cartan, La théorie des groupes finis et
continus et la géométrie différentielle traitées par la méthode du repére mo-
bile, Paris 1937, und E. Cartan, Les systémes différenticls extérieurs et
leurs applications géométriques, Paris 1945. — Beim Hinweis auf diese
Werke werden im folgenden die Abkiirzungen beniitzt: Bl., C. I, C. II,

* Bl S. 44 (13), C. II p. 121 (1).
Miinchen Ak. Sb. 1952
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¢y, 0y bei der Verriickung &r. Sie geniigen den Integrierbarkeits-
bedingungen?
[doy] = [w30,], [dop] =—[wga1], 0 =[] — [oa00q],
[d ] = [wgwg], [dwy] = [w; 0], [dog] = [wgen].
Da mehr als zwei, aus zwei unabhingigen Differentialen ge-
bildete Pfaffsche Linearformen stets linear abhingig sind,? o,
und o, aber, weil die 2r nicht alle die gleiche Richtung haben,
linear unabhingig sein miissen, so gilt
Wy == (161 T €120
(3) — ) = (101 + £2209,
w3 = £10; + £202.
Im Hinblick auf die dritte der Integrabilitdtsbedingungen (2) ist
@ ‘12 = €10
2. Unser Dreibein werde nun um die Flichennormale durch

den Winkel 7 (!, #%) gedreht. Dann gelten fiir die Pfaffschen
Formen w; die Transformationsgleichungen?®

@; = ] COST + ®, sin7,
(s) By = — ; SINT W, COST,
By = w3 | dT.

Bedeutet ¢ das Bogenelement eines beliebigen Fldchenstrei-
fens, so ist?

< 2 O
®) 6y =0.C057, Op=a-.sint; o+ c;=c

Bezeichnen wir mit 7 seine geoditische Windung, mit /V seine
Normalkriimmung und mit G seine geoditische Kriimmung, so

1 BI. S. 44 (14), C. II p. 122 (2). [6 ] bedeutet das duBere Produkt von
¢ und o, {d @] das duBere Differential von o.

2 Vgl. hierzu die Arbeit von J. Dufresnoy, A. Revuz, Introduction au
calcul différentiel extérieur. Bulletin of the Technical University of Istanbul,
1948, t. 1, p. 1—10.

3 BL.S. 44 (2), C.II p. 125,

1 BL. S. 86 (4).
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gilt!
N T'=&:o0, N =&, 0, G = @y: 0.

Aus den hieraus folgenden, bekannten Ausdriicken?

J e @1C05TH @y SINT__ 00,4 6305 =35 07+ (n—62) 0103 F 0120}
(8) G ci + o o + o} '
N = @2 COS T—5iNT Oy 0y—0CyW; __ ¢33 0f - 2015 01 Oy - €9 6}
i RN P TN B R e 9 1 2
o oi + o} Gy 7 Oy

entnimmt man leicht die geometrische Bedeutung der Invarian-

3 .
ten [51?.'

fir o, =owird 6 =0y und 7 = —¢yy = #;, N = ¢y = 1,
fir oy =owird 6 =6, und 7 = ¢y = £y, N = cp5 = #,;

# und ¢, sind also die geoditischen Windungen, »; und #, die
Normalkrimmungen der Netzkurven ¢ = ¢; bzw. 6 = g,. Die
Beziehung # = — £, = ¢ spricht einen bekannten Satz von
Bonnet aus. .

Jetzt erhalten wir aus (8) bei Beriicksichtigung von (6)

(9) T = (ny — ny) cosz sint + #(cos?t — sin?7),

N = n; cos?t — 2¢ cost sint + 7, sin’r.

Beim Aufbau der Flachentheorie mittels des Kalkiils der Pfaff-
schen Formen gelangen wir so zwangsliufig zu Formeln, die
denen der ,,natiirlichen Geometrie* E. Cesaros gleichen;* fir
diese erweist sich die Methode E. Cartans geradezu als ein idea-
les Hilfsmittel.

3. Es gilt nun noch, die Ausdriicke fir G aufzustellen, die in
ihrem Bau den Ausdriicken (8) fiir 7° und MV entsprechen.
Nach (7) und (3) ist® :

(10) G ={(u;+dr):o0.

1 BL S. 15(6), C. I p. 125.

2C.II p. 120.

3 BL. S. 89 (28).

* Vgl. hierzu M. Lagally, Vorlesungen {iber Vektorrechnung, Leipzig
1934. Die Formeln (9) des Textes finden sich dort auf S. 93 (85b, a).

® BL.S. 45(5), C. II p. 125 (8).
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Diese Beziehung ist vermdge der dritten der Gleichungen (3)
die Quelle einer bekannten Formel von Liouville.
Die gewohnliche Differentiation von o¢; und o, ergibt nun
wegen (6)
do, = do . cosT — o sint 4T,
doy, = do - sint + ¢ cost dT.
Es ist also

cos T.do,—sint . doy = od7;
dies fiihrt mit Hilfe von (6) zu
dt = (6,doy, — 6y,day) i 62
Damit wird '

G = (0,dcy — 6yd 6y + w36%) 1 63,
oder

(11) G = (01(0103 + d6y) + cp(0y05 — doy)) : (o] + o)™
Setzen wir hierin den Wert von w3 aus (3) ein, so erhalten wir

(12)

G =(01(£10; + £26103 + dcy) + 0,(£,6,0s + g,05—d6y)): (6] +035) 7

dieser Ausdruck fiir die geoditische Kriimmung einer allge-
meinen Flachenkurve schlieBt zugleich die geometrische Deutung
von gy und g, in sich.



