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Bemerkung zu einem Satz von A. Moessner

Von Hans Salié in Leipzig

Vorgelegt von Herrn O. Perron am 1. Februar 1952

Geht man von der Reihe beliebiger Zahlen

a ay, @, as, . . .
(@)

aus, streicht jede £-te Zahl (£= 2), bildet von der ibrigbleiben-
den Reihe die Summenreihe, streicht dann aus dieser jede
(#— 1)-te Zahl, bildet wieder die Summenreihe, streicht dann
jede (£ — 2)-te Zahl, bildet abermals die Summenreihe und setzt
diesen ProzeB fort, bis man schlieBlich beim (4 — 1)-ten Schritt
jede zweite Zahl streicht, und bildet schlieBlich die Summenreihe,
so entsteht auf diese Weise aus (2) die neue Reihe

(a™) al, P, o, . ..
Werden fiir (¢) die natiirlichen Zahlen

1, 2, 3, ...

genommen, so hat Herr A. Moessner! gefunden, daB (¢®) die
Reihe
1I¢’ 2k, 3k’ .

ergibt. Herr O. Perron® gab einen einfachen Beweis dieses
Satzes.

Sind die a, Unbestimmte, so sind die & offenbar lineare
Polynome von ihnen, und man kann nach dem Bildungsgesetz
der Koeffizienten fragen. Im folgenden wird gezeigt:

n-—1 h—1 ,é > 2
(1) &P = 3 X ag,, —)" 7 (p—p—1)t, T T 7

i n=1,2,...

p=0 v=1
Der Moessnersche Satz ergibt sich hieraus durch die Spe-
zialisierung

! Diese Sitzgsber. 1951, Nr. 3, S. 20.
*Ebda 1951, Nr. 4, S. 31-34.
Miinchen Ak. Sb. 1952



8 Hans Salié

1 n=1

(A) “"=lo n>1.

Man erhilt dann aus (1) ohne Rechnung
ag‘) =] nk_z,

und dieses Ergebnis enthilt zugleich die Formel

(B) ‘ B = =2 fiir b, =1, n=1,2,3,...
und
(@) =D = 4% fur ¢, =7,

da der eingangs der Note gegebene ProzeB, auf die Folge (A)
angewendet, tiber die Reihen (B) und (C) fithrt. Mit (C):

B ="

ist der Satz von Moessner gewonnen.

Der Beweis von (1) wird durch vollstindige Induktion nach
£ (SchluB von £ auf £ + 1) gefiihrt. Um (&%) zu erhalten,
streiche man zuerst aus (a) die Glieder

A1 B2 (41 Pa(h+1)y ¢

In der dann entstehenden Reihe

() Op, Olg,y Olg, -
ist
@) . 1 v <4,
L =a
ok+v o (R+1)+v> p=0,1,2,
Bezeichnet
(s) Sty Soy Sgy 0 o e
die Summenreihe von («), so gilt
R+1) (0
3) al*? = 5.

Macht man die Voraussetzung, da Formel (1) fiir

a®, a9, ..., a® k=2

?

und alle Folgen (@) giltig ist, so darf man in (1)
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m
=2 o,
p=1
an Stelle von «,, einsetzen. Es entsteht dann aus

n—1l k-1

J‘g[) = Z Z Sok 4 (n_p)h—v—l (n—p—l)v—l
p=0 v—1
der Ausdruck
(4) a(h+1) = Z Z 0(ph+v Pv’
p=0 v=1

wobei offenbar

h—1
(5) =2 (n—p) 7 (n—p—1)"" +
j=v
n—1 hk—1 ] .
4+ 3 Sh—NTt (m—i—1)y 1, 1<y R

i=p+l j=1

bedeutet. Benutzt man die Zerlegung

(=)= (r=p=1)' ™ = (=)' (n—p=1)/ " ~(m=p)* 7 (n—p—1)"
so wird aus der ersten Summe in (5)
h—1
6) X (=gl (n—p=1) " — (n—g) =¥V (—p—1)d +0-1]
j=v
~ (=) (rmp= 1) — (mmp— 1)

Unter Verwendung von (6) erhilt man fiir die Doppelsumme in

(5):
) 3 (e i — (i 1) = (i p— 1)

i=p+l
und damit durch (6) und (7) aus (3)
(8) 3 = (n— o)™ (n—p—1)""".
Der Ausdruck (4) geht schlieBlich durch Einsetzen von (2) und
(8) uber in
n—1

(h+1) . y’O y’ ap(h+1)+v (n—'9>h_v (7Z_P—l>v_1:
p=0 v=1



10 Hans Salié
d. i. Gleichung (1), wenn darin £ durch £ + 1 ersetzt wird. Somit
ist Gleichung (1) allgemein bewiesen, da sie fiir £ = 2

n—1

(2)
th - 2 a2p+1
p=0

richtig ist.
Zum SchluB wird noch ein Beispiel gegeben. Zur Folge
() L =" m=1,2,3,...

¢ eine Unbestimmte, gehoért nach (1) der Ausdruck

. n—1 k—1 ; L i
g = 3 3 P e — o) T (e — o — 1),

=0 v=1

der fiar 2 > 2 in

h—1 n—2 h—1
@ ¢'=2 ¢ AT n— )Tt 33 gD
v=1 p=0 v=1

(n—p— 1" (n—p— 2"

libergeht, wenn man den Summationsbuchstaben p durch p + 1
ersetzt. Andererseits ist flir » > 2

n—2 h—1

(10) ¢* gl ="+ X 3 g0 (g gy,

pUJl

2

h—2

Durch Subtraktion von (g) und (10) und Division durch #»
erhélt man:

[ 7(1{) h—1 = nk
L R IR =1y VW2
@ — g% 2 §1 q (1 ,1) ah—2
n—2 k—1 =
(11) S Y ekt I.(l _ ,9,,)"_“_1 (1 et )"*1 _
- 7 7 72
=0 v=1
_(1_ 9+1 R—v—1 . _P+2 v—1]
7 n :

Wenn ¢ als Zahl mit | ¢ | <{1 vorausgesetzt wird, ist die Doppel-
summe in (11) dem Betrage nach kleiner als

ot 20h—2) K

o0
%]q"i“‘”' 2 |g[P=! - St =
p= v=
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mit von z unabhingigem Werte X = X (¢, £), da die eckige
Klammer in (11) unterhalb

=2 ) s 2

”n n = n
liegt. Geht man nun bei festem 2 und |¢ | <1 zur Grenze
12 — 00, so entsteht aus (11)

(k) h—1

. q .
ImG—¢) =2 ¢ lgl<u,
d. h.
(k) h—1
. 9n’ 1=
(12> 1111—?30 ;zk—fl - (1—¢) (l—qh) ; lQI <1, k22,



