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Zur Zahlentheorie der Polynome
Von Wilhelm Specht in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 16, November 1951

Vor kurzem hat E. Ullrich die folgende Aufgabe gestellt: Es
~ bezeichne P, (x) die Menge aller ganzzahligen Polynome

f@) =" +ta "t a T g,

eines festen Grades %> 1, deren (ganzzahligen) Koeffizienten der
Hoéhenbedingung

e == QO =ty e 7))
geniigen, und P, (x) deren Anzahl, ferner ¥, (x) die Teilmenge
der (im Korper der rationalen Zahlen) irreduziblen Polynome
J(z) aus P, (x) und 7, (x) deren Anzahl. Gesucht wird der asym-
ptotische Wert der Anzahl 7, (x) in Abhéngigkeit vonder Héhe x.

Als Losung dieser Aufgabe sollen in der vorliegenden Arbeit
die folgenden beiden Gleichungen bewiesen werden:

(1) L(x) = 42 — 2z log % - O(2),

©) L(x)= 2" Lot T
Da fir die Anzahl 2,(x) der Polynome f(2) aus 9,(x) offen- ‘
sichtlich keine bessere Aussage als

(3) P.(x) = (2[x] + 1)* = 2"2" + O(x" ) fir > 2

erhalten werden kann, 148t sich grundsitzlich auch keine Ver-
besserung der Restglieder in (1) und (2) erreichen.

Bezeichnet noch R, (x) die Menge der reduziblen Polynome
J(z) aus 9, (x) und R,(x) deren Anzahl, so ist

@ Ro(2) + 1, (x) = Pp(x),

weshalb die Aussagen
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140 Wilhelm Specht

@*) Ry(x) =22 logx + O(x)
(2% R, () = O(x"1H fir 2> 2

mit den Gleichungen (1) und (2) gleichwertig sind. Der Beweis
dieser Gleichungen bedarf, wenn er auch nicht schwierig ist, doch
einiger Vorbereitungen; dabei werden wir zunichst den Fall
»n > 2 angreifen, um anschliefend den Fall » = 2 gesondert zu
behandeln.

Fir die Hohe x werde dabei stets x > 1 vorausgesetzt.

Hilfssatz 1. Sind oy, y, ..., 0, die der absoluten Grifie

[ ] 2] ] 2 2]

n l

nach geovdneten Nullstellen eines Polynoms f(g) aus P,(x), so
gult fiir jedes v = 1,2, ..., n die Ungleichung

|y ... 0] <=2 x

v

Gentigen namlich die Koeffizienten eines beliebigen komplexen
Polynoms f(2) == 2" + 02" 7!+ 02" "%+ - &, der Unglei-
chung

o, | £8 (Vi 2 7))

so gelten nach einem schon frither von mir bewiesenen Satze! fiir
die (der absoluten GréBe nach geordneten) Nullstellen , von
F(2) die Ungleichungen

oy ..o, S14v8; |oe,... 0, Emax (1,(z—v+1)8).

Fur 8 =« > 1 ist daher

| 010y ... 0, | Emin ((v + 1)z, (r—v + 1)x)
vi1-+rn—v41 __nd-2
< - x=—x.

Hilfssatz 2. Es gibt eine allein vom Grade n abhingige
positive Konstante v = y(n) mit jfolgender FEigenschaft: Ist
g =" + 6T by b s by, ein beliebiger (nor-

* Vgl. W. Specht, Abschitzungen der Wurzeln algebraischer Gleichun-
gen. Math. Zeitschr. 52 (1949), 310-321, Satz 7.



Zur Zahlentheorie der Polynome 141
mierter, komplexer) Faktor eines beliebigen Polynoms f(z) aus
V,.(x), so gilt fiir jeden Kocffizienten b, des Polynoms g(z) die
Ungleichung

(3) o=ty (2 == 8 B s 5 g L)
Sind nimlich @y, @, ..., ®, die Nullstellen des Polynoms f(2),
so gilt fiir jedes v =1, 2, ..., 7z und jede Indexreihe

i) S o ioan S8 o, S50
nach Hilfssatz 1 die Ungleichung

p,“‘mOV] =

<7z—i—2x

|wplm

Da nun jeder Koeffizient 4, (abgesehen vom Vorzeichen) elemen-
tarsymmetrische Funktion gewisser Nullstellen des Polynoms
f(2) ist, erhalten wir hieraus

Setzen wir also

Y =v(n) = ”—+2 TV[ax(’[é) fuir 1 £I1LESn—1,
so ist
|b~/. | é.\l’x'

Satz 1. Fiir die Anzahl R,(x) der reduziblen ganzzahligen
Polynome f(z) = 2" + a; 8"~ 4+ ap " -+ - a, des Grades
n>2 mit Koeffizienten

E == =l P )
gult
R,(x) = O(xn—l)'

Jedes reduzible Polynom f(z) aus %,(x) 1aBt eine Zerlegung
@ =G +um 4+ )+ 0T 4 )

zumit £ 4/ = »; 2/ < nund ganzen Koeffizienten 2, #,, . .., 2y,
U, Uy ..., vy, die den Bedingungen

by—o Y
|p=0

©) I i' v ! = (=4t it
|
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unterworfen sind, wobei noch
2o =Yg =1; w,=o0flrx>4; v,=o0flrra>/

zu setzen ist.

Bezeichnet nun @, ;(x) die Anzahl der Gitterpunkte (%, v) =
= (1q, 2, ..., Uy, Uy, gy ..., ¥;) des n-dimensionalen euklidischen
Raumes, die den Bedingungen (6) geniigen, so zahit @, ; (%) ge-
wi alle reduziblen Polynome f(z) aus P,(x), die einen Faktor
des Grades £ besitzen, einige sogar mehrfach. Folglich besteht -
die Ungleichung

Rn <x) é Z Qn,h(x>:
1<kh<sn/2
da jedes reduzible Polynom f(2) aus P,(x) in mindestens ciner
der Anzahlen Q, , (x) mitgezihlt wird.

Die durch @, ;,(x) gezahlten Gitterpunkte (%, v) genligen nach
Hilfssatz 2 mit der dort eingefihrten Konstanten y = y(#) den
Bedingungen

éx; |ux|§Yx; IZ’)\IéYx v=1,2,..,7)

v
ZuV"PvP
p=0

©®

Uy=vy=1; n,=ofirx>4%; v, =ofirr>/,
unter denen insbesondere die beiden Bedingungen
|| S x5 boup_aot ooy | S %

auftreten. Bezeichnet demnach Qf ,(x) die Anzahl der Gitter-

n,k

punkte (#, ) mit den Eigenschaften

) o S x5 |wpyo +upo | S x
7

[Fee i S Pk R o B e (RS N e P .
so ist flir jedes £2=1, 2, ..., [#/2]

Qn,h(x) é Q:,k(x):

so daf wir zum Beweise des Satzes 1 nur noch fiir 7 > 2 und
jedes £ < n/2 die Beziehung .

®) On i (®) = 0"

nachzuweisen haben.
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Im Falle #» >4 und 2 =1 liegt bei festgehaltenen Werten
Uy, Uy—sy Un—y fur die restlichen Koordinaten oy, vy, ..., v,_3
in (7) nur die Beschrinkung

ENESE; A=1,2,...,2—3)

vor, weshalb die Anzahl der Gitterpunkte (z, v) mit gleichen
Werten 2y, v, s, ¥,_; gewiB jeweils ein O(x"~?) ist. Daher geniigt
es, im Falle £ = 1 die Anzahl Q5 ;(x) der Gitterpunkte (y, vy, v,)
mit

(9-1) luy v | S ; oo +wmo | Sx; (o] Svyx
zu untersuchen und durch

05, (x) = 0%

abzuschitzen.

Im Falle # =2 5 und 2 =2 liegt bei festgehaltenen Werten
wy, %y, _y, Uy, vy fur die restlichen Koordinaten #y, 2, ..., 25 _,,
Uy, Uy ..., Uy_y in (7) nur die Beschrinkung

| | = e e B G e R O LN o =)

vor, weshalb die Anzahl der Gitterpunkte (%, ») mit gleichen
Werten 2, 2, __y, v, v,y gewiB jeweils ein O(x"—*) ist. Folglich
geniigt es, im Falle £ 2 2 die Anzahl Qf ; (x) der Gitterpunkte
(#y, 9, vy, V) mit

(10.0) 1o S x5 |1y + ey | S5 || Sv; oy | Sva
zu untersuchen und durch

0f2(%) = O(x)

abzuschitzen.

Die Anzahl 0F | () kann nun auf folgendem Wege abgeschitzt
werden: Zunichst ist die Anzahl der den Bedingungen (9.1) ge-
nugenden Gitterpunkte (#y, vy, v,) mit %, = o wegen

o] =% |ulsye

cin O(x%), so daB3 wir nur noch die Gitterpunkte mit #; == o ab-
zuzdhlen haben. Da aber mit (2, vy, vp) stets auch (— uy, vy, —vy)
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die Bedingungen erfiillt, erhalten wir
Q:);e,1(x) =235, (%) + )

mit der Anzahl S;,(x) der Gitterpunkte (%, vy, ,), die den Be-
dingungen

(9-2) vy ] S25 (e +mn | x5 wy>0; |o| Syx

gentigen. Bei festgehaltenen Werten #,, v, kann nun »; héchstens

2[2%] -+ 1 verschiedene Werte annehmen. Mithin ist
1

S0 ) §1 X Zx(2§1+1)§ D (z-ji—l—l)e

Iy, s5x

=40t T Ltax T L4 5

iy <x™!  1gugx

= 4x2-0(1) + 42 - O(logx) + O(x) = O(x?).

In Zhnlicher Weise wird die Anzahl Qf ,(x) abgeschitzt: Hier
ist die Anzahl der den Bedingungen (10.1) genigenden Gitter-
punkte (2, 2y, vy, v5) Mit 2, = 0 wegen

e[ 22 Jm| Svx; o] Sy

gewill ein O(«?%), so daB nur noch die Gitterpunkte mit 2, == 0
abzuzihlen sind. Da mit (23, #, 24, vs) auch (zy, — #,, 7y, — @)
die Bedingungen erfiillt, finden wir

Le(®) =25, ,(x) + 0(°)

mit der Anzahl S, 5(x) der Gitterpunkte (u;, uy, vy, ), die den
~ Bedingungen

wswy | Sx; | vomy + oy | £ x;
(10.2) :
lm | Syx; |w| Syx; wm>o0
geniigen. Bei festgehaltenen Werten 4, u,, v, kann v, wiederum
o x . o
héchstens 2 [»H—J] 4~ 1 verschiedene Werte durchlaufen, wihrend
2

2, héchstens 2 [vx] + 1 verschiedener Werte fihig ist. Mithin ist
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54 2("") < Z Z 2~(x+1) (:‘;{f + 1)

1< u, <x|v|$—

= 5 oy (%f+1)2:(z~{x+1)0(x2)=0(x3).

1fu;=x

Damit ist der Satz 1 vollstindig bewiesen.

Satz 2. Die Anzahl R,(x) der reduziblen ganzzahligen Poly-
nome f(z) = 2%+ az + & mit Koeffizienten

la| S2; |6]Zx
ist
Ry(x) =2xlogx 4+ O(x).
Ein reduzibles ganzzahliges Polynom f(z) =224 az + 6 =
= (z—u)(z — v) besitzt zwei ganzzahlige Nullstellen #, v, fiir
die noch die Bedingung # < » hinzugefiigt werden kann. Daher

zihlt Ry (x) die Anzahl der Gitterpunkte (z, ) im zweidimensio-
nalen euklidischen Raume ab, die den Bedingungen

@) lerdon i = e S i e S 7

geniigen. Da die Anzahl dieser Gitterpunkte (z, 2) mit z = v
wegen 22 < x ein O()/ x ), die Anzahl dieser Gitterpunkte (x, v)
mit z =0 (bzw. v =0) wegen |v|<x (bzw. || <x) ein |
O(#) ist, ferner mit dem Punkte (z, v) auch (— », — ) den Be-
dingungen gentgt, kénnen wir

Ry(x) = S(x) + 0()
setzen, wenn S(x) die Anzahl der Gitterpunkte (%, v) mit
(11.2) |u+o|Lx; |wv|Lx uw>o0; w50

bezeichnet.
Da nun aus

w—1)(lv|—1) =0
die Ungleichung

(12) le+o|Su+|ov|S|uv|+1 L[x] +1

10 Miinchen Ak. Sb. 1951
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folgt, ist die Bedingung |# + v | < x unter den restlichen Be-
dingungen von (11.2) nur dann nicht erfiillt, wenn in (12) {iber-
all Gleichheit besteht, wenn also v > o und # = 1, v = [z] oder
2 =[x}, v =1 ist. Folglich gilt

S =2 T(x) + 0(1),

wenn 7'(x) (in der {iblichen Weise) die Anzahl der Gitterpunkte
(2, v) mit
u>0; v>0;, uv<x

bezeichnet. Fiir unsere Zwecke gentigt die (auf fast trivialem Wege
erhiltliche) einfache Abschitzung?

e e =S
UV E X ISugx 159 —
u>00>0 u
x
= '—}—0’1)=xlox O(x),
B\ (1) gz + O(x)

um auch Satz 2 vollstindig zu beweisen.

1 Vgl. E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Bd. II S.194. S. Hir-
zel, Leipzig 1927.



