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Uber äquimeßbare (verteilungsgleiche) Funktionen 

Von Demetrios A. Kappos in Erlangen 

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am l. Juni 1951 

Einleitung 

Es sei E = {x} eine beliebige Grundmenge. Es sei ferner 
Q ={X)  der Boolesche Vollverband aller Teilmengen von E. Es 

sei $ ein Boolescher a-Unterverband von Ê mit und p 
ein totaladditives, endliches Maß über $ mit m(E) = 1; wir 
sprechen dann kurz vom o-Mengenmaßverband (Ä, p). Wir be- 
zeichnen mit 50?^ die Gesamtheit aller p-meßbaren reellen und 
endlichen Funktionen f(x), x E E, auf E. Jeder Funktion f{x) 
G ordnen wir ihre Urbildmengen (sT>g. Mengenskala oder 
Spektralschar) [fix) ^ Q, —- 00 <j £ < -{-  00, in $ zu und defi- 
nieren durch 

?/© = n ([/(*)  ^ 5]), -c» < 5 < + 00 

die sog. p-Verteilungsfunktion von fix). Sie ist bekanntlich 
monoton wachsend, rechtsseitig stetig und es gilt <pf(—00)= o, 

9/(+ 00) = 1. Gilt für zwei f,g EL SOC® 

(0 ?/© = <Pg© für jedes Ç, — 00 < Ç < + 00, 

so bezeichnen wir / und g als p-äquimeßbar (oder p-verteilungs- 
gleich). 

Ist speziell E ={x:o <C 1}, $ der ct-Körper (Lebes- 
guesche Verband) aller nach Lebesgue meßbaren Teil- 
mengen von E, und p das Lebesguesche lineare Maß, so gilt 
folgender Satz (s. [1], [2]):1 

Zu jeder beliebigen Folge /i,/2, % � . . aus existiert immer 
eine Folge glt g2, ... aus so daß gv g2, . . . gegenseitig p- 

1 Zahlen in eckigen Klammem beziehen sich auf das Literaturverzeichnis 
am Schluß der Arbeit. 
8 München Ak. Sb. 1951 
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unabhängig (bezüglich dieses Begriffes vgl. [3 b]) und außer- 
dem gi und /j p.-äquimeßbar für jedes 2 = 1,2, ... sind. 

Der Marcinkiewicz-Zygmundsche Beweis dieses Satzes stützt 
sich auf spezielle Eigenschaften des linearen Lebesgueschen 
Maßes und kann daher auf den allgemeinen Fall eines beliebigen 
Maßes über einem beliebigen cr-Körper nicht übertragen werden. 
Dies liegt insofern in der Natur der Sache, als der in Rede 
stehende Satz nicht allgemein gilt, in dem Sinne nämlich, daß im 
allgemeinen die Behauptung nicht für jede (beliebige) Folge 

zutrifft. Dies ergibt sich aus den in der vorliegenden Arbeit 
aufzustellenden notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen, unter denen für einen a-Mengenmaßverband 

($, p.) der Satz richtig bleibt. Um diese Bedingungen hier 
anzudeuten, bemerken wir folgendes: 

Ist 91 das G-Ideal der p-Nullmengen aus $, so bezeichnet man 

zwei Funktionen /, g G als p.-äquivalent (p.-fastgleich) in 
Zeichen/ æg mod 91, wenn [/(#) =)= E 91. Aus der p-Äqui- 
valenz folgt die p,-Aquimeßbarkeit, aber die Umkehrung gilt im 
allgemeinen nicht: Jeder Klasse von ^.-äquivalenten Funktionen 
aus 9entspricht eindeutig eine ^-Verteilungsfunktion ; um- 
gekehrt aber kann dieselbe p.-Verteilungsfunktion mehreren Klas- 
sen entsprechen. Im Falle beispielsweise des linearen Febes- 
gueschen Maßes existieren abzählbar unendlich viele gegenseitig 
[x-unabhängige Klassen mit derselben fx-Verteilungsfunktion. Geht 
man vermöge Restklassenbildung nach 91 zu dem zu $ homo- 
morphen Booleschen a-Verband 23 = $/9I über, so entspricht 
dem der Übergang vom Vektorverband 9J?ft der meßbaren Punkt- 
funktionen zum Vektorverband der Ortsfunktionen über 2h 
Und gerade von der speziellen Struktur des Booleschen cr-Ver- 
bandes 23 hängt es ab, ob der obige Satz gilt oder nicht. Besitzt 
z. B. 25 eine abzählbare Basis @, ist also = 25, so gilt der 

obige Satz für jede beliebige Folge von Funktionen dann und 
nur dann, wenn S3 atomfrei ist. 

Um Wiederholungen zu vermeiden, beziehen wir uns auf frü- 
here Resultate (s. [3 a, b]) und sprechen daher im folgenden nicht 
von Maß bzw. Funktionen, sondern von Wahrscheinlichkeit bzw. 
Zufallsvariablen. Außerdem betrachten wir reduzierte Wahr- 
scheinlichkeitsfelder (positive Maßverbände) also Wahrschein- 
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lichkeiten w mit o < w(x) < 1, falls *  =j= ö> e; demgemäß sind 

unsere Zufallsvariablen Ortsfunktionen. Nach dem bekannten 
Isomorphiesatz von Loomis (s. [4] § 11 und [5]) kann man einen 

positiven o-Maßverband (vollideelles W-Feld) (5, w) immer durch 

einen Booleschen o-Mengenmaßverband ($, p) von Teilmengen 
einer Grundmenge E realisieren (darstellen) derart, daß (§, w) 
isometrisch zu $/9l ist, wobei 91 das a-Ideal der p-Nullmengen 

in $ bedeutet. Jede Zufallsvariable ist dann durch eine Klasse 
von p-äquivalenten p-meßbaren Funktionen auf E realisierbar. 
Es ist daher klar, daß alle Sätze, die wir unten beweisen, bei ent- 
sprechender Formulierung auch für meßbare Funktionen gelten. 

§ 1. Atomfreie empirische W-Felder 

1.1. Es sei (§;, w) ein vollideelles W-Feld (s. [3]). Wir bezeich- 
nen mit 93s den Vektorverband aller Zufallsvariablen über §. 
Jeder Zufallsvariablen X G entspricht eine Spektralschar 

S) £], — 00 •< \ < -}-  00, in Wir definieren durch 

9.Y(£)  = w([x ^  £]),  — oo<£<+oo,  

die sogenannte zu-Verteilungsfunktion von X. Gilt für zwei X, 

?x(Z) = ?y(£) für alle — 00 < 5 < + 00, 

so definieren wir X und Y als zu-verteilungsgleich (w-äqui- 

meßbar).1 

1 Wir haben hier zur Definition der tf-Verteilungsgleichheit die obere 
Spektralschar [X Ç] gewählt. Die Definition ist aber unabhängig von der 
Wahl der Spektralschar, d. h. man kann auch zur Definition die untere 
Spektralschar [X < Ç] bzw. jede beliebige Spektralschar aus der Klasse der 
Spektralscharen Sx(£,) (Somenskalen) nehmen, die jeder Zufallsvariablen 
(Ortsfunktion) nach Carathéodory zugeordnet sind. Nur muß man in diesem 
letzten Fall definieren:W ist w-verteilungsgleich zu Y, wenn <?x(%) — W(JA'(5)) 
= w(sy (£)) = <py (Ç) für alle Ç gilt, für welche 9  ̂und çy gleichzeitig stetig 
sind. Es gilt nämlich *9*  (Ç) = w ([X < Q) (sx (Ç)) = 9* (Ç) ^ 9$ (Ç) 
— w([.\ rSÇj) und zwar Gleichheit für alle Ç, für welche alle drei Verteilungs- 
8*  
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Es gilt nun folgender Satz: 

1.2. Satz: Es sei (§, w) vollideell, mit empirischer Basis und 

atomfrei. Es sei ferner Xx, X2, . % � % � eine beliebige Folge von Zu- 
fallsva?'iablen aus 93«. Dann existiert immer eine Folge von 

gegenseitig w-unabhängigen Zufallsvariablen Yv Y2, % � % � % � aus 93 <% � 
derart, daß Xt w-verteilungsgleich zu Yit i — i, 2, ist. 

1.2.1. Zusatz: Das Lebesguesche W-Feld (5, p) genügt den 

Voraussetzungen für die Gültigkeit des Satzes 1.2. 

Beweis des Satzes 1.2. : Mit  Komponenten (§i( w,) = (§, w), 
i = 1,2,..., bilden wir das vollideelle W-Produktfeld (s. [3b] 

Nr. 2. 3): (cp, n) = Pfä, wx), iE (1, 2, ...), was zu (§, w) iso- 
metrisch ist (vgl. [3b] Nr. 1.2.2). Es sei a = /(«), aE$, 

die Abbildung, welche diese Isometrie erklärt. Wir bilden (nach 
[3b] Nr. 3.3) den Booleschen Unterverband <P?- von <5 also auch 
von <p für alle7 = 1,2, Dann ist (<P3-, 7t) isometrisch zu (§), w-j 
= (§, w) für alle j — 1,2, Wir bezeichnen durch ß = ffb), 

b E S> ß E Oj, j = 1,2,..., diese Isometrien. Wir setzen sfl) = 
= [Xj  ^ l]  E S, — 00 < l < + °°, j = 1, 2, . . ., und erhalten 
durch Transformation mittels /% � 

(1) a fl) =f j (sfl)) ED,-, — 00 < l < + 00, 7 = 1,2,.... 

{afl)}, —00 -< l -< -f- 00, besitzt für jedes 7 = 1, 2, ..., die 
Eigenschaften einer Spektralschar in <P.j und definiert daher in 

sowie demgemäß in cp, eine Zufallsvariable X* E C 58®. 
Außerdem gilt, wegen der Isometrie der Abbildung (1): <fxj(ß) - 
= (px— 00 <fl  <f -f- co und die Folge X*, X*, ... besteht 
aus gegenseitig Tt-unabhängigen Zufallsvariablen in cp. Es sei 
nuna = f~x (a), a E <P, a E S > die inverse Abbildung von a = f(a). 
Wir transformieren die Spektralschar (1) aus (p mittels dieser Ab- 
bildung in § und erhalten die Spektralschar 

(2) tfl) =f~x(afl)), — 00 < l < + 00, in (g, w) 

funktionen gleichzeitig stetig sind. Wir bemerken, daß die Unstetigkeitsstellen 
höchstens abzahlbar und für alle drei Funktionen die gleichen sind und zwar 
ist an einer Unstetigkeitsstelle *(fx linksseitig stetig, <fx rechtsstetig, also 
#<P.Y 15) < 9*  (5) und px (5) hegt zwischen diesen beiden Werten. 
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für jedes j = 1,2,..., durch welche eine Zufallsvariable Yj G 33g, 
j — i( 2, erklärt wird. Die so entstehenden Zufallsvariablen 

y y2) ... bilden eine Folge von gegenseitig ^-unabhängigen 
Zufallsvariablen; wegen der Isometrie der Abbildungen /und /% � 

gilt außerdem 

9A'J© = = 9yj© 

für — oo < Ç «< + oo und jedes 7 = 1,2,... 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Der Beweis des Zusatzes 1.2.1 folgt unmittelbar aus der Iso- 

metrie der W-Felder (g, w) und (3, p.) (vgl. [3b] Nr. 1.2). 

§ 2. Kriterium 

2.1. Es sei (5, w) ein vollideelles W-Feld und (X-)ieI eine Fa- 
milie von Zufallsvariablen Xi G 33g- Wir ordnen (nach [3 b] Nr. 5) 
jeder Zufallsvariablen das kleinste vollideelle W-Unterfeld 

(SA,-, ui) von 5, ui) über der Spektralschar [XfL £], — 00 < 1; < 
<C -j- 00 zu. Es gilt dann der Satz: 

2.2. Satz: Vor. Es sei (§, w) ein vollideelles W-Feld und 

(Xi)ieI eine Familie von Zufallsvariablen aus Sßg. 

Beh. Folgende zwei Aussagen sind gleichwertig: 

(a) Man kann jeder Zufallsvariablen Xit i G I, eine w-ver- 

teilungsgleiche Zufallsvariable Yit i G I, in 33g so zuordnen, daß 
die Familie (Yi)ieI aus gegenseitig w-unabhängigen Zufalls- 

variablen Yi G 33 g besteht. 

(b) Das vollideelle W-Produktfeld P ffx-, ui) ist isometrisch 
ie I ' 1 

su einem vollideellen W-Unterfeld von (§, w). 

Beweis. Wir bemerken zuerst: Sind X und F G 33g w-ver- 
teilungsgleich, so sind ($x, w) und (§/, w) isometrisch, in Zeichen 

(SA-I w) = (Sy, w). Kann man also jedem Xit i G I, eine ver- 
tcilungsgleiche Zufallsvariable Yi G 33g zuordnen, so daß die F;, 
1 G/, gegenseitig w-unabhängig sind, so gilt: es ist (S.Y,-> ui) = 
~ (Sy,-, ui), i G /, und daher auch P (SA:-, w) = P (Sy,-, w), 

ie 1 1 ie I 1 
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außerdem ist (nach Satz 5.3 [3b]) P ($yit w) und demgemäß 
i e I 

auch P (SA'P 
w) isometrisch zu einem vollideellen W-Unter- 

i e 1 

feld von (5, w). 
Umgekehrt folgt aus der Isometrie von P (%xv w) mit einem 

ie I 

W-Unterfeld von ($, w) die Existenz einer Familie (Yi)ieI von 
gegenseitig w-unabhängigen Zufallsvariablen derart, daß Xt w- 
verteilungsgleich zu Yit i G 7, ist. Man zeigt dies analog wie in 
Satz 1.2. Bew. 

§ 3. Beliebige empirische Felder 

3.1. Es sei (§, w) ein vollideelles W-Feld. Es sei S3 eine Basis 
von d. h. eine Boolescher Unterverband von so daß 
çgos _ g gilt. Es sei mg die Mächtigkeit von S3. Durchläuft 23 

alle möglichen Basen von so existiert unter allen Mächtigkeiten 
irtjj  eine kleinste, die wir als den Charakter Cg von § bezeichnen.1 

Für ein empirisches W-Feld ist Cg ^ s0. Wenn Cg — dann 
folgt aus der Definition der Basis, daß mg = c (Mächtigkeit des 
Kontinuums); denn ein vollideelles atomares W-Feld mit Cg =N0 

ist von der Mächtigkeit des Kontinuums und dieses W-Feld ist 

vom niedrigsten Typus mit C g = K0 (vgl. unten Nr. 3.3). Aus 
ntg = c folgt nicht immer, daß Cg = s0 ist. Beispiel: Das 
W-Produktfeld (<l>, —) — P (§), w;), wobei Cg. = R0, i G 7, und 

= c. Für W-Felder mit mg > c fallen Charakter und Mächtig- 
keit des W-Feldes immer zusammen. 

3.2. Definition. Ein vollideelles W-Feld (g;, w) heißt <r- 

streckungsisomorph zu einem v-Maßverband (ßJl, p) (d. h. 
einem B 00 le sehen a-Verband mit reduziertem, totaladditivem 
endlichem Maß, sowie mit Einheit), wenn ($, w) isometrisch ist 
zu (SD?, m), wobei m(x) = \L{X) : p(^), x G iSl und e die Einheit 
von SD? bedeutet. 

1 Siehe [6]. Bedeutet jjg den Unterverband von 23g, der aus allen Zufalls- 
variablen mit endlichem quadratischem Mittel (quadratische Summierbarkeit) 
besteht, so ist Jjg ein Hilbertscher Raum; und falls Cg lg K0, ist Cg gleich 
Dimension D von jjg; falls Cg < K0, ist Cg — 2®. 
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3.3. Für C% = «o können wir nach dem Carathéodoryschen 
Darstellungssatz (vgl. [3 b] Nr. 1.2) drei verschiedene Isometrie- 

typen von vollideellen W-Feldern unterscheiden, nämlich: 

I. Stetiger Typus, wenn ($, zv) isometrisch zu (5, p) ist 

(vgl. 1.2.1.). 

II. Gemischter Typus, wenn (§, zv) Atome besitzt, aber die 
Summe der Wahrscheinlichkeiten der Atome kleiner als 1 ist. 

III.  Diskreter Typus, wenn (§, w) atomar ist, d. h. die 

Summe der Wahrscheinlichkeiten der Atomen gleich l ist. 
Bezeichnet man bei Typus II. und III.  mit A die Gesamtheit 

der Atome von $, ferner mit 21 den kleinsten a-Booleschen Unter- 
verband von § über 21 und mit © den o-Booleschen Unterver- 
band von §, der aus allen Elementen mit x Q s besteht, 
wobei s = e -u a, so gilt: jedes y E§ ist eindeutig in der Form 

aeA 

y = a\j t mit a E 21, t E @ darstellbar. Es gilt also : (21 V ©)= 
=§; hierbei bedeutet V die mengentheoretische Vereinigung. Wir 
bezeichnen 21 als den diskreten und © als den stetigen Teil 
des W-Feldes (Ç, zv). Bei Typus III.  ist © leer. Der stetige Teil 
(©, zv) des Typus II. ist o-streckungsisomorph zu (5, p) also zu 
Typus I. 

Wir setzen nun folgende Rangordnung zwischen diesen 
Typen I.—III.  fest. Es sei I. (rang-)höher als II. und II. höher 
als III. 1 Dann gilt 

3.3.1. Satz: Ein vollideelles W-Unterfeld (%*, zv) von (%, zv) 
ist nicht von einem höherem Typus als ($, zv). 

Der Beweis folgt aus der Darstellung von (g*, zv) durch ein 
Unterfeld von (5, p) (s. [3 b] Nr. 1.2). 

3.4. Das in Aussicht genommene Kriterium lautet nun: 

3.4.1. Satz: Vor: Es sei (%, zv) vollideell znit C~s — k0. 

Beh.: Folgende beiden Aussagen sindgleichzvertig: 

1 Wir setzen noch fest, daß (g, w) zum Typus III.  gerechnet werden soll, 
wenn Cj endlich. 
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(1) Es existiert zu jeder beliebigen Familie (Xi)ie j aus 23g mit 
irtj 5^ s0 eine Familie (Yi)iei non gegenseitig w-unabhängigen 

Zufallsvariablen aus 23g, so daß Y\ w-verteilungsgleich zu Xi für 
i E I ist. 

(2) Es ist ($, w) vom Typus I. 

Bemerkung: Ist C% = s0, ferner (§, w) von einem beliebigen 
Typus und (Xi)iel eine Familie aus 23g mit rrtj 3> K0, so kann 
gemäß Satz 2.2 keine Familie (Yi)ieI von gegenseitig w-um 
abhängigen Zufallsvariablen aus 23g existieren, so daß Yi w-ver- 
teilungsgleich zuXt, i E /, gilt; denn P ($jr, w) ist vom Charak- 

ter >> X0 also zu keinem W-Unterfeld von (§, w) isometrisch. 

Beweis des Satzes 3.4.1: Betr. (2)—»-(1): vgl. Satz 1.2.; 

Betr. (1) —> (2): folgt aus dem nachstehenden Satz: 

3.4.2. Satz: Ist dg = K0 und ist (j$, w) von niedrigerem Typus 

als I., so kann man Folgen (Xi)iel in 23g mit 2 ^ nij ^ «0 be- 
stimmen, so daß P (§v-. w) zu keinem vollideellen W-Unterfeld 

i e I 1 

von ($, ui) isometrisch ist. 

Beweis. 1. Für m; = «0 setze man z. B. Xt = X für jedes 
1 E I, wobei X eine beliebige feste Zufallsvariable in 23g, dann 
ist P (jfx-, vd) vom Typus I. also nach Satz 3.3.1 zu keinem voll- 

ie 1 1 

ideellen W-Unterfeld von (§, vu) isometrisch. 
2. Um den Satz für beliebige endliche Mächtigkeiten m7 ^ 2 

zu beweisen, genügt es, mj = 2 zu erledigen: 
Es seien ax, a2, ... die Atome von (§, w). Wir können voraus- 

setzen, daß sie derart nummeriert sind, daß u>(ai) ^ vu(ai+ j), 
2 = 1,2,..., gilt. Ist nun ein W-Feld (§*, w) vollideelles W-Unter- 
feld von (§, w), so ist ($*, vu) nicht von höherem Typus als ($, vu), 
besitzt also Atome a*, a*, ..., und zwar gilt zu(a*) 'F.w(aj), wenn 
a* das Atom von (§*, vu) mit der größten Wahrscheinlichkeit be- 
deutet; denn die Vereinigung der Atome von ($*, vu) enthält die 
Vereinigung der Atome von ($, vu) und jedes a* enthält minde- 
stens ein Atom æ-, falls a* nicht zu allen üJ fremd ist. Wir nehmen 
jetzt zwei Zufallsvariablen Xv X2 E 23g derart, daß (fjxu w) is0" 
metrisch zu (§, w) für 2=1,2 ist ; solche xi existieren immer. 
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Das W-Produktfeld P v-, w)> wobei (§2:,-, tv) isometrisch zu 
i e (1,2) 1 1 

(J, w), ist offenbar vom gleichen Typus wie (§, w) jedoch weder 

zu (S, w) noch zu einem vollideellen W-Unterfeld von (§, w) iso- 
metrisch; denn das /’-Ereignis P bi mit /• = ax für 2 = 1,2 

t e (1, 2) 

dieses Feldes ist ein Atom, und zwar das Atom mit der größten 
Wahrscheinlichkeit in P ($?*••> «O, seine Wahrscheinlichkeit 

ie (1,2) l  

u(Pb,) ist aber <C w(ax), so daß P ($x  ̂wd nicht isometrisch zu 
i € (1> 2) 

einem W-Unterfeld von (§, w) sein kann. 

Bemerkung: Unsere letzten Überlegungen bleiben richtig, 

wenn für (§, w) gilt Cg < K0. In solchen W-Feldern kann man 
immer (Wj)ie I mit m7 ^ 2 bestimmen, so daß P($xp «ü) zu kei- 
nem Unterfeld von (§, w) isometrisch ist. Es sei außerdem be- 
merkt, daß wir in der vorliegenden Arbeit (ebenso wie in [3 b] 
vgl. Nr. 1.1) nur W-Felder mit mehr als drei Ereignissen be- 
trachten. 

3.5. Wir fragen weiter, ob vollideelle W-Felder (§, w) mit 

vom Typus II. oder III.  existieren derart, daß der 
Satz 1.2 für gewisse Folgen (Wi)ie/ mit rrij- ^ x0 gilt. Nach 
Satz 2.2 kann man diese Frage auf folgende zurückführen: 

3.5.1.: Enthält ein vollideelles W-Feld von den Typen II. oder 

III.  ein vollideelles W-Unterfeld, das zu einem W-Produktfeld 
P (Sj, wt), rrtj < s0, isometrisch ist ? Oder was dasselbe: Kann 
ie 1 

ein W-Produktfeld P (g^, «q), ^ x0, von Typus II. oder III.  
ie I 

sein ? Denn in diesem letzten Fall könnte man in diesem Produkt- 
feld Folgen von Zufallsvariablen, für welche der Satz 1.2 gilt, 

bestimmen. 
Die Antwort auf diese Frage ist bejahend, wenn ntj < K0 und 

jede Komponente (gq, wi) höchstens vom Typus III.  bzw. II. ist. 
Dann ist nämlich P zu;) vom Typus II., wenn minde- 

ie I 
stens eine Komponente vom Typus II. ist, bzw. vom Typus III.,  
wenn alle Komponenten vom Typus III.  sind. Es bleibt also der 
Fall Cg = K0, ntj = K0, zu untersuchen. Hier kann man die Frage 

3-5-1 auf folgende zurückführen: 
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3.5.2. Es sei (0,7t) = P (§), ein W-Produktfeld, wobei 
ie I 

»ij = K0, und^j der Boolesche Verband, den zwei Atome aiv ai2 

erzeugen, also §{ = {0, an, ai2, e} , i G /. Kann man die Wahr- 
scheinlichkeiten der Atome, nämlich wi(ain), n — 1,2; i G /, 

derart bestimmen, daß (®, 7t) vom Typus III.  bzw. II. ist ? 

3.6. Zwecks Beantwortung der Frage in Nr. 3-5-2 bezeichnen 
wir zuerst mit K die Gesamtheit der sogenannten P-Ereignisse 
Pxiy wobei xi G §), (vgl. [3 b] Nr. 2), hierbei dürfen be- 
kanntlich höchstens endlich viele xi =j= e sein. Wir betrachten K 
als r\-Untersystem von ® (vgl. [3b] Nr. 2.2.4), dann gilt 

(1) K+o8 = K+Sa = ®. 

Kt = ® ist ein Boolescher Unterverband (Basis) von ® und 

besitzt keine Atome. Aus (1) folgt: Wenn in ® Atome existieren, 
OO 

so sind sie als Durchschnitte a = n av mit <xv G ® und o^Do^D • •• 
V = 1 

darstellbar, gehören also zu ®8, wobei n(<x) = liir^  7r (an) =)= 0 

gilt. Hierbei kann die streng absteigende Folge a1( o^, ... nicht 
aus endlich vielen Gliedern bestehen, denn kein av G ® ist ein 
Atom. Wir setzen afl = <x;a W ocft2 W ... au,rk, wobei die ak m G K, 

m = 1, 2, . . . , rh] k — 1, 2, . . ., bei gleichem erstem Index 
k paarweise fremd sind. O. B. d. A. kann angenommen werden, 
daß jedes afe+1 m genau in einem a.h n enthalten ist. Wir betrach- 
ten 

OO 

(2) n (aftl w aft2 W ... W 0Lh>r ) . 
k = 1 

Durch formale distributive Entwicklung der linken Seite von 
(2) entstehen Durchschnitte der Form oclt a2>tj O.... Ihre Ver- 
einigung ist im allgemeinen nicht gleich a, denn das allgemeine 

distributive Gesetz braucht in ® nicht zu gelten: jedoch ist diese 
Vereinigung in oc enthalten. Nun bemerken wir: jeder Durch- 
schnitt aXj t a2' la... bricht entweder für ein k ab, wenn näm- 
lich in <x-k,tk kein a/t+lm enthalten ist, oder bricht nicht ab. Da 

alt a.2, ... streng absteigt und nicht abbricht, so gibt es nicht ab- 
OO 

brechende Durchschnitte n ccft th und für diese Durchschnitte 
h = 1 ’ n 
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gilt offensichtlich: 

(3) ah,tk = 
und aM ft ^ a =f= O, k = 1,2, ... 

Nehmen wir zuerst an, daß ein nicht abbrechender Durch- 
schnitt, als Element in <l>s betrachtet, nicht leer ist, so daß 

00 

n ak,th = ß 4= O gilt. Dann haben wir ß £ a; da aber a ein Atom 
OO 

ist, ist ß = a. Man kann in diesem Falle also oc durch P) aft ,, mit 
1 ’ h 

u-k,th G K darstellen. 
Andererseits ist ein nicht abbrechender Durchschnitt, als Eie- 

OO 

ment in <58 betrachtet, stets nicht leer. Denn aus n =° 
k=l 

folgt u («) = °> so daß für genügend großes n gilt : 

n («11,in) n (a) • Daraus folgt aber TC (a„)(n a) <C 7T (a) und 
wegen o =j= a-n,tn  ̂a> auch 7t(an)fn G'i a) >* o, d. h. a ist kein 
Atom (Widerspruch!). 

Wir haben also gezeigt: 

3.6.1. Satz: Ein eventuell in cp vorhandenes Atom a =j= o ist 
OO 

stets in der Form a = ( ) an mit an E K, d. h. a„ = P a'{, dar- 
n=l iel 

stellbar. Hierbei kann angenommen werden, daß «, D Oj D ..., 
d. h. streng absteigt.1 

3.7. Wir bezeichnen einen Ausdruck P a: als Grenz- 
tet 1 

Produkt, wenn unendlich viele Komponenten aiE$i verschie- 
den von e sind und alle Komponenten verschieden von 0. 

Wir wollen jetzt gewisse Elemente aus <5S durch solche Grenz- 

produkte darstellen: 
Wir betrachten Elemente a G 0s, a =j= o, die folgendermaßen 

darstellbar sind : 
OO 

(D) a = H a„, «„ = P a* G K mit an D a)l+1, n = 1,2, .... 
11= OO 

Aus (D) folgt: 

1. lim 7r(an) = 7t(a) (klar). 
2. Ist für ein iE I die Komponente <z” von a„ von e verschie- 

den, so gilt a!" +h = tt” für alle k = 1,2, .... 

1 Letztere Annahme, weil asEK keine Atome in <I> sind. 
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Wäre nämlich a"+k =1= a\ für ein k = l, 2, so wäre dann 
a„ D ocn+ft falsch; denn als a^+h käme dann nur = e — a1- 

oder e in Frage. 
Aus 2. und an D an+1 folgt nun: 

3. Jedes an besitzt alle von e verschiedenen Komponenten seiner 

Vorgänger und mindestens eine weitere solche Komponente, d. h. 
mit n —*%  00 wächst die Anzahl der von e verschiedenen Kompo- 
nenten, die in den <xn Vorkommen über alle Grenzen. 

Durch geeignete Einschaltung links von 04 bzw. zwischen an 

und ocn+1, n = 1,2,..., von endlich vielen neuen Elementen aus 

K kann man eine neue Folge a* D a* 3- • • bestimmen, die auch K 

darstellt und für welche gilt: 

4. jedes a*, n = 1, 2 besitzt genau « von g verschiedene 
Komponenten. Hierbei werden genau dieselben von e verschie- 
denen Komponenten in dieser neuen Folge Vorkommen wie in der 
Folge a.v a2, .... 

Man kann also o. B. d. A. bei (D) zusätzlich annehmen, daß 

jedes an genau n von e verschiedenen Komponenten besitzt. 
Es seien x{i , xit, ... alle von e verschiedene Komponenten, die 

dem Element a in dieser Weise zugeordnet sind. Wir erklären 
dann das Grenzprodukt . Pai mit at = xih, wenn i — ih, k = 1, 

2, ..., sonst ai = e, als eine Darstellung von a durch ein 
Grenzprodukt, in Zeichen a = Pat. Es gilt offensichtlich: 

n 00 
(U) TZ (a) = lim n wih (.x'h) = II wik (xih) = IIwi(«i)- 

n_>°° h= 1 /i=l i e I 

Letztere Darstellung dieses unendlichen Produktes ist gestattet, 
weil die Konvergenz absolut (also unbedingt) ist und die bei die- 
ser Schreibweise neu hinzutretenden Faktoren i aus I sämtlich 
gleich 1 sind. 

Die eben erklärte Darstellung a = Pai des Elementes a G0s, 

die wir auf Grund der Voraussetzung (D) erhalten haben, ist so- 
gar unabhängig von der Wahl der Folge a1; a2,  Ändern wir 
nämlich bei (D) die Folge, in dem wir schreiben: 

OO 

= D ßv. ßn = Pb"i G K mit ßn3ßn+1, 
V=1 

a 
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so erhalten wir eine Darstellung a = . Pbx mit bt = ait i E I. An- 

genommen nämlich: 

a) bi 4= ait bi und ax =)= e für ein i E /. Dann ist bi = e -— ax\ 
b{ bzw. ai kommt mindestens in einem ßm bzw. an als Kompo- 

nente vor, also gemäß 2) in allen ßm+/( bzw. an+h, k = 1, 2, .... 
Wegen bi= e — ai muß aber dann ßm+/{ r\ an+( = o für alle k, 
t = i,2, ... und mithin p| ßn fremd zu p) an sein (Widerspruch !). 

Für ai =(= e, bt =)= e ist somit bi = ax. 

b) b{ =)= e aber ax = e bzw. bi = e aber ai =f= e für ein i E /. 
00 

Dann ist ß|8„ =a mit 8n — an r\ ßn, n = 1, 2, ..., und erfüllt 
71= 1 

Voraussetzung (D). 

Es sei a = . Pzfj die hiermit gewonnene Darstellung von a 

durch ein Grenzprodukt. In diesem Grenzprodukt ist die Anzahl 
der von e verschiedenen Komponenten größer als in. Pat bzw.. Pbx 

d. h. ztqpQ < JJ w, (b{) und fl  wx(a  ̂= 7t(a) (Widerspruch 
iel ieI iel 

zu (U)l). DTmgekehrt kann man jedem Grenzprodukt . P^ai mit 

II  wi(ai) = £ p o eine Folge «i D <*2 D • • • mit an E K zuordnen, 
iel 
so daß jedes c/.n genau n von e verschiedenen Komponenten besitzt 
und lim u (an) = Ç gilt. 

Die Folge ax, o^, ... ist von der Art der Nummerierung der von 
e verschiedenen Komponenten abhängig, man kann aber hier 
leicht zeigen, daß bei verschiedenen Nummerierungen Folgen 
entstehen, die immer dasselbe Element in <FS mit der Wahrschein- 
lichkeit gleich \ darstellen. 

3.8. Nach Satz 3.6.1 erfüllt jedes Atom a ={= o in $ die Bedin- 
gung (D) von Nr. 3.7. Jedes Atom a =f= o ist also eindeutig durch 
ein Grenzprodukt darstellbar. Es gilt aber ferner: 

3.8.1. Satz : Vor.: Es sei (<F, 7i) — P (§J, wx) ein Produktfeld, 
iel 

wobei ntj == x0 und der Boolesche Verband', den zwei Atome 

erzeugen, also %i = {0, an, ai2, e},  i E L 

Beh.: Folgende Aussagen sind gleichwertig: 

(1) Ein Element a ist ein Atom in <F. 
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(2) Ein Element oc in cp ist durch ein Grenzprodukt P ait ax G 
iel 

mit ai =t= e, 0 für jedes i G I und fj  wfaj) = 7t (oc) darstellbar. 
iel 

Beweis. Betr. (1)—>(2): Ein Atom ist immer durch ein Grenz- 
produkt oc = P ai mit wfaj) — 7t (oc) darstellbar. Es bleibt nur 

ie/ iel 

zu zeigen, daß sämtliche Komponenten des Atoms oc von e ver- 
schieden sind. 

Es sei eine Kömponente ak=e] dann ersetzen wir in dem Grenz- 
produkt Pai die Komponente ah durch akl oder ak2 G und er- 
halten ein Grenzprodukt Pbi mit bx = ait i =4= k, b; = akl oder 

ah2, wenn i —k. Das Element ß in Os, das dieses Produkt dar- 
stellt, ist in oc enthalten. Außerdem gilt: 71 (ß) = JJ vufbj) — 

iel 
7t (oc) wh(ahl) oder = 7t (a) wk(ah2) auf jeden Fall also 7t(ß) <C 7t (a) 
und ßC oc, so daß oc kein Atom (Widerspruch!). 

Betr. (2)—%º� (1): oc ist offensichtlich ein Atom; denn kein Grenz- 
produkt Pbt kann in Pat enthalten sein, wenn bi =j= ai für minde- 

stens ein i G I ist. 

3.9. Jetzt können wir die Frage 3.5.2 beantworten durch den 

3.9.1. Satz: Vor.: Wie beim Satz 3.8.1. Außerdem soll die 
Wahrscheinlichkeit wi(aij ) des ersten Atoms aix nicht größer sein 
als 1/2 für alle i G I. 

Beh.: Folgende beide Aussagen sind gleichwertig: 

(1) Das W-Prod^lktfeld (O, 7t) ist von einem niedrigeren Ty- 
pus als der Typus I. 

(2) Die Reihe £ wi(an) konvergiert. 
iel 

Beweis. Nach 3.8.1 existieren Atome in cp dann und nur dann, 
wenn Grenzprodukte Pxx mit lauter von e verschiedenen Kompo- 
nenten und vofxj) = \ =)= o vorhanden sind. Nach einem be- 

iel 
kannten Konvergenzkriterium der klassischen Analysis konver- 

giert n wfx,•), oder was dasselbe JJ (1 — wßxi)), dann und nur 
iel iel 

dann, wenn ^ konvergiert. Wegen wt(ai2) >1/2 konver- 
iel 
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giert die letzte Reihe dann, und nur dann, wenn Z wfai )̂ Icon- 
ic i 

vergiert und x = atl gilt bis auf endlich viele Ausnahmen i. Da- 

mit ist der Satz bewiesen. 
Aus diesem Satz folgt nun eine Verschärfung eines Teiles un- 

seres Satzes 2.3.4 m [3b] bezüglich Bed. (B), nämlich: 

3.9.2. Satz: Vor.: Es seien (§{, wt), iG /, rrtj = s0, W-Felder. 

Es gelte: (B*) Es gibt xi G mit wfxt) 5^ 1/2 aber divergenter 

Reihe Z wi(xi)> / und = s0. 
i er 

Beh.: Das W-Produktfeld ((1), TC) = .P(%it zeq) ist atomfrei. 

M. a. W. Sind wempirische W-Felder, die (B*) erfüllen, 
so ist auch (<t>, “) empirisch vom Typus I. 

Anmerkung: Aus (B) im Satz 2.3.4 [3b] folgt (B*) des vor- 
liegenden Satzes, aber nicht umgekehrt; denn setzen wir z. B. 
wn(xn) = 1 : (1 + n), so ist (B*) erfüllt, aber nicht (B). 

Beweis des Satzes 3.9.2: Wir bilden die Booleschen Ver- 
bände = (0, xit x{, e) und daraus die W-Felder (§f, für 
alle i G F. Nach Satz 3.9.1 ist (ip*, 7t*) = . P (§f, w;) vom Ty- 

pus I., also atomfrei und isometrisch zu einem W-Unterfeld von 
($, 7t), so daß (3>, 7t) keine Atome besitzen kann. 

3.10. Unser Satz 3.9.1 beantwortet nicht die Frage, ob man 
durch geeignete Wahl der Wahrscheinlichkeiten wi(ai x) 1/2 

erreichen kann, daß (cp, 7t) von einem bestimmten Typus II. bzw. 
III.  wird. 

Wir bemerken dazu nur: Diese Frage besitzt dann und nur 
dann eine bejahende Antwort, wenn die wfa^^) Sjj 1/2 folgender- 
maßen gewählt werden könnten: Es konvergiert Z wi (,an)> 

iel 
außerdem sind alle diejenigen unendlichen Produkte, die durch 
formale distributive Entwicklung aus 

lUPi^n) +Wi(öi2)) mit ai2=e — ail  iel 

entstehen und konvergent sind, Glieder einer Reihe mit einer 
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Summe kleiner bzw. gleich 1. Die Gesamtheit der konvergenten 
unendlichen Produkte ist nach Satz 3.9.1 nicht leer, weil £ 

« e I 

konvergiert, und höchstens abzählbar, weil jedes W-Feld (0, ri)  
höchstens abzahlbar viele Atome besitzen kann. Von den über- 
abzählbar vielen möglichen unendlichen Produkten können also 
höchstens abzahlbar viele konvergieren und Atome definieren, 

alle übrigen divergieren gegen Null. Die Summe der Wahr- 
scheinlichkeiten dieser Atome ist aber gleich 1, wie Herr F. 

Grummich in einer in Vorbereitung befindlichen Arbeit be- 
wiesen hat (s. auch [7]). Wir können also in der Beh. des 
Satzes 3.9.1. die Aussage (1) ersetzen durch die Aussage: 

1*) Das W-Produktfeld (0, TT) ist vom Typus III.  
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