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Uber dquimeBbare (verteilungsgleiche) Funktionen

Von Demetrios A. Kappos in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 1. Juni 1951

Einleitung

Es sei E ={x} eine beliecbige Grundmenge. Es sei ferner
¢ ={X} der Boolesche Vollverband aller Teilmengen von £. Es
sei & ein Boolescher s-Unterverband von € mit £& & und p
ein totaladditives, endliches Mal iiber & mit m(E) = 1; wir
sprechen dann kurz vom ¢-MengenmaBverband (&, p). Wir be-
zeichnen mit Mg die Gesamtheit aller p-meBbaren reellen und
endlichen Funktionen f(x), x € £, auf E. Jeder Funktion f(x)
& My ordnen wir ihre Urbildmengen (sbg. Mengenskala oder
Spektralschar) [ f(x) £E], — oo <CE < + o0, in & zu und defi-

nieren durch

¢; () = u([f(x) SE), —oo<TE<C + 0

die sog. p-Verteilungsfunktion von f(x). Sie ist bekanntlich
monoton wachsend, rechtsseitig stetig und es gilt ¢;(-—— o0 )=o,
¢i(+4 00) = 1. Gilt fir zwei f, g € Mg

(1) ¢;(8) = @,(&) fiir jedes §, — co <& < + o0,

so bezeichnen wir f und g als p-fiquimeBbar (oder p-verteilungs-
gleich).

Ist speziell £ ={x:0 <x <1}, & der o-Kérper (Lebes-
guesche Verband) aller nach Lebesgue meBbaren Teil-
mengen von %, und p das Lebesguesche lineare MaB, so gilt
folgender Satz (s. [1], [2]):?

Zu jeder beliebigen Folge £, fo, ... aus My existiert immer
cine Folge gy, g5, ... aus Mg, so daB gy, gy, . . . gegenseitig u-

! Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis
am Schluf3 der Arbeit,
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unabhingig (beziiglich dieses Begriffes vgl. [3b]) und aufer-
dem g; und f; p-dquimeBbar fiir jedes 7 =1, 2, . . . sind.

Der Marcinkiewicz-Zygmundsche Beweis dieses Satzes stiitat
sich auf spezielle Eigenschaften des linearen Lebesgueschen
MaBes und kann daher auf den allgemeinen Fall eines beliebigen
MaBes tiber einem beliebigen ¢-Korper nicht iibertragen werden,
Dies liegt insofern in der Natur der Sache, als der in Rede
stehende Satz nicht allgemein gilt, in dem Sinne némlich, daB im
allgemeinen die Behauptung nicht fir jede (beliebige) Folge
zutrifft. Dies ergibt sich aus den in der vorliegenden Arbeit
aufzustellenden notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen, unter denen fiir einen 6-MengenmaBverband
(8, w) der Satz richtig bleibt. Um diese Bedingungen hier
anzudeuten, bemerken wir folgendes:

Ist M das 6-1deal der p-Nullmengen aus &, so bezeichnet man
zwei Funktionen f, ¢ € My als p-dquivalent (p- fastgleich) in
Zeichen f = ¢ mod I, wenn [f(x) &= g(x)] € 9. Aus der p-Aqui-
valenz folgt die p- Aqulchbarkelt aber die Umkehrung gilt im
allgemeinen nicht: Jeder Klasse von p-iquivalenten Funktionen
aus Mg entspricht eindeutig eine p-Verteilungsfunktion; um-
gekehrt aber kann dieselbe p-Verteilungsfunktion mehreren Klas-
sen entsprechen. Im Falle beispielsweise des linearen Lebes-
gueschen MaBes existieren abzdhlbar unendlich viele gegenscitig
p-unabhingige Klassen mit derselben p-Verteilungsfunktion. Geht
man vermdge Restklassenbildung nach M zu dem zu & homo-
morphen Booleschen s-Verband B = &/N tiber, so entspricht
dem der Ubergang vom Vektorverband M der meBbaren Punkt-
funktionen zum Vektorverband By der Ortsfunktionen iiber &,
Und gerade von der speziellen Struktur des Booleschen o-Ver-
bandes ¥ hingt es ab, ob der obige Satz gilt oder nicht. Besitzt
z. B. % eine abzihlbare Basis &, ist also @7 7°% = 9B, so gilt der
obige Satz fiir jede beliebige Folge von Funktionen dann und
nur dann, wenn B atomfrei ist.

Um Wiederholungen zu vermeiden, beziehen wir uns auf frii-
here Resultate (s. [3a, b]) und sprechen daher im folgenden nicht
von Maf3 bzw. Funktionen, sondern von Wahrscheinlichkeit bzw.
Zufallsvariablen. AuBerdem betrachten wir reduzierte Wahr-
scheinlichkeitsfelder (positive MaBverbinde) also Wahrschein-













































