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Zuriickfiihrung einiger Integrale auf einfachere
Von Hanfried Lenz in Miinchen

Vorgelegt von Herrn O. Perron am 6. Juli 1951

§ 1. Zusammenstellung der Behauptungen

1. Im folgenden sollen einige iiber die bekannten®#? hinaus-
gehenden Integrale angegeben werden, die sich auf clliptische
bzw. hyperelliptische Integrale vom Geschlecht 2 reduzieren las-
sen und die bei konformen Abbildungen von Polygonen auf die
Halbebene nach H. A. Schwarz vorkommen.

Wir nennen der Kiirze halber ein Integral

j R () ‘17:11 R By (1)

n
mit v, == 0 (mod. 1) und 2>’ v, = 0 (mod. 1) ein Integral vom

v=1
Typus (Y1, Yoy - - -5 Yn), ebenso jedes Integral, das aus (1) durch
Weglassung eines der Faktoren (2 — 2,)¥ im Integranden ent-
steht. R(z) bedeute cine nicht ndher bestimmte rationale Funk-
tion, ebenso wie die spiter auftretenden Abkirzungen &,(2),
Ry(1) usw. Die komplexen Zahlen z, ..., z, werden als ver-
schieden vorausgesetzt. :

Der Typus eines Integrals (1) dndert sich nicht, wenn man
a) zu den Exponenten v, beliebige ganze Zahlen addiert; b) die
Y, beliebig vertauscht; c) die Integrationsverinderliche z linear
transformiert.

Man kénnte den Typus auch durch die Forderung o <{+v, <
< ¥,;1 < 1 normieren, doch soll das hier nicht geschehen.

! Wolfgang Grobner und Nikolaus Hofreiter, ,,Integraltafel, erster
Teil", insbes. S. 9g6~106, Wien u. Innsbruck 1949.

? Robert Fricke, ,,Elliptische Funktionen, Enzykl. d. math. Wiss. II B 3,
S. 344-345.

3 A. M. Legendre,,,Traité des Fonctions elliptiques‘’, Bd. I bis I1I, Paris
1825-1828.
Miinchen Ak. Sb. 1951



74 Hanfried Lenz
2. Es wird nun behauptet:

Alle Integrale von den in folgender Tabelle an-
gegebenen Typen lassen sich auf elementare und
elliptische bzw. auf clementarc, eclliptische und
hyperelliptische Integrale vom Geschlecht 2 zurtick-
fiahren.

| l 1\ . Zurickfihrbar auf Integrale vom Geschlecht
Nr. T1 Y T3 | R | |
| | | p=1 p<2
| | | |
008 n/ —n—n/ ", s
o m m | E fiir 72 = 3, 4,6, 8 fiir 722 = 5, 10
‘ |
n 1 —2n | = i
ol e PR a fiir 2 = 3,4,6,8,12) flir m = 5, 10,16
= n n =T
& A S0 I S stets =
|
n it n 1 ¥ 4
4 i 2 fir me = 3, 4, 6, 8,12 | fir 72 = 5, 10, 10
m o m o Jyr 4 1 Oy |
‘ ‘ |
n 1 n 1k 2n ‘ (e
L] [t et i fir m = 3, 6, 8, 12, | fiir m = 5,10,20,
f 16, 24 j
L 1 n —-n 2 e
6 2 9 ik m | flrm =234 | furm =35,6,8
|
| | |
Y n n —-n U [ g .
78| S m | Tm | Tm fiir m = 3,4 1 fir m2 = 5,0,8
: |
n n [ n |1 TR | B P
8 m mo |2 —77;5_ ] fiir 72 = 3, 4, 6,8,12 | fiir m = 5, 10,16
i I

Dabei sind #, #' beliebige ganze Zahlen. Ferner lassen sich auf
clliptische Integrale zurtickfihren:

Nr.g: [ R(2) (22— a®?} (22— HEYMM (52 — B)TMM 45
fiir 7 = 2 (Legendre), 3, 4.

Nr. 10: J\ R(z, 'lm/z_zm — zm) dz

fiir m = 3, 4, 6, 8.

Mo [ Re Par S V=) ds

fur m = 2, 3, 4.
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§ 2. Beweis der Behauptungen

3. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Behauptung Nr. 1 der
Tabelle, die nur der Ubersichtlichkeit halber dastcht, aus den
iibrigen folgt. Es gentigt also, Nr. 2 bis 11 zu beweisen.

4. Hilfssatz 1: Die Integrale
IR(Z) V(am—zm) @™ — N dz (2)

lassen sich fiir m = 2, 3, 4 auf elliptische, fur m =15,6, 8
auf hyperelliptische vom Geschlecht 2 zuriickfithren.
Das Integral

JROVG—ds (3)
liBtsich auf (elementarc und) elliptische Integrale zu-
rickfihren.

Wir beweisen zunichst den bekannten (3 S. 344; ® 1 S. 2354,
III S. 333 ff.)

Hilfssatz 2: Das hyperelliptische Integral

J = IR(Z)]/H(2~0>42

istaufelliptischereduzierbar, wenn diesechs Verzwei-
gungspunkte z;, 2, ..., 55 sich so zu 3 Paaren zusammen-
fassenlassen,daB einzudiesen Paarengemeinsamhar-
monisches Punktepaar existiert.

Bringen wir ndmlich dieses Paar durch lineare Transformation
nach o und oo, so wird, wenn Z die transformierte Variable ist,
aus / cin Integral

=RV (- (22— ) (22— dZ,

das nach der Substitution Z2 = 2 unmittelbar in zwei clliptische
Integrale zerfillt, wie schon Legendre gezeigt hat (* S. 97, For-
mel 251.6; 3 1 S, 259 ff.). Wichtige Sonderfille sind die Integrale

[ R@Ve@—a) @2—» ds und @)
JR@V (@—5 & — ) ds. s)
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In beiden Fillen erfiillt das Punktepaar 4 V ab die Bedingung
des Hilfssatzes 2. (Im ersten Fall ist der 6. Verzweigungspunkt
8 = C3.)

Aus (4) wird nach der Substitution 5 = #* ein Integral (2) mit
= 4, und umgekehrt 1i6t sich jedes solche Integral durch diese
Substitution in ein Integral () und ein elliptisches Integral zer-
legen (* S. 102, Formel 251.11; 31 S. 255).

Damit sind die Behauptungen des Hilfssatzes 1 fur m = 2,3,4

bewlesen.

5. Wir betrachten nun das Integral (2) mit #m = 6. Es zerfiillt
nach der Substitution s* = Z in ein nach Hilfssatz 2 (Formel (5))
aut elliptische Integrale reduzierbares Integral und ein Integral

f RV Z@—23) (¢ — 2% az. )

Die acht Verzweigungsstellen des Integranden liegen paarweise
harmonisch zum Punktepaar - @6, daher 1408t sich unser Inte-
gral durch lineare Transformation auf die Form (£, bedeute ein
Polynom 4. Grades)

| Ry V Py®) du

bringen. Die Substitution #® = v spaltet das Integral dann in cin
elliptisches und ein hyperelliptisches vom Geschlecht 2.
In dem Sonderfall — 2% = 4% = 1 wird aus (6)

| RR2)V-z(—2v az. (7)

Die Verzweigungsstellen des Integranden liegen bei 0, co und

in den sechs 6. Einheitswurzeln, also symmetrisch zur reellen und

4 £, == £ mit reellem 4. Das Integral (7) wird zu
,r Ry(u) 1‘"‘”1 - ~é¢“/ (A2 — uz)‘-./l — k2P du. (8,

Die Substitution #2 = v spaltet (8) in cin elliptisches Integral
F )
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und ecin Integral

[ Ry@) Vo1 —v%) (B—v) 1 —#20) do. )
Die Verzweigungsstellen dieses Integrals liegen bei + 1, £%, 272,
o und oo. Fithrt man nun die reelle Achse linear so in sich iiber,
daf} der Einheitskreis in die imagindre Achse tibergeht, so wird

aus (9) ein Integral der Form (4). Damit ist die Behauptung liber
das Integral (3) bewiesen. (Uber cinen Sonderfall vgl. 311 S.384.)

0. Das Integral (2) fiir m = 35 hat zehn Verzweigungspunkte,
dic paarweise harmonisch zum Punktepaar + /@6 liegen. Bringt
man dieses Paar durch lineare Transformation nach o und oo, so
entsteht ein Integral

[ »(z) VPs2? dz, (10)

wobei Py ein Polynom 5. Grades bedeutet. Die Substitution
Z% = zerlegt nun unser Integral in die Summe zweier hyper-
elliptischer Integrale vom Geschlecht 2.

1. Das Integral (2) fur m = 8 zerfillt nach der Substitution
#*=Z in ein Integral

{ R V(—2% ¢°—2% a2z,

von dem schon gezeigt wurde, daB es sich auf elliptische Integrale
reduzieren 148t, und ein Integral

| rRy2) VZ(@t—2% °—2%) dz.

Die Verzweigungspunkte des Integranden liegen paarweise har-
monisch zu den Punkten @b und —aéb. Das Integral 1Bt sich
daher durch lineare Substitution in eines von der Form (10) {iber-
fiihren, also in zwei Integrale vom Geschlecht 2 zerlegen. Damit
ist der Hilfssatz 1 vollstindig bewiesen.
8. Wir b h . 7R T

- Wir betrachten nun Integrale vom Typus o oslode S Y] 1

Sie lassen sich auf die Form

I R(z) "™} "N ds
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bringen. Die Substitution z = Z™ liefert ein Integral
[Ee) =5 s
Nach Hilfssatz 1 folgt daraus die Behauptung Nr. 4.

n 7 27

, ) lassen sich in der Form
7 ¥/ 7

9. Integrale vom Typus (

f R(2) (1 —2m gz

schreiben. Nach der Substitution 1 — 22 = Z™ wird daraus eine
Summe

IFri ez a7

woraus sich nach Hilfssatz 1 die Behauptung Nr. 2 ergibt.

10. Hilfssatz 3: Es sei a 83 == : (mod. 1). Dann 148t sich
jedes Integral der Typen (&, «, 8, §) und (f, -?(j'l, B) auf

1 b 7
= ) zuriickfidhren.

Integrale vom Typus (oc, B,

Beweis: I. Es sei ein Integral

fR(Z) (z—2)* (z—2)% (z—2)" (z—2)° d=z

gegeben, wobei die Punkte 2, ..., z4 verschieden sind. Dann gibt
es bekanntlich ein zu den Punktepaaren (z;, 2,) und (z5, 2,) ge-
meinsam harmonisches Punktepaar (z;, z,), das nicht in cinen
Punkt zusammenfillt. Bringen wir z, und z,, durch lineare Trans-
formation nach o und 00, so erhalten wir ein Integral

@i F =P &7

das nach der Substitution Z% = # in eine Summe zweier Integrale

vom Typ (f/., B, :) zerfallt.

o

11. Jedes Integral vom Typ (%, —i ] (j) 1463t sich in der Form

[ RG) 22 (1 —2) dz
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schreiben. Die Substitution z = Z2 ergibt ein Integral
fR(2) Zz2(1—2%" az,

das vom Typus (a, «, £, 8) ist und nach I behandelt wird. W.z.b.w.
Aus Behauptung Nr. 4 und Hilfssatz 3 folgen nun die Behaup-
tungen Nr.8 und Nr. s.

11. Behauptung Nr. 3 ergibt sich daraus, daf3 das Integral
j R(z) 2" (1—2)"* dz
nach der Substitution z =23 in
[R@z0—291"az

{ibergeht, d. h. in ecin Integral vom Typus Nr. 8 mit 7 = 4, falls
» ungerade ist, sonst in ein elliptisches oder elementares Integral.

12. Das Integral
[ RG) 2™ Y (a—5) G—2) ds
wird nach der Substitution z = Z™ zu
[r(2) Vie—2m ¢—2™ dZz.
Nach Hilfssatz 1 folgt daraus Behauptung Nr. 6.

72 7 =72 —7Z .
13. Integrale vom Typus (——, =, - ! ) lassen sich
772 e 3 7

nach geeigncter linearer Transformation (vgl. Beweis zu Hilfs-
satz 3, I) auf dic Form

f]e(z)(q )nm dz

bringen. Die Substitution

(o
to

z

S (L

z
P

Zm ool a——é"Zm
S M

licfert eine Summe
JRe@ dz+ [ Ry(2) Viet—srzmy 1 —2™) dz.
Daraus folgt die Behauptung Nr. 7 wegen Hilfssatz 1.
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14. Das Integral
| R@) (2—a®)* (:2— 80P (22— V)Y ds

mite 43 +y= -;— (mod. 1) zerfillt nach der Substitution 22 =2

in zwei Integrale vom Typus (oc, B, v, —;—), woraus auf Grund der

bereits bewiesenen Behauptung‘Nr. 6 die Behauptung Nr. g folgt.

15. Behauptung Nr. 10 und 11 ergibt sich daraus, dal} die be-
treffenden Integrale nach der Substitution z™ = Z in Summen
von Integralen der bereits erledigten Typen (ndmlich Nr. 1, 6,
7, 8) tibergehen. Damit ist alles bewiesen.



