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Unterschallstromungen um Profile bei quadratisch
approximierter Adiabate

Von Robert Sauer in Miinchen

Vorgelegt am 1. Juni 1951

Das Problem der Unterschallstrémungen um Profile ist durch
die Bergmansche Methode der Integraloperatoren [1] fiir ideale
Gase grundsitzlich gelést. Die praktische Durchfithrung erfor-
dert jedoch einen erheblichen Rechenaufwand. Im Spezialfall des
Karman-Tsienschen Gases mit der Druck-Dichte-Beziehung

p=4+ lei geht die Bergmansche Methode in das bekannte

und schr einfache Karman-Tsiensche Verfahren [2] iiber, bei
dem sich aus inkompressiblen Profilstromungen durch eine
Transformation des Geschwindigkeitsbetrags (Tschapliginsche
Transformation) kompressible Unterschallstrémungen um ge-
cignet deformierte Profile herleiten lassen (vgl. [3], § 17). Auf
diese Weise ergeben sich Ndherungen kompressibler Unterschall-
stromungen von Gasen mit beliebig vorgegebener Druck-Dichte-
Beziehung p = p(p) derart, daBl bei passender Wahl der bei-
den verfugbaren Konstanten 4 und B die vorgegebene Kurve
2 =p(p) in der p,%-Ebene durch eine Gerade (Tangente oder
Sehne) approximiert wird.

Im Falle eines hinreichend kleinen Variabilititsbereichs von p
und p (kleine Mach-Zahlen oder schlanke Profile) liefert das
Karman-Tsiensche Verfahren praktisch brauchbare Nihe-
rungen. Fir gréBere Variabilititsbereiche hat Poritzky [4] das
Verfahren dadurch verallgemeinert, daB er die Kurve p = p(p)
durch ein Polygon approximiert. Statt dieser Verallgemeinerung
wird im folgenden eine andere, ebenfalls fiir groBere Variabili-
titsbereiche von p und p brauchbare Methode vorgeschlagen.
Bei dieser Methode werden in ihnlicher und fast ebenso cin-
facher Weise wie beim gewohnlichen Karman-Tsienschen Ver-

fahren kompressible Unterschallstromungen um  Profile aus
5 Minchen Ak. Sb. 1951
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inkompressiblen Profilstromungen hergeleitet, die gegebene
Kurve p = p(p) wird jedoch quadratisch approximiert, also z.B.
durch eine dreipunktig beriihrende Kurve (gemeinsame Tangente
und Kriimmung) ersetzt.

Wir werden zwei Varianten der Methode angeben, bei denen
der Ubergang von der Strémungsebene (x, y-Ebene) zur Hodo-
graphenebene (w, %-Ebene) einmal durch die Molenbrock-
Transformation.der Stromfunktion und das andere Mal durch die
Legendre-Transformation des Potentials erfolgt.

§ 1. Ermittlung von Profilstromungen mittels Molenbroek-
Transformation der Stromfunktion

1. Stromfunktionsgleichung in der Hodo-
graphenebene

Die Stromfunktion ¢ (z, 3) der Polarkoordinaten z, & des Ge-
schwindigkeitsvektors gentigt der linearen Differentialgleichung

1— M2

i 14 M?
Yww s T2 4’99 st

el (1)
M = M(w) = ~" ist die értliche Mach-Zahl, @ = a(w) dic &rt-

liche Schallgeschwindigkeit. 4/ und @ sind mit der Dichte
p = p(w) durch die mit der Bernoullischen Gleichung dqui-
valente Beziehung

verkniipft, vermége deren Gleichung (1) in

1-— M2 p d [w
i, e (*p) {, =0
oder (M = 1 vorausgesetzt) in
s RrAS e S e R € e S ()
Yoo 1— M2 Yww 1— M2 dw e 2 A\

ibergeht. Durch die Tschapliginsche Transformation des Ge-
schwindigkeitsbetrags :

o= [yizur (3)
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folgt hieraus nach kurzer Rechnung

| Yoa T+ doo + 4V (@) 4, =0 @
mit
b ) G e e (s)
4 =82 o) = — gy D), M=t

Fiithrt man mittels
b = H(w) - * ©

die ,,reduzierte Stromfunktion‘’ ¢*(», ¥) ein, so erhilt man aus

Gl. (1)

You + Voo + 4 F (0) % =0 (4%)
mit
o v
SRy (do)/H2) (s%)

2. Grundgedanke des Naherungsverfahrens

Wir suchen Druck-Dichte-Beziehungen, fir die entweder V=0
oder /7 = o wird. Dann erfullt ¢ bzw. {* die Potentialgleichung
der inkompressiblen Stromung. Nimmt man dann fiir ¢ bzw. {*
die Stromfunktion einer inkompressiblen Profilstrémung, so lie-
fert der Ubergang von w zu @ nach Gl. (3) ebenso wie beim Kar-
man-Tsienschen Verfahren und wie bei der Bergmanschen
Operatorenmethode eine kompressible Unterschallstrémung, und
zwar unter gewissen Bedingungen wieder eine Profilstrémung.

Die erste Annahme, NV = o, ist gleichbedeutend mit /7 = const
und fithrt mit

H2 — N e 150
Vi — Mz Vet — w2 i
da dp ada— wdw Jl["
— & S e e (wdw—ada) = o

auf @* = A7 + w?, woraus sich lediglich diec Karman-Tsien-
sche Druck-Dichte-Bezichung p = A + é’ ergibt.

5%
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Die zweite Annahme, F = o, ist gleichbedeutend mit %[:
= const - A2, also
n ' 2
H:;—, 72 = const, N:'Z-’ @)

und fithrt, wie sich in Ziff. 3 zeigen wird, auf eine Druck-Dichte-
Beziehung mit 3 Parametern, durch die eine gegebene Kurve
P = p(p) quadratisch approximiert werden kann.

3. Quadratisch approximierende Druck-Dichte-
Beziehungen

Aus GL.(7), d. h. - f‘P -~ =", folgt durch logarithmische
Differentiation /o
dp __ 2de 4 +a‘d__a—'zu_d_¢c_/< _ ., do  wdw wrda
o ® a2—wr ® A—wt | a(d—wh)’

Durch Einsetzen in die Bernoullische Gleichung
22 + wdw = a® »(—ip- + wdw = o0

kommt mit Riicksicht auf Gl. (3) nach kurzer Rechnung

da 2 a-—w
L e G O

Diese Gleichung und GI. (3), die wir jetzt in der Form

dw aw

e ) ©)

schreiben, legt a(w) und w(w) fiur gegebene Anfangswerte 4,
w < 4, & fest. Nach Gl. (8) und Gl. (9) ist

da _ w 2(a*—w?)he
tZ”ZU sk + o (10)

a w w?

Demnach kann man als Anfangsdaten auch &, @ und (ZZ}) vor-

geben, indem man den zugehdrigen Anfangswert o = & aus
Gl. (10) bestimmt. Dabei ergibt sich stets ein endlicher Wert &,
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da w . S J L s
wenn (7;’%) =+ Zai ist. Weiter folgt, daB3 sich auch 47, g, 7, (—d»‘;i) und

(a;z;;—) als Anfangsdaten im wesentlichen willkiirlich vorschreiben
2

lassen, dafl man also eine beliebige Druck-Dichte-Beziehung fiir
eine gegebene Mach-Zahl 4 (o <<M4 <C1) quadratisch approxi-
mieren kann. Zunichst nimlich legen 47 = ~7:;- und (-Z,]:r) = g% die

Anfangswerte @ und 4 fest. Aus der Gleichung

azp A da dw _ 248 da (11

Ttk A e )

ibt sich dann der Anfangswert Tz S elel Z7 womit
S g dw 2a%\ dg? )’

nach Gl. (10) der Anfangswert & fixiert ist. Durch Gl. (7) in der
Form
n' —K—_&-a _,__'Zgz_ (12)

p'—aé a

ist dann auch die Konstante 7 bestimmt. Der Anfangswert 5 des
Druckes schlieBlich kann ohnehin beliebig angenommen werden,
da nur die Ableitungen von p in die gasdynamischen Gleichun-
gen eingehen.

Im Ausnahmefall (-:Z/) = »Z_{, der bet realen Gasen nicht auf-

tritt, wiirde bereits die Karman-Tsiensche Druck-Dichte-
Beziehung eine quadratische Approximation liefern.

§ 2. Ermittlung von Profilstromungen mittels Legendre-
Transformation des Potentials

1. Potentialgleichung in der Hodographenebene

Das Geschwindigkeitspotential ¢(x, ) geniigt in der Stro-
mungsebene der nichtlinearen Differentialgleichung

@ =1 @uy—2uv9,, + (82— 9y, = 0;

dabei sind % = ¢, und v = ¢, die cartesischen Koordinaten des
Geschwindigkeitsvektors. Durch die Legendre-Transformation
auf die Hodographenebene (vgl. [3], § 16)

%= Py U =0y, f(u,v)=ux+vy—cp, x = fy, y=/,
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entsteht die lincare Differentialgleichung

(= e S BTy i (@ — u?) fop = 0.

Durch Ubergang von den cartesischen Koordinaten #, v des Ge-
schwindigkeitsvektors zu den in § 1 verwendeten Koordinaten
®, & erhilt man nach einigen Rechnungen

2w— '’

fcow +f§>ﬂl+ 4N((‘)>f<-) = 0 mit 4—N = ' , (13)

d?w

- dw aw
dabel ist ' = = — und w'' =——,

BT do
Fiihrt man wie in Gl. (6) eine reduzierte,, Potentialfunktion® /*
ein mittels

f=Hf* =2 % (14)

so erhilt man unter der Annahme

4N =——=— (13)

fiir f* dic Potentialgleichung der inkompressiblen Stréomung

f:o) +f;-‘:)‘=0. (16}

2. Grundgedanke des Niherungsverfahrens

Wie in § 1 geht man von dem Potential f* (0, 8) einer inkom-
pressiblen Profilstromung aus und bestimmt dazu die entspre-
chende kompressible Unterschallstromung. Man wird erwarten
koénnen, daB diese unter gewissen Bedingungen wieder cine Profil
stromung darstellt.

3. Quadratisch approximierende Druck-Dichte-
Beziehungen

Durch Integration der gewdhnlichen Differentialgleichung (15
kommt
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w = f)— cosh (o -+ B) €¥))

mit den beiden Integrationskonstanten A4, B. Mit Riicksicht auf
Gl. (3) ergibt sich dann auch die Schallgeschwindigkeit

a= ST a(w; 4, B) (18)

als Funktion von o und den beiden Parametern 4, B.
Ebenso wie in § 1 haben wir jetzt zu zeigen, dal} als Anfangs-
a
=
ist dies gleichbedeutend mit der Vorgabe der Anfangsdaten 7o,

7o' und @'"'. Diese lassen sich in der Tat beliebig vorschreiben, da
die 3 Gleichungen

daten @, 4 und (5 ) vorgegeben werden kénnen. Nach Gl. (17)

wo =4 cosh (& 4 B),
w'® + w = Asinh (& + B),
w"® + 2w = A cosh (& + B)

nach A, B und & auflésbar sind, falls @'’ — w == o ist. Der
Fall w" — w = o fithrt auf w = A4 cosh (0 + B) und
a* = — A% cosh? (w + B) sinh? (o 4+ B) <o, kann also nicht
cinfreten.
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