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Uber die Unabhiingigkeit in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie

Von Demetrios A. Kappos in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 3. November 19350

Einleitung

Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist vom mathematischen Stand-
punkt aus gesehen ecine spezielle Anwendung der abstrakten
MaB- und Integraltheorie. Die Darstellung der zufélligen Ereig-
nisse bzw. der Zufallsvariablen durch Punktmengen bzw. Punkt-
funktionen fithrt beim Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie zu
Ungereimtheiten. Daher empfiehlt es sich, die Wahrscheinlich-
keitsfelder (W-Felder) durch Boolesche Mafverbinde (Boole-
sche Verbinde mit positivem MaB) und demgemif3 die Zufalls-
variablen dann durch Ortsfunktionen darzustellen. In einer frithe-
ren Note habe ich skizziert, wie dies geschehen kann [1]*. In der
vorliegenden Arbeit wird der Begriff der gegensecitigen Un-
abhingigkeit von Untersystemen eines W-Feldes bzw. von
Versuchen bzw. von Zufallsvariablen in diesem Sinne behandelt.
Hierbei wird die Theorie der Multiplikation von MaBverbianden
benétigt. Existieren nidmlich in einem W-Feld Untersysteme
bzw. Versuche bzw. Zufallsvariablen, die im Sinne unserer De-
finitionen (Nr. 3 bis 5) unabhingig sind, so ist das W-Feld selbst
oder ein Unterfeld von ihm darstellbar als Produktmafiverband,
dessen Komponenten die kleinsten W-Felder iiber diesen Unter-
systemen bzw. den Systemen von Versuchsereignissen bzw. den
Spektralscharen der Zufallsvariablen sind.

Bei verschiedenen Problemen der Wahrscheinlichkeitstheorie
betrachtet man W-Felder, die zunichst verschieden erscheinen.
Aber jedes W-Feld mit empirischer Basis (und solche W-Felder
liegen in den meisten Anwendungen vor) ist isometrisch zu cinem
Unterman'erb'and des sogenannten chesgueschen eindimen-

* Zahlen in eckigen Klammern beziehen smh auf das theraturverzelchms
am Schluff der Arbeit.
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sionalen MaBverbandes (Lebesgueschen W-Feldes) (3, p) (s.
u. Nr. 12. 1). Man kann daher jedes W-Feld, das eine empirische
Basis besitzt, mit einem Unterfeld von (J, w) identifizieren und
damit die Wahrscheinlichkeitstheorie in W-Feldern mit empiri-
scher Basis auf die Wahrscheinlichkeitstheorie in diesem Grund-
feld (3, u) zurtickfithren. Aber noch mehr! Ist (§, w) irgendein
W-Feld (auch ohne empirische Basis) und X}, X,, ... eine ab-
zihlbare Menge von gegenseitig unabhiéngigen Zufallsvariablen
dieses Feldes, so erzeugen die Spektralscharen dieser Zufalls-
variablen immer ein vollideelles Wahrscheinlichkeitsfeld mit
empirischer Basis. Dic Spektralschar einer Grenzzufallsvariablen
X derFolge X7, X,, . . . (oder einer Teilfolge), entsprechend irgend
einem Konvergenzbegriff der Wahrscheinlichkeitstheorie, besteht
dann aus Ereignissen des obigen vollideellen Feldes mit empi-
rischer Basis. Man kann also in allen Féllen die wahrscheinlich-
keitstheoretischen Grenzwertsidtze fir unabhingige Zufalls-
variable mit Methoden beweisen, wie sie fiir das W-Feld (3, u)
entwickelt wurden.

1. Vorbemerkungen. Bezeichnungen

Zunichst sei an einige Bezeichnungen, Begriffe und bekannte
Sitze erinnert, die im folgenden benutzt werden:

1. 1. Wahrscheinlichkeitsfelder. (3§, w) bedeutet ein
Wahrscheinlichkeitsfeld (W-Feld)mit der Wahrscheinlichkeit
w(x), x € §; ferner (§, w) die vollideelle Erweiterung von
(8, w), d. h. das W-Feld, das aus (§, ) durch den Lebesgue-
schen Vervollstindigungsproze entsteht [1]. § ist dann ein
Boolescher Vollverband. Wir bezeichnen § als eine Basis
von §. Es gilt bekanntlich §°° = §°” = § [2]. Ein fiir allemal
betrachten wir im folgenden W-Felder mit mehr als dre: Ereig-
nissen (Elementen).

1.1. 1. Ist (§, w) ein W-Feld, so bezeichnen wir (§', w) als
W-Unterfeld von (§,w), wenn §' ein Boolescher Unterverband
von § ist, der das Element ¢ von § enthilt und wenn auerdem
die Wahrscheinlichkeit in §’ dieselbe ist, wie in §, d. h. Verenge-
rung der Wahrscheinlichkeit in § von § auf §' ist.
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1.1.2. Es sei (§, w) vollideell und M irgendeine Teilmenge
von §, die ¢ enthalt; dann kann man das kleinste W-Unterfeld
in § iiber M folgendermafBen bilden:

Adjungiert man zu M alle endlichen Vereinigungen (oder
Durchschnitte) aus Elementen von M, so entsteht die sogenannte
U-(oder N-)Hiille M~ (oder M) von M. Adjungiert man
weiter zu MY (oder M) alle endlichen symmetrischen Diffe-
renzen (Verbindungen) aus Elementen von ™ (oder M™), so
entsteht der kleinste Boolesche Unterverband M~ (oder M7 )
von § iiber M. Es gilt ndmlich MY = M™7 = By, 1 (B, w)
ist dann ein W-Unterfeld von (§, @), und zwar das kleinste
W-Unterfeld in (§, ) {iber M. Der kleinste Boolesche s-Unter-
verband von § tiber M ist [2]

B, = W00 ox W00 MO0 — W90 — BrP = BI?

und (Bgy, w) das kleinste vollideelle W-Unterfeld von (§, w)
iiber M. Gilt insbesondere By = §, so bezeichnen wir M als
cine Borelsche Erzeugende von § oder auch als eine Basis
von §. Existiert nun eine Basis M von § mit abzihlbar vielen
Ereignissen, so besitzt auch (Bgy, w) abzdklbar viele Ereignisse,
ist also ein empirisches W-Unterfeld von (§, @) und zugleich
cine Basis von (§, ) im Sinne von Nr. 1. 1. In diesem Falle
bezeichnen wir (§, w) als ein W-Feld mit empirischer Basis.
Allgemein bezeichnet man jede Teilmenge M von § als eine
Basis von §, falls By, = § gilt, auch wenn ¢ in M nicht enthalten
ist. Allerdings enthilt dann By, nicht immer das Element ¢;
(Bgy, w) ist also nicht immer ein W-Unterfeld von (§, w). Im
folgenden werden wir immer voraussetzen, dal M eine ¢ ent-
haltende Basis ist, wenn das Gegenteil nicht betont wird.

1. 1. 3. Zwei W-Felder (§, w) und(§’, ') heiBen isometrisch,
wenn § und §’ als Boolesche Verbiénde (bzw. Boolesche g-Ver-

! Es geniigt zu zeigen, daB MM~ T abgeschlossen ist fiir (. Es seien also
G=aytagt...tay b=b+b+... 48, mit a;, 5;€MY. Dann
ist aMé= Z +aiNé;und a;N b= (a;U8) +a; -+ 6€MYT d.h. -

1§ :
aMsEMYT, Analog zeigt man daB MO* ein Boolescher Verband ist.
Da auBerdem, wie leicht ersichtlich, M~YT baw. MT der kleinste
Boolesche Unterverband von § iiber M ist, so gilt MY ¥ = MNT,
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bénde) isomorph sind und wenn auBerdem gilt: w(x) = w'(¥)
fiir jedes x € §, 2’ € §'. Hierbei bedeutet " das Bild von x bei
derjenigen Abbildung, durch welche die Isomorphie zwischen §
und § erklirt wird,

1.2, Normaldarstellung vollideeller W-Felder mit
empirischer Basis.

1.2.1, Essei ¢ der Boolesche s-Mengenverband aller Lebes.
gue-meBbaren Teilmengen des (linearen) Intervalles [o, 1) und
N das zugehdrige o-Ideal der Lebesgue-Nullmengen. Dann
bilden die Restklassen £/9 = I einen Booleschen atomfreien
Vollverband [3]. Bei der Abbildung £— 3 liefert das Lebesgue-
MaB in § ein MaB p, welches nur fir 6 € ¥ verschwindet
(positives MaB). Es ist also (J, u) ein vollideclles, atomfreies
W-Feld mit einer empirischen Basis. Wir bezeichnen (5, ) als
das Lebesguesche W-Feld. Eine empirische Basis von (J, 1
wird- z. B. gebildet von denjenigen Restklassen in J, deren
Reprisentanten die nach rechts halboffenen Teilintervalle von
[0,1) mit dyadischen Endpunkten sind. Es gilt dann folgender
Satz (s. [3] Kap. X § 12 und Kap. XI § 9 sowie [4]):

1.2.2. Satz: Besitst ein vollideelles W-Feld (§, w) cine empi-
vische Basis, so ist (§, w) idsometrisch zu einem wvollideellen
W-Unterfeld des Lebesgueschen W-Feldes (S, w). Ist insbesonder:
(8, w) atomfrei, so ist (§, w) isometrisch zu (3, p) selbst.

Wir wollen hier im AnschluB an Carathéodory [4], aber
mit einigen Modifikationen, diese Isometrie bestimmen:

Es sei (§, w) ein vollideelles W-Feld mit einer empirischen
Basis M, in welcher das Element 8 nicht enthalten sein soll
O. B. d. A. kénnen wir annehmen, daB3 zu M alle Atome? des
W-Feldes gehéren, falls solche existieren; denn die Anzahl der
Atome kann héchstens abzihlbar sein. Es sei nun (2;, a5, . . ) C %
die Menge der Atome und (e, 4;, &, . . .) die Menge der tibrigen
Elemente von M. Wir kdnnen annehmen, dafB jedes 4,7 = 1,2,

., zu allen Atomen fremd ist, d.h. &; " a; = 0 fiir alle
und 7 gilt, Denn andernfalls kénnen wir ;in M durch 4; 4 (,.Lcjb.a"
J 1

—_—

2 Beziiglich der Begriffe: ,,Atom*, ,,atomar s. [1] § 2.
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ersetzen, ohne die Basiseigenschaft von IR zu zerstéren. Ist (3, w)
nicht atomar?, so ist die Menge (éy, &s, . . .) nicht leer und besteht
aus unendlich vielen Elementen. In diesem Fall ersetzen wir
(byy by, - . ) durch eine Menge von Ereignissen 6, ;, die wir fol-
gendermaBen konstruieren:

Beim 1. Schritt bilden wir &;; = &;, beim 2. Schritt:
521 = 511 m 52» boy = 511 = 511f\ [’2» 523 o Z52 53 511ﬁ 52'
Es seien nun beim £-ten Schritt schon die 7, = 2k 1 Elemente:
bp1s Orgy - -+ s b,mk, 154 (1)

gebildet, dann besteht der (£ 1)-te Schritt in der Bildung von
2" — 2 Elementen &y, ; vermége

bpi1,em—1 = Opn D bpa1

¢ =1 22055 (2
bpt1,0m = Onm — Ohm M Opy1
sowie dem Element
5k+1,nk+1 =gy (b Y by 51mk) N by (3)

also von im ganzen 7, ., =2, + 1 = 2"*1— 1 Elementen. Es ist:

bpm = 5k+1,2m—1Ubk+1,2nu U= = m. @

“vm = 0 wird also beim (£-1)-ten Schritt entweder in
: nicht leere Elemente, namlich &, oy —qund &y 5y,
fallt mit dem einen dieser Elemente zusammen
(wenn nZmlich das andere leer ist).

Sind

e ol 6k,."k, WoDel 108 Fitaty T i N Tn, Sl 1 )

samtliche nicht leere Elemente unter den O T SN é’”"k’ S0

sind sie paarweise fremd. Wir ersetzen nun in 9 die Menge
{ . . . .

(b, &y, . ..) durch die Menge aller verschiedenen &, i die in (5)
fir alle £ =1, 2,... vorkommen, und erhalten in

s s=llesantaan g, Qorinttd;)
11 Miinchsn Ak. Sb. 1950
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wieder eine empirische Basis von §, d. h. es gilt
N __aquNted __
By, = MW, = 3.

Die Isomorphie von (§, z) in (3, u) erkliren wir folgender-
maBen:
Es werden abgebildet

I) ¢ & § auf diejenige Restklasse ¢ in (J, p), deren Reprisen
tant das Intervall [o, 1) ist.

IT) jedes Atom e¢; auf diejenige Restklasse ¢; in J, deren
i-1 i

Reprisentant das (halboffene) Intervall [ 3 w (a,), 2 w (a,)) ist.
p=1 r=1

Ist das W-Feld (§, w) nicht atomar, so ist die Vereinigung Uyg;
i

aller Atome echter Teil von ¢, also lim 2’ w(a,) = &< 1.
100 !

Es existieren in diesem Falle in M, Elemente 4,6 und e

wird abgebildet:

IT1) Jedes buy, ¢ =1,2,...,7, aus (5) suf diejenige Rest-

i~1
klasse By, in 3, deren Reprisentant das Intervall [€ ++ 2 w/(éy,
=1
i $ 0
242 w(bp,)) ist, £=1, 2, ... Hierbeiist >’ = o gesetzt und
r=1 y=1

das Intervall liegt immer zwischen ¢ und 1.

Die so erklirte Menge der Bilder der Elemente von M, be-
zeichnen wir mit M = (g, oy, &, . . ., B} . . -). Die Abbildung
von M, auf M in J ist eineindeutig, d. h. verschiedenen Elemen-
ten von M, entsprechen verschiedene Elemente in M und um-
gekehrt. Da auBerdem die Bilder der Atome @, paarweise fremd
sind, das volle Element ¢ auf das volle Element ¢ in J abgebildet
wird und da gilt: ‘

1) aus 6,, < 4, folgt 5, = B,; und umgckehrt, ferner

2) aus b,, " b,, = 8 folgt B,, ~B,; = O und umgekehrt,

so ist unsere Abbildung isomorph beziiglich der Relationen ,,="
und ,,Fremdsein®. Durch Adjunktion des leeren Elementes 0
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bzw. O aus § bzw. 3 zu M, bzw. M geht M, bzw. M tber in cin
beziiglich ~ abgeschlossenes Untersystem My bzw. M™ von §
bzw. von §. LiBt man noch 8 und O einander entsprechen, so
ist die Abbildung zwischen Mg und M eine Isomorphic beziig-
lich ~. Nun erweitert man Mg und M zu den isomorphen
Booleschen Verbinden My ¥ und M™ "~ und hat zwecks Erwei-
terung dieser Booleschen Verbinde zu isomorphen Booleschen
s-Verbanden nur noch die Borelschen ¢, 8-Prozesse anzuwen-
den. M7 9°=F und M™7 7 = F C I sind dann isomorphe
Boolesche 6-Verbinde. Dabei gilt p.(«) = w(a) fiir jedes o in M
und sein Urbild @ in M, sowie ebenfalls fiir jedes « in J" und
sein Urbild ¢ in §. Die erklidrte Abbildung ist also eine Isometrie
zwischen den vollideellen W-Feldern (§, «) und (¥, w). Ist (§, w)
atomfrei, so kann man zeigen dafl 3’ mit I zusammenfillt,
d. h. (§, w) ist zu (g, ) selbst isometrisch (s. [3] Kap. X § 12,
Kap. XTI § 9).

2. Produkte von Wahrscheinlichkeitsfeldern?

2.1. Produktfelder. Es sei (§;, w,);e; eine Familie von
W-Feldern; die Menge 7/ der Indizes 7 sei von beliebiger Mich-
tigkeit. Eine Familie o = (@)¢;, @; © §;, oder kurz o = Pa,,
wobei @; = ¢; ist fiir jedes 7 & 7 ausgenommen (héchstens) end/lic/:
viele 7' & 1, bezeichnen wir als Produktereignis (karz P-Er-
cignis) mit den Komponenten a; € §;. Dabei bedeutet ¢; bzw. 9;
die GewiBheit bzw. Unméglichkeit von §;. Als Produktunmég-
lichkeit (kurz P-Unméglichkeit) und mit O bezeichnen wir
jedes P-Ereignis Px; in welchem mindestens ein x; gleich 8, ist.
Das P-Ereignis ¢ = P¢; bezeichnen wir als P-GewiBheit.
Irgend zwei o = Pa; . B = Pb; bezeichnen wir alsunvereinbar
(fremd), wenn @; ~ é; = 9, fiir mindestens ein 7 & 7 gilt. Ferner
ist P == Pb,, wenn entweder heides P-Unmoglichkeiten sind
oder, wenn a; = b, fiir jedes ; & 7 gilt. Die Gleichheitsaxiome

sind erfiillt. Die Gesamtheit aller P-Ereignisse bezeichnen wir
mit £,

? Cartesische Produkte mit 7 = (1, 2) sind abstrakt und unabhingig von
Punktbegriff in der Arbeit [5] eingefiihrt. Dieses Verfahren wird auf Index-

systeme=/ von beliebiger Michtigkeit in [9] ausgedehnt.
*
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Jedem « & K ordnen wir eine Wahrscheinlichkeit = (a) fol-
gendermaflen zu: Fiir jedes o = Pa; ist nach Definition a; == ¢,
fiir héchstens endlich viele Indizes, etwa hoéchstens fiir die In-
dizes 7y, 7y, . . ., 7). Wir ordnen dann dem P-Ereignis a die Wahr-
scheinlichkeit:

7 (o) = wy (a;) wi,(ay) - .« w;, (aik)

zu, wobei die Reihenfolge der Faktoren gleichgiltig ist, ferner
der P-GewiBheit die Wahrscheinlichkeit =(¢) = 1. Fir die P-
Unméglichkeit O ist dann =(Q) =o.

2.2. Boolescher Verband der Aggregate. X ist offen-
sichtlich kein Boolescher Verband, also (X, =) kein W-Feld.
Um (X, ) zu einem W-Feld zu erweitern, betrachten wir dic
Gesamtheit @ aller (nicht geordneten) endlichen Komplexe
@OF—" (o e e, R INTE ocj=Pa71:EK, Fa=hi2 B F R TE SO
paarweise unvereinbaren P-Ercignissen. Wir bezeichnen die ¢
alsAggregatereignisse (kurz Aggregate). Speziell fiir £ =1
liefert jedes o & K ein Aggregat (). Wir bezeichnen ein Aggre-
gat (0, O, - - - 5 %) ML & — PaleC WKnii— 192, Aepasittwalsigate
terartig, kurz G-Aggregat, wenn gilt:
al ~al == 8; oder ol = a! fiir jedes Paar (7, £) aus (1,2, ..., %)
und jedes 7 € 1.

2.2.1. Gitterartige Darstellungen fir Aggregate erhilt man
folgendermalen:

I). Es sei zuerst « = Pa; & K und es seien endlich viele Kom-
ponenten von «, etwa a;, 7 =1,...4& Vereinigungen je von
paarweise unvereinbaren Ereignissen aus §;. etwa:

i

at r. y o
aijzaiju -..Ua{;, By e S CO g T = 1, 20 e
Aus dem Ausdruck
i 7 1 Tk
o=\ 1) N e v « e 4
(@I - D@ X X (g I Y )

erhalten wir durch formale Entwicklung nach dem distributiven
Gesetz insgesamt 7 = 7; .. .7, A-Tupel der Form

alh XKoo X a) PR S s e ¢ o1 o bt kD)



Uber die Unabhingigkeit in der Wahrscheinlichkeitstheorie 163

Jedem £-Tupel (1) ordnen wir das P-Ereignis «;,j,. . ; i 2 das
wir aus Pa; erhalten, indem wir die Komponenten «;, . . ., @,
; 7 ; e, '
durch @, ..., a; ersetzen. Die 7 P-Ereignisse o; a
1SS < 7, sind paarweise unvereinbar und bestimmen ein
Aggregat (o}, ..., 2"), das wir als eine Zerlegung (o, ..., a")

des P-Ereignisses o« bzw. des Aggregates («) in 7 feinere P-Ereig-

nisse bezeichnen. Die in dieser Weise erklirten Zerlegungen

von o in feinere P-Ereignisse sind immer gitterartige Aggregate.

(«) selbst betrachten wir ebenfalls als eine solche Zerlegung; wir

erhalten nimlich diese Zerlegung, wenn wir 7,, =1, 7 =1, 2, ..
, £ setzen.

II) Es sei nun (o, ..., «,) ein beliebiges Aggregat. Jedes
Aggregat (o, . .., «y), # = m, welches wir aus diesem durch
Zerlegung der o, 7 =1, . . ., 7, in feinere P-Ereignisse erhalten,
nennen wir eine Zerlegung von (o, ..., «,) in feinere P-Ereig-
nisse («f, ..., o3), # = m. Es ist klar, da3 eine Zerlegung von

»

(o ..., @y,) nicht immer ein gitterartiges Aggregat zu sein
braucht. Eine Zerlegung («j, . .., «}), 7 = m, von (o, . . ., &)
in feinere P-Ereignisse, die gitterartige Aggregate sind, bezeich-
nen wir als eine zu (&, ..., ®,) gehérige Gitterzerlegung
oder gltterartlge Darstellung von (a, .. ., «,). Wir wollen
jetzt die Existenz von gitterartigen Darstellungen eines Aggre-
gates (ay, . .., a,) nachweisen. Es sei «; = Pa}, j=1,...,m.
Es existieren nur endlich viele Indizes aus 7, etwa 7, ... 7y, 50
daBl zu jedem 7, #=1,...4, mindestens ein j E (1,..., m)
existiert mit agt + ¢ Wir betrachten nun die Ereignisse:

1 " o~ oo s
@y ... @ aus 151-_: fir jedes #=1,...,4.

. .o ! aadnd Iy
Wir kénnen dann in 8, Ereignisse s;t, o S, By S 27, der-

art bestimmen, daB diese paarweise unvereinbar sind und auBer-
dem gilt:

h
Ui = 2 B RN e\ ek
sowie 3 i g 7
TEIAN 7 : k ;
(a) Fea SEOSA T Si:" DLt (7 5 .,]rj) @ CERE s

17 =K1, 2estaiii ez,
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fiity jedes z =1 wiunsna-(sa5] 4S8 s6)tabliteiHlfe § derfilDass
stellungen (A) von zz-".'t, = 1,...4 zerlegen wir nun jedes
@p j=1,..., in feinere P-Ereignisse, wie in I) beschrieben
wurde. Wir erhalten so eine Zerlegung von (e, . . ., «,) in
feinere P-Ereignisse, die, wie leicht ersichtlich, ein gitter-
artiges Aggregat ist. Zu jedem Aggregat (u, ..., «,) gehoren
also gitterartige Darstellungen (ai, ..., o), 7 = m. Ebenso
zeigt man, das zu je zwei Aggregaten (¢, . . ., o) und (Bl, kLo {3,{:
gitterartige Darstellungen (o, . . ., «), 2 = 72, und (B7,..
/o = 4, derart gehdren, daf3 je zwei der o,
bar oder gleich sind.

J

o By entweder unverein-

25202 SDlefinitio nd Zwer widgoregate d(ary . W la ) Sund
(Bay - - - Bp) heiflen gleich, wenn entweder jedes nur aus P-Un-
méglichkeiten besteht, oder wenn zu beiden eine und dieselbe
gitterartige Darstellung gehort. Die Gleichheitsaxiome sind
erfiillt. Nach dieser Definition ist speziell jedes Aggregar gleich

etner jeden seiner Gitlerzerlegungen.

2. 2. 3. Definition: Wir schreiben (ay, . . ., 00) S (Byy---, By
wenn su diesen beiden Aggregaten gitterartige Darstellungen
(¥, .. ., o), 2 =2 m, bzw. BF, .., Bh) B =k, B = n, gehiren
derart, daf jedes 0.}‘ gleich genan einem B ist. Fiir dic so, def-
nierte Relation S gelten die Axiome der teilweisen Ordnung.

Die definierte Gleichheit und teilweise Ordnung in @ sind
unabhingig von der Wahl der benutzten Gitterzerlegungen und
machen ® zu ecinem Booleschen Verband.

2.2.4. Bemerkung. Im folgenden betrachten wir X als cin
Untersystem von @, indem wir jedes « & A mit derjenigen
Aggregatenklasse aus @ identifizieren, zu welcher das Aggregat
(o) gehort. AuBerdem benutzen wir allgemein zur Bezeichnung
der Aggregatenklassen in @ griechische Buchstaben. oo & @ soll
also immer eine Klasse « in @ von gleichen Aggregaten bedeuten.
Ist nun (oy,..., %) mit ;& K, j=1,...4 ein Aggrega
dieser Klasse «, so dirfen wir schreiben: o = oy \ ...\ oy
d. h. wir diirfen die Klasse o durch die Vercinigung o; \ ...\
der paarweise unvereinbaren P-Ercignissé o & K C @ repri-
sentieren. Wir bemerken aufBlerdem, dall K, als Untersystem
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von @ betrachtet, abgeschlossen fiir die Operation /M ist und
daher K" = @ gilt (vgl. unsere Betrachtungen [5] § 7, die auf
den vorliegenden Fall iibertragbar sind).

2.3, Das W-Produktfeld (@, =) und seine Erweite-

rung.
2.3.1. Die Wahrscheinlichkeit & in @ erkliren wir so:

EsseioEQalsoa =0 V... \Joymite; CK,7=1,...,4
und e, M o, = O fiir ¢ == p; dann setzen wir

7 (@) = = (o) -+ 7 ()
Somit ist = () unabhingig von dem gewidhlten Reprdsen-
tanten o; \J ... \J o, von «. (@, =) ist ein W-Feld und zwar das

Ileinste W-Feld iiber dem Untersystem K von @; wir setzen:
D, ) = P (5, w,
( D AP i61<%l’w1)
und bezeichnen (®, =) als W-Produktfeld mit den Kompo-
nenten (§;, w,), 7 € 1.
2.3.2. Es sei (@, =) die vollideelle Erweiterung von (®, =),
vgl. diese Arbeit Nr.1.1) in Zeichen:
@, %) = B (8, w).
Ist (3;, w,) die vollideelle Erweiterung von (§;, w;), 7 € 7/, so
sei gesetzt (O¥, =) = ._51 (F;, wy). (@, 7) ist dann isometrisch
1
zu einem W-Unterfeld von (®*, 7). Ist nun (®* =) die voll-
ideclie Erweiterung von (®*, =), so gilt: .
(@, 7) == '?I (%;, w,) ist isometrisch zu (@*, =) == 7)1 G w);
i i€
in Zeichen: (@, ©) = (®*, )%
2.3.3. Es sei jedes (§;, ;) vollideell und besitze eine empi-
rische Basis (Y, w,), 7 € 7; dabei sei tiberdies / eine abzihl-

bare Menge. Es sei ferner K bzw. K9 die Menge aller Produkt-
creignisse, gebildet aus den §; bzw. g, 7 € 7. Wir setzen

@) = L (§w) baw. @,7) = P (§, w).

* Fir die Beweise vgl. [9].
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Wegen Nr. 2. 3.2 gilt (@, ®) = (0% ©). Da aber X° abzihl-
bar ist, so ist auch ®° abzihlbar, d. h. (®% =) ist zu einer empi-
tischen Basis von (®, =) isometrisch. Es gilt also der

Satz: Besitzt jedes vollideelle W-Feld (§; w;), ¢ € I, eine

empirische Basis wund ist I abzihlbar, so besitzr (®,w) =
= J—’I (8;, w,) ebenfalls eine empirische Basis.
i€

2. 3. 4. Bei hinreichend groBer Kardinalzahl der Komponenten
ist das Produktfeld atomfrei. Genauer:

Satz: Vor.: Es seten (§;, w,), ¢ & I, W-Feldern, wobei dic
Mdichtigheit von [ = %

Beh.: 1) Es besitzt (@, %) = ‘1(5)1 (8 w;) keine Atome.
1

2) Es besitst sogar (®,7) = .1;31 (5, w) = PG, w;) keine
1

Atome, (A) wenn die Michtigkeit von I >> N, ist, oder (B) wenn es
zwei Konstanten £, &y und etne Tetlmenge I' von I mit abzililbar
unendlich vielen Elementen gibt, so daff fiir jedes i € I' C I
mindestens ein o; & §; existiert mit 0 < § S w;(a) S E <1

Zusatz: Gilt fiir cine Teilmenge I' von I mit der Mdachtigheit
= 8. daf jedes (§;, w;) = (§, w), i € I', wobei das W-Ield be-
liebig ist, so ist die Bedingung (B) erfiillt und folglich gilt der
obige Satz.

Beweis des Satzes. Betr. Beh. 1): Es geniigt zu beweisen,
daB kein o € X ein Atom ist, denn jedes & &€ D ist in der Form
o \J ... Yo, mit o; & K, 7=1,...,4, darstellbar, wobei die
Glieder paarweise fremd sind. Es sei also « = Pa; & K, o == 0,
wobei a; = ¢; fiir jedes 7 € 7 ausgenommen nur endlich viele
Indizes, etwa 73, . . ., 7, € /. Fiir jedes ¢ € 7 existiert ein 4; € §;
mit o < w; (6;) < 1. Ferner existiert ein 7' ==4;,...,4, Das
Element 8 = Pd; mit &, = by, sonst d; =a; fir ¢ € 7 mit
¢ ==¢', ist also verschieden von O und echter Teil von «, d.h
o kein Atom,

Betr.Beh. 2) (A): Es sei « € ®°° =@, « == O. Dann ist
= M o; mit «; € ®” und o; 2 #;,4, 7 =1,2,..., auBerden
|

o
o; = ’JL‘ Ui, Wobel o, €K 7, m=1,2,...und & N&jn =0
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fiir £ == % Nun betrachten wir jedes «;, = Pai". Es existieren
endlich viele Indizes 7 fiir jedes 7, #, so da3 ai" == ¢; sonst aber
a?li“ = ¢;. Fiir alle 7, » existieren also héchstens abzihlbar viele
Indizes 7, so daB @i™ = ¢;; sonst gilt ai" = ¢;. Da die Michtigkeit
der Indexmenge / gréBer als ¥, ist, so existiert ein Zy & /, so
daB a{-'o" = fir alle 7, » =1,2,3,... gilt. Nun setzen wir:

. G g ” :
wip = Pai" mit " =a; sonst &’"=dl™

Hierbei soll a; fest fiir alle 7, 7 sein und auBerdem sei
iy gt R I el
o < w; (a;) << w;, (¢;) = 1. Das Ereignis &’ = M o; mit o; = L# in
ist dann in « enthalten.und verschieden von O und weil = (¢) =
w; (a;) (o) <7 (o) gilt, so ist o’ echter Teil von a, also «
kein Atom.

Betr.Beh. 2) (B): (I) Wir zeigen zuerst: Zu jedem « & @7,
v == O, existiert ein B & @7 derart, daBl f echter Teil von «
istund & = (e) Sn (@) S Ew o) gilt.

Dao= U a; mit o ~o, =0, £ ==, wEK,j=1,2,3,
..., darstellbar ist® so brauchen wir (I) nur fiir jedes « € X,
v == O, zu beweisen. Es sei also o € X, wie in Betr.Beh. 1) ge-
geben, nach Voraussetzung (B) existiert zu jedem ¢ &€ /' C [/
ein a; € §;, so daB & < w;(a) <E, gilt. Ferner existiert ein
festes 2/ & /' verschieden von den Indizien 7, ..., z,. Das Ele-
ment § = Pé; mit &, = a}, sonst b, = aq; fiir ¢ € I, 7 == 7', ist
also verschieden von O und echter Teil von «, wobeinoch & 7 (o) <
7w (B) < & = (o). Damit ist die Beh. (I) auch fiir « & ®° bewiesen.

(I) Es sei nun « & &% = @, also a = s a, mit o, & 07

n=1
und «, 2,4, #=1,2,3,... Dann gilt () = nh_f%o 7 (o)

und o << w () < w (a,). Wir ordnen jedem «, ein $, nach (I)
zu, so daBl @, echter Teil von «,, verschieden von O ist und

8 Jedes « € @7 ist als Vereinigung von paarweise fremden Elementen aus
K darstellbar, Denn wir haben zuerst « == U ajy mit oy € ®. O. B. d. A.
kénnen wir annehmen, daB o), C Wpa1, 7 =1,2,3 ... gilt. Wir haben aber
dann o = Uo), mit o] =af, af =afj +ap_y, #=2, 3,..., also ap €D
und aj Mo, = O fiir £ + . Da aber jedes aj, € ® als Vereinigung von
endlich vielen paarweise fremden Elementen aus X darstellbar ist, so ist die
Behauptung bewiesen.
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Dannist O = [imalg ,,= P echter Teil von ¢, denn es gilt: §,Ce,
n—>oo

und o0 <<E m(@) En (@) L& 7 () < w(x). Damit ist gezeigt,
daB o & ¢ kein Atom ist.

Optiima( 2l =S\ (B0) =8 Gl Sl —1 1pi g N ol

3. Gegenseitig unabhiingige Untersysteme eines W-Feldes.

3.1. Definitionen. Es sei (§, w) cin W-Feld. Line Teil-
menge A von §, die abgeschlossen ist fiir die in § erklirte Ope-
ration M, in Zeichen A" = U, bezeichnen wir als ein M-Unter-
system von §; dabei soll ein M-Untersystem A von § min-
destens ein Ereignis = 8 enthalten.

Es sei jetzt / eine beliebige Indexmenge. Die M -Unter-
systeme %;, 7 & 7, von § heilen gegenseitig w-unabhingig
(beziiglich des W-Feldes (§, @)), wenn fiir irgendwelche der
endlich vielen Indizes A 7 und beliebige ai; & W, /=1, 2,

.. &, gilt:

wa ~... " ay) = w(a).. . wa). (U

/ N

Aus dieser Definition folgen unmittelbar die beiden Sitze:

3.1.1.Satz: Sind die N\-Untersysicme U, 7 & 1, von §
gegenseitiy w-unabhingig, so ist jeder endliche Durchschnitt
@, ... nay mit ;€1 und  ai; © Uy, nicht leer weiri
ﬂij'—%—‘o,j=1,...,/é.

3.1.2. Satz: Sind die M\-Untersysteme N, 2 E I, von § gegeit-
scitig w-unabhingig, so sind beliebige (T -Unitersystene B,
'S vonFmit I' CLund B, C N, i’ © I, chenfalls gegen-
seitig w-unabhdingig.

3.2. Es sci (3, w) ein W-Feld und ¥;, fiir £ & 7, eine belie-
bige Teilmenge von §, also %; C §; dann bezeichnen wir durch
(U¥, w,) das kleinste W-Unterfeld von (§, w) tiber 9, fiir
;&= 1. Es gilt:

3.2.1. Satz: Vor. Die MN\-Untersysteme ¥;, i € I, von §
seien gegenseitig w-unabhingig. (Y, w) sei das kleinste 1V -Unter-
Jeld von (§, w), das jedes W, i & I, als ™-Untersystemn von U
enthdlt.
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Beh. 1) Die Booleschen Unierverbinde WU 7 & 1, von § sind
chenfalls gegenseitig w-unabhdngig.

2) Das W-Feld (U, w) ist isometrisch zum Produktfeld
(@, 7) = i{; (U, w;) und zwar derart, daf dabei insbesondere

jedem Durchschnitt a; ... M a;, € N mit a, € Y=,
s 2 j i

..., &, als Bild das P-Evreignis '51 b, mitb; = a; fiiri =1, .. .14,
it

soust b, = ¢; = e enispriclht.

Bew. Betr. Beh. 1): O. B. d. A. kénnen wir annehmen, daf
jedes ¥; das Ereignis ¢ enthilt, denn durch Adjunktion oder
Weglassen von ¢ bleibt jedes A, ~-Untersystem von § und die
gegenseitige w-Unabhingigkeit wird nicht gestért. NachNr.1.1.2
gilt dann UF = A7, Wir zeigen nun, daB (U) (vgl. Def. 3, 1)
giiltig bleibt, wenn ein i, durch @, + “Ej ersctzt wird, wobei

a; € %,. O.B.d. A. setzen wir voraus, daB j =1 ist.
7. 1

s ist nimlich:
: '
@ (/flh sy ai]) m aig (¥ A a-l.k> =w (aﬁ _!_ “1{1) i ( &
1/

cw(a;)... w(a;
denn wir haben links (@) ( lk)

/ ! N '
Vit . = . . — ¢ . . L .
w ((a, @) ... f\“zk) wa, N, N gt
!
M M. ma,z-k) —w(ail N, M. md'z';) +w(”i1 MNa;, N
a 2 A
f e o ,,,-k) 2w (@;, NG, NG, N\ - mal-k)

und rechts;

7 (“il + “u/ 7 (‘li2> sl (a,l.k) = w (’Zh) 7 (czig) sy (aék) -+
+w(a) w (a2 (‘Zik> —2w (g, na)w(ay) . .. w (a.,-k).
Aus

R RS (zik) =w (). .. w (a,-k>

W (@, N Ay ay) =w (@) . w(a)...w (e;,)

- 7 !’ ) ’

5 (‘\”h Na&G) N, N ”’ik) =w (e, Na,) .

cw () . . w <a"/;)
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ergibt sich (1). Durch Induktionsschlul beweist man, dal (1)
richtig bleibt, wenn beliebige der ;. j=1,2,..., 4 durch

emenAusdrucka ——a S +a:m1taqeﬂ,g=i...

N, ersetzt Werden Es g11t also (U) fur a;, E QI,‘, j=1, . A
Damit ist bewiesen, da3 die Booleschen Unter\ crbande QI?, 7 & 1,
von § gegenseitig w-unabhingig sind.

Betr. Beh.2): Es sei & die Gesamtheit aller Durchschnitte
G NG & § entsprechend beliebiger Wahl sowohl der
endlich vielen Indizes (4, 73 . ..,7) C  als der g € %7,

J i)
7=1,2,..., 4 Wir setzen auch hier voraus, da3 jedes Qlf das
j
Element ¢ enthilt (vgl. Betr.Beh. 1), Beginn).

(1) Wir bemerken: Sind zwei ¢; und a; mit 7 ==4', 7,¢' & 7, ver-

schieden von 0 bzw. ¢, so gilt immer «; == a;; denn es mul

gelten a; ~ d; & 8, wobei &; das Komplement von a; bedeutct.
Irgendwelchea =a; ~...~ 2, € £ bzw. o’ = a'jlm ena €8
m

o . - ! r
kénnen wir inder Forma =a; ... n @ bzw.a' =a, ~...~ @
1

schreiben, wobei (4, ..., %,) die Vereinigung von (7,...,7)

und (/i . .., ) bedeutet, also z < £ 4, und @, = ¢, wenn
fha 5 i L ¥

8y = 4y, -+ oy Iy DZW. @, =& Wenn Zy FEjy, o i 0. B. d. A,

koénnen wir also immer voraussetzen, daf irgend zwei ¢, 2’ € §
gleiche Anzahl Glieder und dieselben Indizes aufweisen. Nun
gilt

(a) Zwei von 8 verschiedene @, ' € & sind dann und nur dann

unvereinbar, wenn bei jeder Darstellung ¢ = a;, ~... " q,
! . . . .

d=a ~...N a;n gilt: @, N a;q = @ fiir mindestens ein #,

ga—"L e (Bew #klagl):

(b) Zwei von 8 verschiedene ¢, ¢' € & sind dann und nur dann

gleich, wenn bei jeder Darstellung ¢ = a, ~... " ay
4 / . . .

a=a ... na git: @, = a;q fir jedes g =1, ... 7.

Bew.: Dann klar. Nur dann: Aus ¢ =a' folgt ¢ N a' =
el e o ~(e, na)=a=a und also w (a Na') =
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Py e / '
=w(@) =w(@) =w(e, na) ... w(@, Nna). Angenom-
o . . .o -1 !
men fiir mindestens ein ¢ =1, ..., # wiirde gelten: @, T ay,
i . . .
Da @, O a;q = 2, bzw. & @, fir jedes ¢ = 1, ..., %, so wire

w(e ~a’) <w(a) bzw. w(a’) (Widerspruch!).

(¢) & ist ein M-Untersystem von §, enthélt ¢ und es gilt:

! ’ . . .
and =@, na) ... n(a, Nna) fir irgendzwei a, &' E &
. ’ ’ U
mit @ =a, ~... "a, a =a, ... g (Bew. klarl).
(2) Wir ordnen jedem @ =ga; na; n... na, € & ein-

cindeutig das P-Ereignis § = Peél,; EK C D zu(vgl. Nr.2.2.4)
1

mit §; =a; flir 2 =145, 75, ..., 7, sonst b;=¢; =e¢. Essei =f(a),
aE &, B € & diese eineindeutige Zuordnung. Aus (1) (a), (b)
und (c) und den entsprechenden Regeln fiir die Elemente von X,
letzteres als Untersystem von @ betrachtet (vgl. Nr. 2. 1)8, folgt,
daf die Zuordnung P =f(a), eaE K, BE K C D, eine Iso-
morphie ist. Aus (c) und Nr. 1. 1. 2. folgt, daBB &7 ein Boolescher
Unterverband von § und, wie leicht ersichtlich, gleich dem
Unterverband ¥ von § ist. Da auBerdem X' = @ gilt, weil wir
K als Untersystem von @ betrachten, so wird die Zuordnung
i =f(a) eine Isomorphie zwischen &% =% und K% =,
wenn wir ihren Definitionsbereich durch die Festsetzung:
c=f()firc=p+---FB"E€P, s=al4 ... +La"c Y
mit B =7 (@Y, ¢ = 1, . . ., n, erweitern. AuBerdem ist w(a) =
©(8) bzw. w(s) = w(c), wie aus der Erklirung der Zuordnung
P =f(a) bzw. o = f(s) folgt, d.h. (U, =) ist zu (@, %) iso-

metrisch. Damit ist der Satz bewiesen.

3.2.2. Zusatz: Es sei (§, w) vollideell. Es scien ferner die
o~ Untersysteme W, ¢ © I, von § gegenseitig w-unabhingiy. Es
(edeute U; den kleinsten e enthaltenden Booleschen c-Unterver-
band von § siber Y, fiir jedes i & I. Dann sind die Booleschen
c-Unterverbinde U,y ¢ © I, von § ebenfalls gegenseitig w-un-

® Beziiglich (c) sei bemerkt daB: aus a = Pa;, B = P&, € K ebenfalls folgt
v~ B =2P(a;i ~ &) €K und X, als Untersystem von ® betrachtet, ebenfalls
~-abgeschlossen ist (vgl. Nr. 2. 3. 4).
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ablingiy wnd (®, 7= P (W) =@ %= P Fyw)
ist isometrisch zuw dem kletnsten wvollideellen W-Unterfeld
(A, w) von (§, w), das jedes W;, ¢ & I als ~-Unicrsystem von 3
enthdit.

Bew.: Nach Satz 3. 2. 1 sind die Booleschen Unterverbinde
A¥, s € I, von § gegenseitig zw-unabhiingig. Jedes a; & ¥U; ist

als w-lim o} = a; darstellbar, wobel o} & U, n=1,2, ...
n-»oo

(vgl. [5] § 11—12). Nun haben wir:

e e e e
e may = (W lima}l) ~n... (w lim alh) =

. 5 . i . = ;_" '-- = Oy .
= w-lim (a;, ~. .. ~a;,) fir a; € lI,j, 2 Sl s e D

denn jedes ¥, 7 E /, ist beziiglich der Operationen ~und - ¢in
algebraischer Ring und die beiden Operationen fiir die w-Kon-
vergenz sind stetig. Die Isometrie zwischen (®, =) bzw. (®*, =)
und (¥, w) folgt nun aus dem Satz 3. 2. 1.

3.3. Es sei (@, %) = '51 (8, w;) ein W-Produktfeld. Dann

bilden die P-Ereignisse « = Pa; mit @; = ¢;, wenn ¢ == j fiir ¢in
J € I, und g; = x;, wenn 7 = j, fiir alle x; & §; bei festem j € /
cinen Booleschen Unterverband ®; von @, der isomorph zu 3,
ist. (@;, =) ist also ein W-Unterfeld von (®, =) und isometrisch
zu dem W-Feld (S 'zvj). Aus dieser Isometrie und der Definition
des Produktfeldes (@, =) folgt, dall die Booleschen Unterver-
biande @;, 7 & 7, von ® gegenseitig m-unabhiingig sind.

Man beweist leicht:

3.3.1. Satz: Es sei (§, w) ein W-Feld und besitze ein )™~
Unterfeld (§', w), das isometrisch zu einem W-Produkifeld
(@, =) = ié’l (85 wy) sei. Es seien ferner W, i © 1, ~-Unicr-
systeme von § und bet dev vorausgesetzten Isomorphie zwischen
S und ® sei jedes N; auf ein Untersystem des ®; (vgl. Nr. 3. 3)
abgebildet. Dann sind dic ~-Untersysteme Uy, i © I, von §
gegensertig w-unabhingig.

Aus 3.2.1 und 3.3.1 folgt:
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3.3.2. Satz: Ein W-Feld (§, w) besitzt dann und nur dann
gegenseitis w-unabhingige Untersysteme, wenn (§, w) selbst oder
cin W-Unterfeld (§', w) von (§, w) zu einem Produktfeld iso-
metrisch ist.

st {51 (3 ;) ein W-Produktfeld, zu welchem (§, o) bzw.

sein Unterfeld (§', w) isometrisch ist, so schreiben wir

(§ w) bew. (&, w) = L (& wy)
1
und bezeichnen ‘51 (§;, w,;) als eine Produktzerlegung von
1

'3, w) bzw. (§', w) in die gegenseitig w-unabhingigen W-Felder
(5, w,;). Hierbei fassen wir die (§;, w;) als W-Unterfelder von
(§, w) auf.

Sind (§;, w;), ¢ € 7, beliebige vorgegebene W-Felder, so
kénnen wir das W-Feld (@, =) = i1€)I (8, w) bzw. (®, ©) =
'?1 (8, w;) bilden und (®, =) bzw. (@, 7) als W-Oberfeld von
allen (§;, ;) auffassen. Die Booleschen Unterverbinde §;, 7 & /,
von @ sind dann gegenseitig =-unabhingig.

Beispiele. Es gilt:

(1) (3, ) = 'j(:)l (35 gy mit J; = 3, p; = u fir jedes 7, dessen
1e

Michtigkeit < 8, ist [6]; in (J, p) existieren daher abzihlbar

viele gegenseitig w-unabhingige Untersysteme. (1) gilt aber

nicht, wenn die Miachtigkeit von 7 groBer als x, ist, auch wenn die

Felder (3J;, ;) durch beliebige andere Felder als (J, p) ersetzt

werden. Denn die rechte Seite in (1) wird dann immer ein W-
Feld ohne empirische Basis. Wir haben also

3.3. 3.Satz: Das Lebesguesche W-Feld (3, p.) bzw. ein Unter-
Jeld von ik bzw. jedes W-Feld mit empirischer Basis besitzt
hichstens  abzihlbar viele gegenseitig p-unabhingige Unter-
systeme (als deren Produkt es darstellbar ist).

4. Gegenseitig unabhingige Versuche

4. 1. Es sei (§, w) ein W-Feld. Es sei ferner (§, w) seine voll-
ideelle Erweiterung. Als Versuch a = (2);¢; in § bzw. § mit
den Zerlegungsgliedern «; bezeichnen wir jede Zerlegung
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e=1)a; vone in § bzw. § mit ¢; € § bzw. 4, € §, a; == 6,
a; ~a; =18, i ==7; i, j € 1. Es gibt bekanntlich in § bzw. §
Versuche mit #zz7 hochstens abziahlbar vielen Zerlegungsgliedern
[1]. Wir werden also einen Versuch einfach durch (g, ay, . ..)
oder ¢ = *Ua; bezeichnen. Ist a ein Versuch, so bildet (8,e¢,
ay, @y, . . .), als Untersystem von § bzw. von § betrachtet, offen-
sichtlich ein ~-Untersystem von § bzw. § Wir definieren:

4.1. 1. Definition: Diée Versuche o;, ¢ € I, mit a; = (ay,
Cigy - o)y 110 § bz, in § heiflen gegenseitig w-unabhingig, wenn
und nuy wenn die ~-Unitersysteme (8, e, ay, @, ...), ¢ E I,
von § bzw. § gegenseitig w-unabhingig sind.

Bemerkung: Ein von 8 bzw. ¢ verschiedenes Ereignis x
in § bzw. § ist, als Untersystem von § bzw. § betrachtet, ein
~-Untersystem. Wenn daher Untersysteme mit nur einem Er-
eignis w-unabhingig sind, so werden wir auch die zugehoérigen
Ereignisse x; € § bzw. x; € %, ¢ € I, als gegenseitig w-unab-
hingig in § bzw. § bezeichnen.

Es gilt der

4.1.2. Satz: Die zweigliedrigen Versuche (a;, &), ¢ € I, in
8 bzw. § sind dann und nur dann gegenseitig w-unabhingig,
wenn die Ereignisse x; € § bzw. §, ¢ € I, mit x; = a; oder
x; = d; gegenseitig w-unabhingig sind.

Bew. Nur dann: klar; denn jedes x;, als Untersystem von §
bzw. § betrachtet, ist in (8, ¢, @;, 4;) enthalten. Dann: Sind die
%, € § bzw. §, 7 € I, gegenseitig w-unabhingig, so sind die
Booleschen Unterverbiande (8, ¢, ;, &), ¢ € I, von § bzw. §
gegenseitig w-unabhingig (vgl. Satz 3.2.1), also (nach Def
4.1.1) auch die Versuche (¢;, 4;), ¢ € 1.

4. 2. Die Versuche (@, a;, . . .) ¢ € 1 in § bzw. § seien gegen-
seitig w-unabhingig. Wir ordnen jedem Versuch (@, ap, . . )
ein W-Unterfeld (%;, z;) von (§, w) bzw. (§, ) folgendermaGen
zu: Mit dem ~-Untersystem (8, ¢, a3, aj, . . .) = ©; von § bzw.
§ als Basis bilden wir €] = ¥,. In ¥; erkliren wir die Wahr-
scheinlichkeit w; wic in (§, @) bzw. (§, w). Die vollideelle Er-
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weiterung (U;, ;) von (%, 2v;) in (§, w;) ist dann atomar und ;
isomorph zu dem Booleschen Mengenverband aller Teilmengen
von (ay, @, - . -), wenn wir die @;;, @y, . . . als Punkte (Atome)
betrachten. Die Booleschen Verbinde bzw. 6-Verbande 2; bzw.
A, 7 € 1, sind gegenseitig w-unabhingig. Das W-Produktfeld

— . 2 7w, (O, T) = P (Y. w) = 9. :
<(D: W) wr ile)l(mp t 1) b/“ ((D! ‘T) ié)](sun w;) i{-})I (Jw 7U1>

ist isometrisch zu dem kleinsten W-Unterfeld bzw. dem kleinsten
vollideellen W-Unterfeld (¥, z) bzw. (%, %) von (§, w) bzw. (§, w),
in welchem jedes (¥, w;) bzw. (%;, w;) als W-Unterfeld enthal-
ten ist.

Ist (4, w) bzw. (A, w) mit (§, w) bzw. (%, w) identisch, d. h.
(@, 7) bzw. (&, ) zu (§, w) bzw. (§, w) isometrisch, so sagen
wir:

Die gegenseitig w-unabhingigen Versuche (ay, ag,...), 1 € I,
erseugen das W-Feld (§, w) bzw. (§, w).

Es gilt der Satz:

4.2.1. Satz: Erzeugen die gegenseitig w-unabhingigen Ver-
suche (ayy @y, . . ), 7 S 1, ein vollideelles W-Feld (§, w) und ist
die Mdichtighkeit von I gleich oder kleiner als ¥, so besitzt (§, w)
cine empirische Basis. Ist die Méchtighkeit von I grifier als 8,, so
besitzt (§, w) keine empivische Basis. Ist (1) die Mdchtigheit
von I grifler als 8y oder (2) gleich Ry, und existieren aber zwei
Konstanten &, &, so dafi o <& < w(a;) <& <1 fiir min-
destens ein j=1,2,... und fiir jedes ¢ & I' C I, wober I'
cbenfalls die Michtigheit wg besitzt, so ist (§, w) atomfrei und im
Falle (2) zu (3, ) isometrisch.

Der Beweis dieses Satzes folgt aus Satz (2.3.4).

4.2.2. Folgerung: /n cinem W-Feld mit empirischer Basis
kinnen hichstens abzdhlbar viele gegenseitig w-unabhingige Ver-
suche existieren.

4.2.3. Bemerkung: Arbeitet man in der Wahrscheinlich-
keitstheorie konstruktiv und setzt man voraus, daB gewisse Ver-

suche (a;, @y, ...), 7 & 7, denen man Wahrscheinlichkeiten
w(a;;) mit

w(ay) + w(apw) + - =1, 0 < wla) <1
12 Minchen Ak. 8b. 1950
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zuordnet, gegenseitig w-unabhingig sein sollen, so kann man
nach Nr. 4.2 das W-Feld (@, w) = "51@1{’ w;) bzw. (@, 7) =

_51 (%, w,) bilden und die Versuche (a;;, @;s, . . .), € Z, in dieses
1

Feld einbetten. Handelt es sich um hochstens abzdhlbar viele
Versuche, so ist das konstruierte W-Feld (®, =) bzw. (®, 7) iso-
metrisch zu einem W-Unterfeld von (3, ). In diesem Fall kann
man also die Versuche (@, @9, ...), £ E [, als Versuche in
(3, w) auffassen.

5. Gegenseitig unabhiingige Zufallsvariablen

5.1. Es sei (§, ) ein W-Feld, es sei ferner (§, w) seine voll-
ideelle Erweiterung. Wir bezeichnen mit 8 den Vektorverband
aller Zufallsvariablen iiber § (vgl. [1], § 4), mit ® bzw. T den
Vektorverband aller Treppenzufallsvariablen, die allen moglichen
Zerlegungen (Versuchen) in § bzw. in § entsprechen, mit ¢
bzw. € den Vektorverband aller Treppenzufallsvariablen, die
allen Versuchen in § bzw. in § mit endlich vielen Zerlegungs-
gliedern entsprechen und schlieSlich mit € bzw. € den Verband
aller charakteristischen- Zufallsvariablen iiber § bzw. &, die be-
kanntlich den zweigliedrigen Zerlegungen mit den Werten 1
und o entsprechen. Wenn wir die Konstanten 1 und o auch als
charakteristische Zufallsvariablen betrachten, dann ist € bzw. €
beziiglich der Booleschen Verbandsoperationen isomorph zu §
bzw. §. Wir bezeichnen deshalb im folgenden eine charakteri-
stische Zufallsvariable, die einem Ereignis ¢ € § bzw. a € §
entspricht, auch einfach durch das fett gedruckte @. Dem Ereig-
nis ¢ bzw. & entspricht dann die Konstante 1 bzw. o. € bzw. €
ist der kleinste Vektorverband {iber € bzw. € mit den reellen
Zahlen als Operatoren. Jedes X &€ € bzw. G also X =

S (a;— u;), ist darstellbar in der Form
i=1
X =way + ogay - @,
Allgemein gilt, wenn X € ¥ bzw. X € g, also wenn X =
= ié‘j (a;— oy):

X = Hnrﬂgolg (op g ot %y @) = Zaiai'
=)
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Bedeutet € bzw. €, die Gesamtheit aller Zufallsvariablen, die
in der Form

‘;lei bhzw. fjl S SRR NI R S o TG

= i+

TR==R1 L2

darstellbar sind und G* die Gesamtheit aller Zufallsvariablen,
die algebraische Limiten von Folgen aus € sind, so gilt:

(@)= (6} =€ =2

(vgl. [10]), d. h. € liegt beziiglich der algebraischen Konvergenz
dicht in B, Wir bemerken auBerdem, daB & beziiglich der gleich-
miBigen Konvergenz dicht in B liegt.

Jeder Zufallsvariablen X & ®B entspricht eine Ereignisskala
(Spektralschar) {[X <C£]}, — co <CE <{ 4 00. Dann ist

0x® = w(X < &), - o0 <E< 400

die sogenannte Verteilungsfunktion von X. Die Ereignis-
skala {[X <]} bildet ein ~-Untersystem von §, denn es gilt:

[X < £ A X < 2] = [X < Min(, &)].

5.2.Definition: Die Zufallsvariablen X, ¢ & I, aus B heiflen
gegenseitig w-unabhingig, wenn ihre Eveignisskalen {{X; <E]},
i € I, als ~-Untersysteme von T betrachtet, gegenseitig w-unab-
hingig sind.

Zu ciner Ereignisskala {[X < £]} gehoren nicht immer 8 und
e. Es gilt aber limalg [X < —n] = 6und limalg [X <<+ #n] =e
Wir adjuncxeren zu {[X < &)} die Elemente 8 und ¢, falls sie
nicht dazu gehéren, und bezeichnen die so entstehende Menge
mit &y, Es ist &y ein ~-Untersystem von §. Nun ordnen wir
der Zufallsvariablen X den kleinsten Booleschen Unterverband
§x bzw. c-Unterverband Fy von § tiber Sy zu. Nach Nr. 1.1.2
gilt dann &% = §, bzw. 4°% = ;. ;

Als Folgerung des Satzes (3.2.1) haben wir:

5.3. Satz: Sind die Zufallsvariablen X,, ¢ S I, gegenseitig
w-unabhingig, so ist das W-Produktfeld

@, %) = (15\, ;) baw. (@, m) = P (8\,, w;) = 2 (B, i)

12%
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isometrisch zu dem kletnsten W-Unterfeld (S, w) bzw. zu dem
Fleinsten vollideellen W-Unterfeld (S, w) von (§, w), das jedes
E .\, 7 E 1, als ~-Untersystem von € enthilt.

il

Weiter gilt:

5.4. Satz: Die Treppenzufalisvariablen X;, ¢ & I, sind dann |
und nur dann gegenseitig w-unabhingig, wenn die diesen zu-
geordneten Versuche (ay, ag, . . ), ¥ S I, gegenseitig w-unabhin-
gig sind.

Es gilt ndmlich: § . ist identisch mit dem in Nr. 4.2 dem Ver-

1

such (a;, @, . - .) zugeordneten Booleschen Verband ;.

Bemerkung: Das vorhin der Zufallsvariablen X zugeordnete
vollideelle W-Unterfeld (§y, ) von (§, =) kann auch mittels
irgendeiner der Spcktralscharen

(LY < €]} oder {[X = E]} oder {[X >E]}, —o0 <CTE < +

erzeugt werden. Die gegenseitige w-Unabhéngigkeit der Zufalls-
variablen X, 7 € /7, kann also mit Hilfe irgendeiner der vier
Spektralscharen: {[X < £]), {[X < £]}, {[X = &)}, {1X > 1)
erklirt werden. ‘

5.5. Das W-Feld (3, w) bzw. (§y, w) einer Zufallsvariablent
besitzt immer cine empirische Basis. Ist ndmlich die abzéihlbare
Menge &, &, ... dicht im Bereich der reellen Zahlen, ist z. B.
&gy . . . dic Menge der rationalen Zahlen, so kann (§ ., @) bzw.
(B> w) mittels ([X <&, [X <&y, . . .) erzeugt werden. Ist nun
X, 7=1,2,3,..., cine Folge von abzihlbar vielen gegenseitig -
unabhingigen Zufallsvariablen, so besitzt (O, =) = P )(% X, ;)

1 i€(L,2,..
bzw, (@, =) = S wi) und dementsprechend sein iso-
S

o2
1€(1,2,..)

metrisches Bildfeld (&, w) bzw. (&, @) in (§, w) eine empirische
Basis und ist daher zu cinem W-Unterfeld des Lebesgueschen
\W-Feldes (3, i) isometrisch. Ist insbesondere fiir (&, w) die Bedin-
gung (B) des Satzes 2.3.4 erfillt, so ist (&, w) zu (3, p) selbst
isometrisch. Will man daher in der Wahrscheinlichkeitstheoric
einen Grenzwertsatz beweisen, welcher sich auf eine Folge X},
X, ... von gegenseitig w-unabhingigen Zufallsvariablen be-
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sicht, so ist stets die Spektralschar der Grenzzufallsvariablen ein
Untersystem des W-Feldes (&, w), und zwar fiir alle in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie zur Definition der Grenzzufallsvariablen be-
nutzten Konvergenzbegriffe (algebraische oder gleichméBige oder
stochastische [z-asymptotische] Konvergenz). Man kann also in
allen diesen Fillen die Zufallsvariablen X7, X,, . .. als Zufalls-
variablen des W-Feldes (3, u) auffassen und Beweismethoden
henutzen, die in der Literatur unter der Voraussetzung ange-
wandt werden, daBl das Grundfeld aus allen nach Lebesgue
mefbaren Teilmengen des Intervalles (o, 1) besteht (s. z. B. [11]).

Anhang zu Nr. 3

3a. Gegenseitige algebraische Unabhingigkeit von Booleschen
Unterverbiinden eines Booleschen Verbandes

Nach AbschluB der vorstehenden Note kam eine Arbeit von
s. Banach (s. [7]) zu meiner Kenntnis. Nachstehend sollen Be-
ziehungen zwischen dieser Arbeit und den Ausfithrungen in
Nr. 3 der vorliegenden Note hesprochen werden.

Banach fithrt dic gegenseitige Unabhingigkeit von Boole-
schen Unterverbianden eines Booleschen Verbandes algebraisch
ein®, also ohne Benutzung der Wahrscheinlichkeit. Wir zeigen,
dall aus der Unabhingigkeit im Sinne von Banach, kurz
algebraische Unabhingigkeit bezeichnet, die w-Unabhin-
gigkeit nicht immer folgt. Wie in Nr. 3 kann man die Frage nach
der algebraischen Unabhiingigkeit ebenfalls auf die nach der
Zerlegung des Booleschen Verbandes in ein Produkt von Boole-
schen Verbinden zuriickfithren ; demzufolge kann der in der Arbeit
von Banach erwihnte Satz von Marczewski (s. [7]) als ein
Erweiterungssatz aus der Theorie der Cartesischen Produkte von
Booleschen MaBverbinden betrachtet werden. Die von Banach
cingefithrte abzihlbare Unabhingigkeit haben wir hier nicht
beriicksichtigt. Da aber A, Appert (s. [8]) dic Multiplikation

“ Inder Arbeit von Banach handelt es sich speziell um Boolesche Mengen-
unterverbéinde des Baoleschen Verbandes oller Teilmengen einer Grund-
menge,
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von MaBfunktionen und die Bildung der Cartesischen Produkte
mit abz&hlbar vielen von der Einheit verschiedenen Komponenten
im Falle des Raumes aller Zahlenfolgen behandelt hat, so diirfte
der Beweis des Hauptsatzes von Banach mit dhnlichen Mitteln |
keine wesentlich neuen Schwierigkeiten bieten.

3a.l. Definition: Es sci § ein Boolescher Verband mit
FEinheit e, es seien ferner N, 7 & I, das Element ¢ enthaltende
Boolesche Unterverbinde von §. Es gelte bei belichiger Wahl der
endlich vielen Indizes i; € I und der a, S Q["," mit a; == 4,
V= Y i

ailmaizr\...r\aih#—-ﬂ; (1)

dann bezeichnen wir die Booleschen Unierverbinde %, i < I,
von § als gegenseitig algebraisch unabhdngig (kur:
alg-unabhingig).

Bemerkung: Die alg-Unabhingigkeit kann man nicht fir
~-Untersysteme von § erkliren, weil sie dann nicht immer auf
die kleinsten Booleschen Unterverbinde von § 1iiber diese
~-Untersysteme erweitert werden kann, wie es bei der w-Un-
abhingigkeit der Fall ist.

Ist (§, w) ein W-Feld und sind die Booleschen Unterverbinde
A, 7 € I, von § gegenseitig w-unabhingig, so folgt aus Satz
3. 1.1, daB die ¥, 7 € 7, zugleich alg-unabhingig sind. Die
Umkehrung gilt aber nicht:

Beispiel: Es sei § der Boolesche Verband, den die vier
Atome: ay, a5, a3, a4 erzeugen; cr bestehe aus allen Teilmengen
der Menge (a4, a5, a3, a;), die leere Menge 0 eingeschlossen.
Wir setzen nun:

M =(0,a\as a\Jaye); U =(8,a\Ua,, a3\ a,, &)-

Die Booleschen Unterverbinde %;, 7 = 1, 2, von § sind offen-
bar alg-unabhiingig. Machen wir aber § zu einem W-Feld (§, ),
indem wir den Atomen diec Wahrscheinlichkeit w (#) = 0,2;
w(ay) = 0,4; w(ag) = 0,1; w(a,) = 0,3 zuordnen und den ande-
ren Ereignissen als Wahrscheinlichkeit die Summe der Wahr-
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scheinlichkeiten der Atomen, die diese Ereignisse enthalten, so
sind die ¥;, ¢ = 1, 2, nicht gegenseitig w-unabhingig.

Fiir die alg-Unabhingigkeit gilt ein zu 3. 2. 1. entsprechender
Satz namlich: \

3a.2.Satz: Vor: Es sei § ein Boolescher Verband. Es seien
Jferner die Booleschen Unterverbinde U;, ¢ & 1, von § alg-unab-
hingig. Es bedente W den kleinsten Booleschen Unterverband
von §, der jedes W;, ¢ © I, als Booleschen Unterverband enthilt.

Beh.: Der Boolesche Verband Wistisomorph sum Booleschen
P-Verband @ =']FJI U, und zwar derart, daff bei dieser Isomorphie

jedein Durchschnitt a; ~ ...~ @, & N mit S 1, ¢ € QI,;,
: j i

J=1,...,k als Bild das P-Element 3 = P b; mit b; = a; fiir
=1, ...,1%, sonst b, = e, = ¢ entspricht.

3a.3. Zusatz (Satz von Marczewski): Vor: Wie in (3a. 2)
und anflerdem: In jedem W;, 7 € 1, sei eine Wakrscheinlichkeit w;
definicrbar, so daf jedes (U;, w;) ein W-Feld ist.

Beh.: 1) Man kann in W eine Wakrscheinlichkeit w(x) defi-
wicren, so daf

D) w(x) = w;(x), wenn xS W, ¢ € 1.
1) ey G S x,) = Wy (xg) -y, (x), wenn ;€ 1
= ; —
wund @, € 9[,-]., A e R

gilt,

2) Die Booleschen Unterverbinde U;, i © I, von N sind dann
gegenscitig w-unabhdngig.

Bew. Betr. 3a.2: Wir erkliren & wie beim Beweise von
(3.2.1.). Dann ist &' offensichtlich der kleinste Boolesche
Unterverband von §, der jeden Booleschen Verband %;, 7 € 7,
als Booleschen Unterverband enthiilt, d. h. & = %. Um die
Isomorphie zwischen ¥ und ® zu beweisen, brauchen wir nur zu
zeigen, daB (a), (b), (c) (vgl. Nr. 3. 2. 1) auch hier gelten. Beziig-
lich (a) und (c) ist es klar. Wir beweisen also (b): Dann: Klar.
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2 g ’ ' !
Nur dann: Es seien @ =a; ~...na;und @' =a; ~...Nna,

. /1 &1 . .
und es gelte @ = 4/, dann ist a;, = a; fir jedes j=1,...,4

T oe n . ) ! e . . . !
Wire nimlich a;, = a; fir ein /=1, ..., &, so wire a;. 4 &, == 0.
t iy B ’ ’ o b i

Wenn wir o. B. d. A. j =1 sctzen, gilt dann:

. ! 14 LY 7 . ¢
s =y T e i (-
Gt a) Da, Nag NN a, M ay == 0, 2)

! " Sae . .
da ai N a7+ 0 fiir jedes j =1, ..., 4.
4
Aus (2) erhalten wir, wenn wir die linke Seite distributiv ent-
wickeln und die Glieder geeignet vertauschen:
) : ! \ ! /
N, M. .. '€ \tll-k-rl?;l MNE M

tl{l f‘\ﬂ;ﬂf\... ,/\(Irl-k

!
ﬂik ) (zig AR N llik.

Dieser Ausdruck ist aber gleich 6 (Widerspruch zu (2)); denn

{} 1] s I
(7,‘1/-\ E85 ,’\(7(‘k = (7i1f'\. oy f‘,(lik == (Zl"f\ o0 Tah) ’7«'/@“”&’*\ b B o AN (7I'k =

’ H
;—(lilf\...f\[l,-kf\ﬂl-gf\..."\rll'k,
weil a; ~ A = @ 1= a a
(-i:f‘\.../\l»ik:(»h_ 5.‘.f-\l>l'k—-l"'1f-\...f'\ v(/\'
'z . N\ N\ f - :) (L. ™~ . e ’- / I»
bZ\\.dl‘_‘/,... r‘.ﬂlk = 17“/‘ mﬂ‘k i e NII,k.

Damit ist 3a. 2 bewiescn.
Betr. 3a.3. Wir betrachten das W-Feld (&, =) = P (U, w;).
i€1 y

Nach Satz 3a.2 ist ¥ isomorph zu ®; cs sei 8 = f(4), b & ¥,
8 & O diese Isomorphie. Setzen wir w(B) = =(@), so ist (U, w)
wieder ein W-Feld, und zwar isometrisch zu (@, %) und es gelten
I) und II). Daf} die ¥;, ¢/ = 7, als Boolesche Unterverbinde
von A, gegenscitig w-unabhiingig sind, ist klar.
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