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Über die Unabhängigkeit in der Wahr- 
s cbeinlichkeits tbe orie 

Von Demetrios A. Kappos in Erlangen 

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 3. November 1950 

Einleitung 

Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist vom mathematischen Stand- 
punkt aus gesehen eine spezielle Anwendung der abstrakten 
Maß- und Integraltheorie. Die Darstellung der zufälligen Ereig- 
nisse bzw. der Zufallsvariablen durch Punktmengen bzw. Punkt- 
funktionen führt beim Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie zu 
Ungereimtheiten. Daher empfiehlt es sich, die Wahrscheinlich- 
keitsfelder (W-Felder) durch Boolesche Maßverbände (Boole- 
sche Verbände mit positivem Maß) und demgemäß die Zufalls- 
variablen dann durch Ortsfunktionen darzustellen. In einer frühe- 
ren Note habe ich skizziert, wie dies geschehen kann [1]*. In der 
vorliegenden Arbeit wird der Begriff der gegenseitigen Un- 
abhängigkeit von Untersystemen eines W-Feldes bzw. von 
Versuchen bzw. von Zufallsvariablen in diesem Sinne behandelt. 
Hierbei wird die Theorie der Multiplikation von Maßverbänden 
benötigt. Existieren nämlich in einem W-Feld Untersysteme 
bzw. Versuche bzw. Zufallsvariablen, die im Sinne unserer De- 
finitionen (Nr. 3 bis s) unabhängig sind, so ist das W-Feld selbst 
oder ein Unterfeld von ihm darstellbar als Produktmaßverband, 
dessen Komponenten die kleinsten W-Felder über diesen Unter- 
systemen bzw. den Systemen von Versuchsereignissen bzw. den 
Spektralscharen der Zufallsvariablen sind. 

Bei verschiedenen Problemen der Wahrscheinlichkeitstheorie 
betrachtet man W-Felder, die zunächst verschieden erscheinen. 
Aber jedes W-Feld mit empirischer Basis (und solche W-Felder 
liegen in den meisten Anwendungen vor) ist isometrisch zu einem 
Untermaßverband des sogenannten Febesgueschen eindimen- 

* Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis 
am Schluß der Arbeit. 
München Ak. Sb. 1950 
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sionalen Maßverbandes (Lebesgueschen W-Feldes) (3, p) (s. 
u. Nr. 12. l). Man kann daher jedes W-Feld, das eine empirische 
Basis besitzt, mit einem Unterfeld von (3, p) identifizieren und 
damit die Wahrscheinlichkeitstheorie in W-Feldern mit empiri- 
scher Basis auf die Wahrscheinlichkeitstheorie in diesem Grund- 
feld (3, p) zurückführen. Aber noch mehr! Ist (5, w) irgendein 
W-Feld (auch ohne empirische Basis) und Xx,Xv . . . eine ab- 
zählbare Menge von gegenseitig unabhängigen Zufallsvariablen 
dieses Feldes, so erzeugen die Spektralscharen dieser Zufalls- 
variablen immer ein vollideelles Wahrscheinlichkeitsfeld mit 
empirischer Basis. Die Spektralschar einer Grenzzufallsvariablen 
X der FolgeXVX2, . . . (oder einer Teilfolge), entsprechend irgend 
einem Konvergenzbegxdff der Wahrscheinlichkeitstheorie, besteht 
dann aus Ereignissen des obigen vollideellen Feldes mit empi- 
rischer Basis. Man kann also in allen Fällen die wahrscheinlich- 
keitstheoretischen Grenzwertsätze für unabhängige Zufalls- 
variable mit Methoden beweisen, wie sie für das W-Feld (3, p) 
entwickelt wurden. 

1. Vorbemerkungen. Bezeichnungen 

Zunächst sei an einige Bezeichnungen, Begriffe und bekannte 
Sätze erinnert, die im folgenden benutzt werden: 

1. 1. Wahrscheinlichkeitsfelder. (g, w) bedeutet ein 
Wahrscheinlichkeitsfeld (W-Feld) mit der W ahrscheinlichkei t 
w(x), x G 5; ferner (g, w) die vollideelle Erweiterung von 
(5> w)> d. h. das W-Feld, das aus (g, w) durch den Lebesgue- 
schen Vervollständigungsprozeß entsteht [l], g ist dann ein 
Boolescher Vollverband. Wir bezeichnen g als eine Basis 
von g. Es gilt bekanntlich g*a = g'1 * * * 5" = g [2]. Ein für allemal 
betrachten wir im folgenden W-Felder mit mehr als drei Ereig- 
nissen (Elementen). 

1. 1. 1. Ist (g, w) ein W-Feld, so bezeichnen wir (g', w) als 
W-Unterfeld von (g ,w), wenn g'ein Boolescher Unterverband 
von g ist, der das Element e von g enthält und wenn außerdem 
die Wahrscheinlichkeit in g' dieselbe ist, wie in g, d. h. Verenge- 
rung der Wahrscheinlichkeit in g von g auf g' ist. 
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1. 1. 2. Es sei (g, zu) vollideell und SK irgendeine Teilmenge 
von 5, die e enthält; dann kann man das kleinste W-Unterfeld 
in g über SK folgendermaßen bilden: 

Adjungiert man zu SK alle endlichen Vereinigungen (oder 
Durchschnitte) aus Elementen von SK, so entsteht die sogenannte 
U -(oder D-)HülIe SKW (oder SK^) von SK. Adjungiert man 
weiter zu SKW (oder SK'"'1) alle endlichen symmetrischen Diffe- 
renzen (Verbindungen) aus Elementen von SKW (oder SK°), so 
entsteht der kleinste Boolesche Unterverband SKwt (oder 59î'~'T) 
von g über SK. Es gilt nämlich 5KWT = SK^T = iß^.1 (2?ai, w) 
ist dann ein W-Unterfeld von (g, w), und zwar das kleinste 
W-Unterfeld in (g, w) über SK. Der kleinste Boolesche er-Unter- 
verband von g über SK ist [2] 

jg _ jyjjW + tfd __ ÿjW-f öa _ '))i rv 7 » <5 _ ?K'''>+a <r = 

und (95gji, zu) das kleinste vollideelle W-Unterfeld von (g, zu) 
über SK. Gilt insbesondere 33aj = g, so bezeichnen wir SK als 
eine Borclschc Erzeugende von g oder auch als eine Basis 
von g. Existiert nun eine Basis SK von g mit abzählbar vielen 
Ereignissen, so besitzt auch zu) abzählbar viele Ereignisse, 
ist also ein empirisches W-Unterfeld von (g, w) und zugleich 
eine Basis von (g, zu) im Sinne von Nr. 1.1. In diesem Falle 
bezeichnen wir (g, w) als ein W-Feld mit empirischer Basis. 
Allgemein bezeichnet man jede Teilmenge SK von g als eine 
Basis von g, falls 589Ä = g gilt, auch wenn e in SK nicht enthalten 
ist. Allerdings enthält dann 58^ nicht immer das Element e\ 
(iSjj;, ui) ist also nicht immer ein W-Unterfeld von (g, zu). Im 
folgenden werden wir immer voraussetzen, daß SK eine e ent- 
haltende Basis ist, wenn das Gegenteil nicht betont wird. 

1. 1. 3. Zwei W-Felder (g, zu) und(g', zu') heißen isometrisch, 
wenn g und g' als Boolesche Verbände (bzw. Boolesche o-Ver- 

1 Es genügt zu zeigen, daß 3)1'“'* abgeschlossen ist für fl. Es seien also 
a — ai T a2 + • • • -r ah> b — l>i + + ... 4- bm mit alt bj £ 9KW. Dann 
ist a fl b = S + at D bj und a\ D b] = foU bj) 4- at + bj £ SH'-'t d. b. 

b j . 
a H b £ SOU ■ . Analog zeigt man daß 3)lrV ein Boolescher Verband ist. 
Da außerdem, wie leicht ersichtlich, 3)1 '“'t bzw. ))!nt der kleinste 

Boolesche Unterverband von g über 3)1 ist, so gilt 3)?'“'t = 3)?''W. 
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bände) isomorph sind und wenn außerdem gilt: w(x) = w'(x'\ 
für jedes x £ §, x' £ Hierbei bedeutet x' das Bild von x bei 
derjenigen Abbildung, durch welche die Isomorphie zwischen § 
und g' erklärt wird. 

1.2. Normaldarstellung vollideeller W-Felder mit 
empirischer Basis. 

1.2.1. Es sei £ der Boolesche cr-Mengenverband aller Lebes- 
gue-meßbaren Teilmengen des (linearen) Intervalles [o, l) und 
9t das zugehörige cr-Ideal der Lebesgue-Nullmengen. Dann 
bilden die Restklassen £/9t = 5 einen Booleschen atomfreien 
Vollverband [3]. Bei der Abbildung £-*3 liefert das Lebesgue- 
Maß in 3 ein Maß y, welches nur für 8£3 verschwindet 
(positives Maß). Es ist also (3, fx) ein vollideelles, atomfreies 
W-Feld mit einer empirischen Basis. Wir bezeichnen (3, 11) als 
das Lebesguesche W-Feld. Eine empirische Basis von (5, y 
wird z. B. gebildet von denjenigen Restklassen in 3, deren 
Repräsentanten die nach rechts halboffenen Teilintervalle von 
[0,1) mit dyadischen Endpunkten sind. Es gilt dann folgender 
Satz (s. [3] Kap. X § 12 und Kap. XI § 9 sowie [4]): 

1. 2. 2. Satz: Besitzt ein vollideelles W-Feld (§, w) eine empi- 
rische Basis, so ist (§;, w) isometrisch zu einem vollideelkn 
W-Unterfeld des Lebesgueschen W-Feldes (3, y). Ist insbesondere 
(§, w) atomfrei, so ist (§;, w) isometrisch zu (3, y) selbst. 

Wir wollen hier im Anschluß an Carathéodory [4], aber 
mit einigen Modifikationen, diese Isometrie bestimmen: 

Es sei (§, w) ein vollideelles W-Feld mit einer empirischen 
Basis 20?, in welcher das Element 0 nicht enthalten sein soll, 
O. B. d. A. können wir annehmen, daß zu 91? alle Atome2 des 
W-Feldes gehören, falls solche existieren; denn die Anzahl der 
Atome kann höchstens abzahlbar sein. Es sei nun (av a2, . . .) C 
die Menge der Atome und (e, bv bz, . . .) die Menge der übrigen 
Elemente von SW. Wir können annehmen, daß jedes bt, i = 1,2, 
. . . , zu allen Atomen fremd ist, d. h. bi r\ a- = 8 für alle i 
und/gilt. Denn andernfalls können wir b, in SW durch b-, + U a\ 

2 Bezüglich der Begriffe: „Atom“, „atomar“ s. [1] § 2. 
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ersetzen, ohne die Basiseigenschaft von Wl zu zerstören. Ist (g, w) 
nicht atomar2, so ist die Menge (bv b2, . . .) nicht leer und besteht 
aus unendlich vielen Elementen. In diesem Fall ersetzen wir 
(bx, b2, . . .) durch eine Menge von Ereignissen bkj, die wir fol- 
gendermaßen konstruieren: 

Beim l. Schritt bilden wir bn = blt beim 2. Schritt: 

^21 = ^11 bn, b%2 = b^i bn b2, b23 — b% bn o b2- 

Es seien nun beim k-ten Schritt schon die nk = 2h — 1 Elemente : 

^/il> ^/i2i ■ • • 1 ^itnk> 1 = ^ C1) 

gebildet, dann besteht der (k + i)-te Schritt in der Bildung von 
2h+1 — 2 Elementen bh+l j vermöge 

2m-1 — 1 
, »* = 1,2,..., nk, (2; 

^/j+l,2m " &km~ ^km^^h+l 

sowie dem Element 

^k+i,nk+1 — &k+i (bhi 
w bhn KJ ... KJ bhn^j rK bk+1, (3) 

also von im ganzen nh+1 = 2 nh + 1 = 2,t+1 — 1 Elementen. Es ist : 

^km — &k+l, 2m — 1 2m J 
1
 = m = nk• (d) 

jede; == 0 wird also beim (,£ + i)-ten Schritt entweder in 
zwei i-fSDidenicht leere Elemente, nämlich bh+1 2m-iun<^ ^ft+i,2m> 
zerlege oder fällt mit dem einen dieser Elemente zusammen 
(wenn nämlich das andere leer ist). 

Sind 

bkry> Kr ,t>kr . wobei 1 ^ ?\ < r2 < . . . < rn 5) (3) 
”k k 

sämtliche nicht leere Elemente unter den bhi, bhi, . . . , bhn^ so 

sind sie paarweise fremd. Wir ersetzen nun in üOî die Menge 

(ßv K< ■ ■ •) durch die Menge aller verschiedenen bh p die in (5) 
für alle k = 1, 2, . . . Vorkommen, und erhalten in 

av (7n, . . . , bk-, . . .) 
11 München Ak. Sb. 1950 
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wieder eine empirische Basis von d. h. es gilt 

fflt* 
+ (j <5 cz 

VJl* ‘ = ü- 

Die Isomorphie von (§, za) in (3, p) erklären wir folgender- 

maßen : 

Es werden abgebildet 

I) e G S auf diejenige Restklasse s in (3, p), deren Repräsen- 
tant das Intervall [o, x) ist. 

II) Jedes Atom at auf diejenige Restklasse a£ in 3, deren 
i — 1 i 

Repräsentant das (halboffene) Intervall [57 za (<z,.), 5T za («,,)) ist. 
‘.=1 r=l 

Ist das W-Feld (§;, zu) nicht atomar, so ist die Vereinigung Ufl, 
i 

aller Atome echter Teil von c, also lim 57 za(a„) = 4 •< i. 
i-+oo s 

v=l 

Es existieren in diesem Falle in 9)2* Elemente bk ■ 4= 0 und es 

wird abgebildet: 

III) Jedes bhr-, i = i, 2, , nk, aus (5) suf diejenige Rest- 
i—1 

klasse ß/ir. in 3> deren Repräsentant das Intervall -f- 57 za(bkrt, 
' i'=i 

t 0 

4 + 5^ w (phr^j) ist, k = 1,2, .... Hierbei ist 57 = 0 gesetzt und 

das Intervall liegt immer zwischen 4 und 1. 

Die so erklärte Menge der Bilder der Elemente von 9)2* be- 

zeichnen wir mit M = (e, ax, a2, . . . , ßft -, . . .). Die Abbildung 

von 9)1* auf M in 3 ist eineindeutig, d. h. verschiedenen Elemen- 

ten von 9)2* entsprechen verschiedene Elemente in M und um- 

gekehrt. Da außerdem die Bilder der Atome ax paarweise fremd 

sind, das volle Element e auf das volle Element s in 3 abgebildet 

wird und da gilt: 

1) aus bpq S brs folgt ßpfi S ßrs und umgekehrt, ferner 

2) aus bpq r^brs = 0 folgt ßpf( r\ ßrs = O und umgekehrt, 

so ist unsere Abbildung isomorph bezüglich der Relationen 

und „Fremdsein“. Durch Adjunktion des leeren Elementes 0 
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bzw. O aus g bzw. 3 zu 5K* bzw. M geht SK* bzw. M über in ein 
bezüglich r>> abgeschlossenes Untersystem SK^ bzw. von g 

bzw. von 3. Läßt man noch 0 und O einander entsprechen, so 

ist die Abbildung zwischen SK*’ und M eine Isomorphie bezüg- 

lich Nun erweitert man SK^ und zu den isomorphen 

Booleschen Verbänden SK(? ' und Mr' 7 und hat zwecks Erwei- 

terung dieser Booleschen Verbände zu isomorphen Booleschen 

cr-Verbänden nur noch die Borelschen a, S-Prozesse anzuwen- 

den. SK^* aö= g und M'^T aö = 3' C 3 sind dann isomorphe 
Boolesche c-Verbände. Dabei gilt p(a) == w(a) für jedes a in M 

und sein Urbild a in SK* sowie ebenfalls für jedes a in 3' und 

sein Urbild a in g. Die erklärte Abbildung ist also eine Isometrie 

zwischen den vollideellen W-Feldern (g, w) und (3', p). Ist (g, w) 

atomfrei, so kann man zeigen daß 3' mit 3 zusammenfällt, 

d. h. (g, w) ist zu (3, p) selbst isometrisch (s. [3] Kap. X § 12, 

Kap. XI § 9). 

2. Produkte von Wahrscheinlichkeitsfeldern.3 

2. I. Produktfelder. Es sei (g;, w-ji£I eine Familie von 

W-Feldern; die Menge I der Indizes i sei von beliebiger Mäch- 

tigkeit. Eine Familie a. = (Pi)iei> ai G oder kurz <x = PaL, 

wobei aL — ist für jedes i G I ausgenommen (höchstens) endlich 

viele i' G I, bezeichnen wir als Produktereignis (kurz P-Er- 

eignis) mit den Komponenten at G gj. Dabei bedeutet et bzw. 0i 

die Gewißheit bzw. Unmöglichkeit von g^. Als Produktunmög- 

lichkeit (kurz P-LTnmöglichkeit) und mit O bezeichnen wir 

jedes P-Ereignis Pxi in welchem mindestens ein xi gleich öi ist. 

Das P-Ereignis s =Pei bezeichnen wir als P-Gewißheit. 

Irgend zwei a = Pai. ß = Pbi bezeichnen wir als unvereinbar 

: fremd), wenn a{ r\ bi = 0;für mindestens ein i G / gilt. Ferner 

\stPa
i=Pbi, wenn-entweder beides P-Unmöglichkeitcn sind 

oder, wenn ai = bi für jedes i G / gilt. Die Gleichheitsaxiome 

sind erfüllt. Die Gesamtheit aller P-Ereignissc bezeichnen wir 

mit K. 

3 Cartesische Produkte mit I = (1, 2) sind abstrakt und unabhängig von 
1 unktbegriff in der Arbeit [5] eingeführt. Dieses Verfahren wird auf Index- 

systeme“/ von beliebiger Mächtigkeit in [9] ausgedehnt. 
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Jedem a G K ordnen wir eine Wahrscheinlichkeit 7c(a) fol- 
gendermaßen zu: Für jedes a = ist nach Definition =j= ßj 
für höchstens endlich viele Indizes, etwa höchstens für die In- 
dizes iv i2, . . . , z'/j. Wir ordnen dann dem P-Ereignis K die Wahr- 
scheinlichkeit : 

"(*) = <Äi) (öiÄ) 

zu, wobei die Reihenfolge der Faktoren gleichgültig ist, ferner 
der P-Gewißheit die Wahrscheinlichkeit Tr(e) = 1. Für die P- 
Unmöglichkeit O ist dann rr(O) = o. 

2.2. Boolescher Verband der Aggregate. K ist offen- 
sichtlich kein Boolescher Verband, also (K, 7t) kein W-Feld. 
Um ('K, 7c) zu einem W-Feld zu erweitern, betrachten wir die 
Gesamtheit O aller (nicht geordneten) endlichen Komplexe 
Q = (a1, (Zo, . . . , aß) mit a - = /Vj GW, j = 1, 2, . . . , k, von 
paarweise unvereinbaren P-Ereignissen. Wir bezeichnen die 0. 
als Aggregatereignisse (kurz Aggregate). Speziell für k — 1 
liefert jedes a G K ein Aggregat (a). Wir bezeichnen ein Aggre- 
gat (ocj, «2, . . . , an) mit a- = Aßj G W, j = 1, 2, . . . , 22, als git- 
terartig, kurz U-Aggregat, wenn gilt: 

r\ a'l — 0j oder für jedes Paar (/, £) aus (1,2,..., ») 
und jedes i G /. 

2.2.1. Gitterartige Darstellungen für Aggregate erhält man 
folgendermaßen : 

I). Es sei zuerst a — Pat G W und es seien endlich viele Kom- 
ponenten von a, etwa ai., j = 1, ... k, Vereinigungen je von 
paarweise unvereinbaren Ereignissen aus 'etwa: 

a- — ah. W ■ • . KJ a!, 1 < r,- *< -j- 00, ; = 1, 2, ... k. 
Ij Xj   J J 

Aus dem Ausdruck 

<0 X • • • X (a]k W . . - ^4 a$ 

erhalten wir durch formale Entwicklung nach dem distributiven 
Gesetz insgesamt r =ri. . . rk ^-Tupel der Form 

mit 1 £jm ^ rm, m = 1, ... ,k. (1) ab X • ■ • X ak 

" %k 
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Jedem i-Tupel (1) ordnen wir das P-Ereignis azu, das 

wir aus Pai erhalten, indem wir die Komponenten a{i, . . . , a-^ 

durch ah, . . . , d* ersetzen. Die r P-Ereignisse .. ,■ , 

1 < j ^ rm, sind paarweise unvereinbar und bestimmen ein 
Aggregat (cd, . . . , ar), das wir als eine Zerlegung (od, . . . , aP) 
des P-Ereignisses a bzw. des Aggregates (a) in r feinere P-Ereig- 
nisse bezeichnen. Die in dieser Weise erklärten Zerlegungen 
von et in feinere P-Ereignisse sind immer gitterartige Aggregate, 
(a) selbst betrachten wir ebenfalls als eine solche Zerlegung; wir 
erhalten nämlich diese Zerlegung, wenn wir rm = l, m = 1, 2, . . 
. . . , k setzen. 

II) Es sei nun (ax, . . . , am) ein beliebiges Aggregat. Jedes 
Aggregat (K*, . . . , oc*), n m, welches wir aus diesem durch 
Zerlegung der <z3-, 7 = 1,..., m, in feinere P-Ereignisse erhalten, 
nennen wir eine Zerlegung von («, . . . , am) in feinere P-Ereig- 
nisse (ocx, . . . , a*), » ^ Es ist klar, daß eine Zerlegung von 
(Kx, . . ., cf.m) nicht immer ein gitterartiges Aggregat zu sein 
braucht. Eine Zerlegung (</.*, . . ., oc*), n P m, von (a.x, . . ., am) 
in feinere P-Ereignisse, die gitterartige Aggregate sind, bezeich- 
nen wir als eine zu (ax, . . ., am) gehörige Gitterzerlegung 
oder gitterartige Darstellung von (xv . . ., am). Wir wollen 
jetzt die Existenz von gitterartigen Darstellungen eines Aggre- 
gates (ax, . . ., am) nachweisen. Es sei a3- = .ftzf, 7 = 1,..., m. 
Es existieren nur endlich viele Indizes aus /, etwa iv . . . ih, so 
daß zu jedem it, t — 1, ... k, mindestens ein ; £ (1, . .., ni) 
existiert mit at* =}= Wir betrachten nun die Ereignisse: 

a\t> • • • aus für jedes t = 1, . . ., k. 

Wir können dann in Ereignisse sj, . . ., si, ht ^ 2m, der- 

art bestimmen, daß diese paarweise unvereinbar sind und außer- 
dem gilt: 

v, = «t w w a? = sj KJ 

sowie 
. KJ s.‘ 

h 

(A) ai = sh KJ ... KJ 
lt H 

Jr. 
A-.J mit (71, . . .,7 ) C (l, • ■ -, Ä,), 

7 = 1,2,..., nt, 



i66 Demetrios A. Kappos 

für jedes t = i, . . k (s. [5] S. 56). Mit Hilfe der Dar- 
stellungen (A) von ai, t — 1, k, zerlegen wir nun jedes 

j = 1, . . m, in feinere P-Ereignisse, wie in I) beschrieben 
wurde. Wir erhalten so eine Zerlegung von (ocj, . . ., am) in 
feinere P-Ereignisse, die, wie leicht ersichtlich, ein gitter- 
artiges Aggregat ist. Zu jedem Aggregat (a 1, . . ., am) gehören 
also gitterartige Darstellungen («*, . . ., oc*), n m. Ebenso 
zeigt man, das zu je zwei Aggregaten fi.1: . . ., am) und (ßx,..., ßk) 
gitterartige Darstellungen (af, . . ., K*), n A m, und (ß*,..., ß*), 
h A /é, derart gehören, daß je zwei der a*, ß* entweder unverein- 
bar oder gleich sind. 

2. 2. 2. Definition: Zwei Aggregate (a.v . . ., a?)l) ;und 
(ßx, . . ., ßft) heißen gleich, wenn entweder jedes nur aus P-Un- 
möglichkeiten besteht, oder wenn zu beiden eine und dieselbe 
gitterartige Darstellung gehört. Die Gleichheitsaxiomc sind 
erfüllt. Nach dieser Definition ist speziell jedes Aggregat gleich 
einer jeden seiner Gitter Zerlegungen. 

2. 2. 3. Definition: Wir schreiben (ax, . . ., am) c: (ß1,..., ßfJ, 
wenn zu diesen beiden Aggregaten gitterartige Darstellungen 
(a*, . . ., a*), n fl m, bzw. (ß*, . . ., ß*), hfipk, hjj, n, gehören 
derart, daß jedes a* gleich genau einem ß* ist. Für die so% defi- 
nierte Relation £ gelten die Axiome der teilweisen Ordnung. 

Die definierte Gleichheit und teilweise Ordnung in <I> sind 
unabhängig von der Wahl der benutzten Gitterzerlegungen und 
machen ® zu einem Booleschen Verband. 

2. 2. 4. Bemerkung. Im folgenden betrachten wir K als ein 
Untersystem von 5>, indem wir jedes a £ AT mit derjenigen 
Aggregatcnklasse aus <t> identifizieren, zu welcher das Aggregat 
(K) gehört. Außerdem benutzen wir allgemein zur Bezeichnung 
der Aggregatenklassen in griechische Buchstaben, a £ O soll 
also immer eine Klasse a in $ von gleichen Aggregaten bedeuten. 
Ist nun (K2, . . ., c/.j) mit a- £ K, j = 1, ... k, ein Aggregat 
dieser Klasse a, so dürfen wir schreiben : a = «x U . . . W o.l; 
d. h. wir dürfen die Klasse a durch die Vereinigung ax VD ... W a.h 

der paarweise unvereinbaren P-Ereignissé a.- £ K C ® reprä- 
sentieren. Wir bemerken außerdem, daß K, als Untersystem 
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von $ betrachtet, abgeschlossen für die Operation PU ist und 
daher Kf = ® gilt (vgl. unsere Betrachtungen [5] § 7, die auf 
den vorliegenden Fall übertragbar sind). 

2.3. Das W-Produktfeld (<f>, 7t) und seine Erweite- 
rung. 

2. 3. 1. Die Wahrscheinlichkeit 7t in $ erklären wir so: 

Es sei K G <£> also OL = cr.h mit v.- G K,j = 1, . .., k, 
und aq r\ v.p = O für q =[= p\ dann setzen wir 

7t (a) = 7t (oj) + ■ ■ • + 7Î (K/,) . 

Somit ist 7t (a) unabhängig von dem gewählten Repräsen- 
tanten ... VJ oik von a. (<I>, 7t) ist ein W-Feld und zwar das 
kleinste W-Feld über dem Untersystem K von <D; wir setzen: 

(®. -) = P, (Si. <) 
itj 

und bezeichnen (<J>, 7t) als W-Produktfeld mit den Kompo- 
nenten (§;, wi), i G I- 

2. 3. 2. Es sei (®, 7t) die vollideelle Erweiterung von (O, 7t), 
(vgl. diese Arbeit Nr. 1.1) in Zeichen: 

'Jb *) = P.(Si, w'i)- 
i€ 1 

Ist (g;, wt) die vollideelle Erweiterung von (§), w^j, i G /, so 
sei gesetzt (S>*, 7t) = P (§;, (®, 7t) ist dann isometrisch 

i e i 

zu einem W-Unterfeld von (O*, 7t). Ist nun (0*, 7t) die voll- 
ideelle Erweiterung von (<D*, 7t), so gilt: . . 

(®, 7t) = P (g;, wt) ist isometrisch zu (®*, 7t) = P (gi, ztu); 
iei iEI 

in Zeichen: (®, 7t) = (®*, 7t)4. 

2. 3. 3. Es sei jedes (g), zi\) vollideell und besitze eine empi- 
rische Basis ($°, œç), i G /; dabei sei überdies / eine abzahl- 
bare Menge. Es sei ferner K bzw. K° die Menge aller Produkt- 
ereignisse, gebildet aus den §) bzw. $5”, i G /. Wir setzen 

(®, 7t) = P (%it wt) bzw. (0>°, 7t) = P (g°, a/i). 
. i fc / i € / 

1 Für die Beweise vgl.-[9]. 
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Wegen Nr. 2. 3. 2 gilt (cp, —) = (<l-0, n). Da aber K° abzahl- 
bar ist, so ist auch 0° abzählbar, d. h. (0°, 71) ist zu einer empi- 
rischen Basis von (O, 77) isometrisch. Es gilt also der 

Satz: Besitzt jedes vollideelle W-Feld (gj, wj, i G /, eine 
empirische Basis und ist I abzählbar, so besitzt (c]>, ~) = 

= P (%v wd ebenfalls eine empirische Basis. 
i e i 

2.3.4. Bei hinreichend großer Kardinalzahl der Komponenten 
ist das Produktfeld atomfrei. Genauer: 

Satz: Vor.: Es seien wj, i G I, W-Feldern, wobei die 
Mächtigkeit von I A 

Beh.: 1) Es besitzt (0,77) = P (§*, wj) keine Atome. 
ie i 

2) Es besitzt sogar (<I>, 7r) = p ($it wj s P(^it wj keine 
iE 1 

A tome, (A) wenn die Mächtigkeit von 1K(i ist, oder (B) wenn es 
zwei Konstanten E2 und eine Teilmenge F von I mit abzählbar 
unendlich vielen Elementen gibt, so daß für jedes i G /' C l 
mindestens ein G existiert mit o <C ^ ^wi (aj SL %2 <D' 

Zusatz: Gilt für eine Teilmenge /' von I mit der Mächtigkeit 
jp x . daß jedes (ßit w0 = (§, w), i G /', wobei das W-Feld be- 
liebig ist, so ist die Bedingung (B) erfüllt und folglich gilt der 
obige Satz. 

Beweis des Satzes. Betr. Beh. 1): Es genügt zu beweisen, 
daß kein a G K ein Atom ist, denn jedes a G O ist in der Form 
a XKJ ... KJ v.k mit G K, i = 1, . . ., k, darstellbar, wobei die 
Glieder paarweise fremd sind. Es sei also oc = Pai GZ, a == 0, 
wobei at = ei für jedes i G / ausgenommen nur endlich viele 
Indizes, etwa ilt . .., ^ G /■ Für jedes * G I existiert ein b{ G Si 
mit o < wi (bj ■< 1. Ferner existiert ein i' =j= zj, . . ., ik. Das 
Element 8 = Pdi mit dv — bv, sonst di = ai für i G I mit 
i =}= i', ist also verschieden von O und echter Teil von a, d. h. 
a kein Atom. 

Betr.Beh. 2) (A): Es sei a G 0CT<5 = ff), a =j= O. Dann ist 

oc = n aj mit oc- G M und a3- 2 a3-+1, 7 = 1,2,..., außerdem 
<y.j = U Xjn, wobei xjn G K;j, n = 1, 2, . . . und a.jk najm =0 
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für k =(= mh. Nun betrachten wir jedes a.-n = Pa|n. Es existieren 

endlich viele Indizes i für jedes j, n, so daß a\n =j= sonst aber 

ain = e{. Für alle j, n existieren also höchstens abzahlbar viele 

Indizes i, so daß 4= ei; sonst gilt a\n — e{. Da die Mächtigkeit 

der Indexmenge I größer als «0 ist, so existiert ein z'0 G /, so 

daß a]P = eio für alle j, n = l, 2, 3, . . . gilt. Nun setzen wir: 

«■„ = Pa'iin mit aPn = ai(i sonst a[jn = a{n. 

Hierbei soll aio fest für alle j, n sein und außerdem sei 

o < wio («J < wio (<?io) = 1. Das Ereignis a' = fl a'- mit «'• =U«jn 

ist dann in a enthalten und verschieden von O und weil TU (cd) = 

zvio(aio) TU (a) < 7t (a) gilt, so ist cd echter Teil von a, also a. 

kein Atom. 

Betr.Beh. 2) (B): (I) Wir zeigen zuerst: Zu jedem oc G 

a 4= O, existiert ein ß G derart, daß ß echter Teil von a 

ist und 7U («) ^ TU (ß) ^ £2 ~ Ja) gilt- 

Da a = U a}- mit afe am = O, A =(= m, a.- G A", j = 1, 2, 3, 

. . ., darstellbar ist5, so brauchen wir (I) nur für jedes a G AT, 

a 4= O, zu beweisen. Es sei also a G AT, wie in Betr.Beh. 1) ge- 

geben, nach Voraussetzung (B) existiert zu jedem i G I' C I 

ein a[ G So so daß gilt- Ferner existiert ein 

festes i' G /' verschieden von den Indizien 4, . . ., zft. Das Ele- 

ment ß = Pbi mit bv — a'v, sonst bi = für i G /, z =t= z', ist 

also verschieden von O und echter Teil von cc, wobei noch ^ TU («) 5S 

TU(ß) <i H2 TU (a). Damit ist die Beh. (I) auch für c(G$5 bewiesen. 

(II) Es sei nun a G <F'I<S = 'F, also a = H an mit a.n G O" 
n=l 

und an 2 an+i, » = 1, 2, 3, . . Dann gilt Tu(a) = lim Tu(an) 
n-> 00 

und o >< TU (a) ^ TU (a„). Wir ordnen jedem an ein ßn nach (I) 

zu, so daß ßn echter Teil von an, verschieden von O ist und 

0 Jedes ist als Vereinigung von paarweise fremden Elementen aus 
K darstellbar. Denn wir haben zuerst a = U ajj mit ajj G <P. O. B. d. A. 
können wir annehmen, daß Q n = 1, 2, 3, . . ., gilt. Wir haben aber 
dann a = U aj, mit ai = a'/, ajj = a," + aji_i, n = 2, 3, . . also o4 G <I> 
und ah Pi am = O für k =t= m. Da aber jedes a'n G ® als Vereinigung von 
endlich vielen paarweise fremden Elementen aus K darstellbar ist, so ist die 
Behauptung bewiesen. 
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O < Ça TT (a„) £ l2 ~ (an) < G « = 1, 2, 3, . . . gilt. 
Dann ist O 4= "fimalg ßn= ß echter Teil von a, denn es gilt: ßnC 

?l-> CC 

und o < ^ - (a) TU (ß) ^ ç2 - (a) < TU (a). Damit ist gezeigt, 
daß a G <I> kein Atom ist. 

3. Gegenseitig unabhängige Untersysteme eines W-Feldes. 

3. 1. Definitionen. Es sei (g, w) ein W-Feld. Eine Teil- 
menge 21 von die abgeschlossen ist für die in % erklärte Ope- 
ration rx, in Zeichen 2W = 21, bezeichnen wir als ein O-Unter- 
system von 5; dabei soll ein f~vUntersystem 21 von $ min- 
destens ein Ereignis = 8 enthalten. 

Es sei jetzt I eine beliebige Indexmenge. Die rX-Unter- 
systeme 21;, i G /, von g heißen gegenseitig ^-unabhängig 
(bezüglich des W-Feldes (§;, wf), wenn für irgendwelche der 
endlich vielen Indizes f - G / und beliebige ciij G 2ly, j — 1, 2, 
. . k, gilt: 

w (ah 0 . . . rv aik) = w (aQ . . . w (aQ. (U 

Aus dieser Definition folgen unmittelbar die beiden Sätze: 

3. 1.1. Satz: Sind die C\-UnterSysteme 21;, i G I, von § 
gegenseitig w-unabhängig, so ist jeder e?idliche Durchschnitt 
ait rv . . . rv a-ik mit i- G / und a-V) G 2t;y, nicht leer wenn 

«ij 4= 6, j = 1, • • -, k. 

3.1.2. Satz: Sind die C~\ -Untersysteme 21i( i G /, von % gegen- 
seitig w-unabhängig, so sind beliebige -Untersystem 95j, 
i' G Z/OTZ 5 h' (Z_ I und S5.;, C 21;,, i' G ebenfalls gegen- 
seitig w-unabhängig. 

3. 2. Es sei (§, ze/) ein W-Feld und 21;, für i G /, eine belie- 
bige Teilmenge von §, also 21; C §; dann bezeichnen wir durch 
(21*, z£/j) das kleinste W-Unterfeld von ($, w) über 21;, für 
i G I- Es gilt: 

3.2.1. Satz: Vor. Die r\-Untersystème 21;, i G /, von % 
seien gegenseitig w-unabhängig. (21, w) sei das kleinste W-Unter- 
feld von (§, ?u), das jedes 21;, i G /, rt-Unfersystem von 21 
enthält. 
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Bch. 1) Die Booleschen Untervez'bände 2lf, i £ /, von $ sind 
ebenfalls gegenseitig w-unabhängig. 

2) Das W-Feld (21, w) ist isometrisch zum Produktfcld 
(O, 7t) = P (21*, zuj) zmd zwar derart, daß dabei insbesondere 

jedem Durchschnitt at r\ . ■ ■ n a- £ 21 mit a. £ 21*, j = 1, 1 k *j 

. . ., k, als Bild das P-Ereignis P bi mitbi — aifüri = iv . . . ik 
iei 

sonst bi = ci= e entspricht. 

Bew. Betr. Beh. 1): O. B. d. A. können wir annehmen, daß 
jedes 21; das Ereignis e enthält, denn durch Adjunktion oder 
Weglassen von e bleibt jedes 21;o-Untersystem von 5 und die 
gegenseitige zu-Unabhängigkeit wird nicht gestört. Nach Nr. 1.1.2 

gilt dann 21* = 21/. Wir zeigen nun, daß (U) (vgl. Def. 3, 1) 
gültig bleibt, wenn ein ai durch a; + Q ersetzt wird, wobei 

d; £ 21-. O. B. d. A. setzen wir voraus, daß j = 1 ist. 
J J 

Es ist nämlich: 

w ((ß;i + aQ rvîi:n... rt aQ = w (ah + aß ■ 

• w (a0 ■ ■ • ™ (%) denn wir halten links 

(1 J 

w (K + d-Q rt. . . rt aQ = w (ah ^ au_ n, . . . rt a^ + a'h rv 

r\ a-h rv • . . r\ aQ = w (ak r\ au_ rv . . . rt aQ + w (a'k r\ au_ r\ 

r\ ■ • • r\ aQ — 2 w (a% rw dh rt ah 0 . . . aQ 

und rechts : 

w K T dß . w (ad) . . . w (aQ = w (aQ . za (aQ . . . w (aQ + 

+ w (4) w (a0 ■ ■ ■ 
w (aQ — 2 w (ßij o aQ za (aQ . . . w (aQ . 

Aus 

w K rt. . . rv aQ = zu (aQ ...w (aQ 

w (4 o ß;3 rw . . rt aQ = za (aQ . w (aQ . . . zv (aQ 

w (H ^ a'Q rt au_ r\ ... r\ aQ = za (ah o aQ . 

• v) (aQ . . .za (aQ 
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ergibt sich (l). Durch Induktionsschluß beweist man, daß (1) 
richtig bleibt, wenn beliebige der a- , j — l, 2, . . ., k, durch 

einen Ausdruck a'■ = aj + . . . + aNj mit <2? G 21-, q = i . . . 
V V ‘ ' ij } i 

Nj, ersetzt werden. Es gilt also (U) für a; G 21*, j = 1, . . . k. 

Damit ist bewiesen, daß die Booleschen Unterverbände 21*, i G /, 
von % gegenseitig zu-unabhängig sind. 

Betr. Beh. 2): Es sei Ä die Gesamtheit aller Durchschnitte 
ai± r-i . . . r\ aik G § entsprechend beliebiger Wahl sowohl der 

endlich vielen Indizes (ix, i2, . . ., zft) C I als der G 21’, 

j — 1,2, . . ., k. Wir setzen auch hier voraus, daß jedes 21* das 

Element e enthält (vgl. Betr.Beh. 1), Beginn). 

(1) Wir bemerken: Sind zwei a{ und av mit i =j= z', ver- 
schieden von 0 bzw. e, so gilt immer at =f= adenn es muß 
gelten ai r\ ät =j= 0, wobei äx das Komplement von a^ bedeutet. 
Irgendwelche a =a{ r\...r\ a ; G bzw. a’ = a- r^.-.r^a- G -S 

können wir in der Form a = a,r\ . ■ ■ r\at bzw. a’ = a, r\... r\a, 
1 n 1 » 

schreiben, wobei (tlt . . ., /„) die Vereinigung von (2), . . ., z'/L) 
und (7), . . .,_/m) bedeutet, also n^k -\-m, und a( = e, wenn 

tq =riv..., ik, bzw. a,9 = e, wenn =f=/i> • • .jm. O. B. d. A. 
können wir also immer voraussetzen, daß irgend zwei a, a! G & 
gleiche Anzahl Glieder und dieselben Indizes aufweisen. Nun 
gilt 

(a) Zwei von 0 verschiedene a, a! G $ sind dann und nur dann 
unvereinbar, wenn bei jeder Darstellung a = ati r\ .. ■ rv a,, 

a’ = ati n,.. . r\at gilt: at r\at — 0 für mindestens ein tq, 

q — 1, . . ., n (Bew. klar!). 

(b) Zwei von 0 verschiedene «,«'Gä sind dann und nur dann 
gleich, wenn bei jeder Darstellung a — ati rv... r\ ß/, 
a! — ati rv . . . r-\ gilt: at — für jedes q = 1, . . . n. 

Bew.: D änn klar. INi ur danni ctr — CL fol^t ct & ■ 

= (aix r\ at^) n\... (afn a= a = a! und also w (a r\ a') = 
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= w (a) = w (ß') = w (ati rt atl) . . . w (aln rt ßj ). Angenom- 

men für mindestens ein q = 1, . . « würde gelten: =4= ß^. 

Da a, r\à, Q«/ bzw. £ ßj für jedes q — 1, . . ., n, so wäre 
tq lq lq lq 

w (a r\ ß') < w (a) bzw. w (a) (Widerspruch!). 

(c) Ä ist ein riN-Untersystem von §;, enthält e und es gilt: 

a = (ß^ rt ß^) r\ . . . r\ (atn rv a,) für irgendzwei a, a'£l 

mit a = ati r\... r\ ain, a! — a'ti r\ .. . r\ a\n (Bew. klar!). 

(2) Wir ordnen jedem a = a^ r\ ai% r\. . . rv ß.f G -il ein- 

eindeutig das P-Ereignis ß = G K C ® zu (vgl. Nr. 2.2.4) 
i 61 

mit = ßj für i = ilt i2, . .., sonst ^ = e. Es sei ß - /(«), 
«£l, ß G Ä diese eineindeutige Zuordnung. Aus (1) (a), (b) 
und (c) und den entsprechenden Regeln für die Elemente von K, 
letzteres als Untersystem von €> betrachtet (vgl. Nr. 2. 1)6, folgt, 
daß die Zuordnung ß = /(ß), ß G K C eine Iso- 
morphie ist. Aus (c) und Nr. 1. 1.2. folgt, daß fU ein Boolescher 
Unterverband von g und, wie leicht ersichtlich, gleich dem 
Unterverband 21 von % ist. Da außerdem K* = (& gilt, weil wir 
K als Untersystem von betrachten, so wird die Zuordnung 
ß=/(ß) eine Isomorphie zwischen =21 und K~ = <D, 
wenn wir ihren Definitionsbereich durch die Festsetzung: 
<y —f (s) für G = ß1 -j- • • • -j- ß” G O, J = ß1 + • • • -f an G 21 
mit ß1 = /(ßl), i — 1, . . ., n, erweitern. Außerdem ist w(d) = 
7t(ß) bzw. w(s) =7T(CT), wie aus der Erklärung der Zuordnung 
ß = /(ß) bzw. G = f{s) folgt, d.h. (21, w) ist zu (<D, nr) iso- 
metrisch. Damit ist der Satz bewiesen. 

3.2.2. Zusatz: Es sei (§, w) vollideell. Es seien ferner die 
r\ Untersysteme 21i; i G I, von g gegenseitig w-unabhängig. Es 
iedeute 21j den kleinsten e enthaltenden Booleschen G-Unterver- 
band von % über 2Ij für jedes i G /. Dann sind die Booleschen 
G-Unterverbände 21j, i G /, von § ebenfalls gegenseitig w-un- 

6 Bezüglich (c) sei bemerkt daß: aus a = Pait ß = Pài Q.K ebenfalls folgt 
œ r\ ß = P (ß; ^ b) 6 K und K, als Untersystem von ® betrachtet, ebenfalls 
^-abgeschlossen ist (vgl. Nr. 2. 3. 4). 
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abhängig und (4), ~) = P (21*, w>) = (4>*, TZ) — P (2(i; zc’i) 
i€I i 6 I 

ist isometrisch zu dem kleinsten vollideellen W-Unterfeld 
(ä(, w) von (g, w), das jedes 2tf, i G I als r\-Unt er system von 31 
enthält. 

Bew.: Nach Satz 3. 2. 1 sind die Booleschen Unterverbände 
21*, i G /, von 5 gegenseitig ^-unabhängig. Jedes ai G 21; ist 
als w-lim = a-, darstellbar, wobei df G 21?, n — 1,2, . . . 

n->co 

(vgl. [5] § 11-12). Nun haben wir: 

ah r\ . . ■ a{ = (zu-lim afj r\ . . . (zc/-lim a'-^ = 

- zu-lim (ai± ... n, a^ für a-_ G 2t,-, ij G I, j = 1, ■ . -, k\ 

denn jedes 21p i G /, ist bezüglich der Operationen rpund -j- ein 
algebraischer Ring und die beiden Operationen für die zoKon- 
vergenz sind stetig. Die Isometrie zwischen (4>, ~) bzw. (4)*, ~) 
und (2t, zu) folgt nun aus dem Satz 3. 2. 1. 

3. 3. Es sei (0, — ) = P (§), wj ein W-Produktfeld. Dann 
ie i 

bilden die P-Ereignisse cc = Pai mit ai = et, wenn i =p j für ein 
j G I, und ai = x-, wenn i =j, für alle G Sj bei festem / G l 
einen Booleschen Unterverband 4/ von 4), der isomorph zu ÿj 
ist. (4>3, Tr) ist also ein W-Unterfeld von (4>, TZ) und isometrisch 
zu dem W-Fcld (§■, wf Aus dieser Isometrie und der Definition 
des Produktfeldes (4>, TZ) folgt, daß die Booleschen Unterver- 
bände 4u, i G /, von 4> gegenseitig rc-unabhängig sind. 

Man beweist leicht: 

3.3.1. Satz: Es sei (§, vti) ein W-Feld und besitze ein II - 
Unterfeld (§', w), das isometrisch zu einem W-Produktfeld 
(4>, TU) = P (Si, wj sei. Es seien ferner 21p i G /, r\-Untcr- 

i e i 

Systeme von $' und bei der vorausgesetzten Isomorphie zwischen 
5 und 4> sei jedes 2ti auf ein Untersystem des 4>4 (vgl. Nr. 3. 3) 
abgebildet. Dann sind die r\-Untersystème 2^, i G I, von %' 
gegenseitig w-unabhängig. 

Aus 3. 2. 1 und 3. 3. 1 folgt: 
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3. 3. 2. Satz: Ein W-Feld (§, zu) besitzt dann und nur dann 
gegenseitig w-unabhängige Untersysteme, wenn (§, w) selbst oder 
ein W-Unterfeld (§', zu) von (5, zu) zu einem Produktfeld iso- 
metrisch ist. 

Ist P (Sji zu)) ein W-Produktfeld, zu welchem (%, w) bzw. 
i 6 1 

sein Unterfeld (§', w) isometrisch ist, so schreiben wir 

(5, zu) bzw. (g', w) = P (§i, ze>d 
i e i 

und bezeichnen P (§(, wi) als eine Produktzerlegung von 
i 6 I 

(g, zu) bzw. (§', zu) in die gegenseitig zu-unabhängigen W-Felder 
(§j, zuj. Hierbei fassen wir die (S;, zu)) als W-Unterfelder von 
(S, zu) auf. 

Sind (Si, wj), 2 G /, beliebige vorgegebene W-Felder, so 
können wir das W-Feld (€>, —) = P(Sj, bzw. (O, 7t) = 

P (S;, zu)) bilden und (<I>, ~) bzw. (O, ~) als W-Oberfeld von 
i£I 

allen (Sj, zu)) auffassen. Die Booleschen Unterverbände Sn * G /, 
von <D sind dann gegenseitig 77-unabhängig. 

Beispiele. Es gilt: 

(1) (3, p) = P (Sj, [Xi) mit Sj = 3, Pi = p für jedes /, dessen 
t e i 

Mächtigkeit <1 ist [6]; in (3, p) existieren daher abzahlbar 
viele gegenseitig zu-unabhängige Untersysteme, (x) gilt aber 
nicht, wenn die Mächtigkeit von I größer als s0 ist, auch wenn die 
Felder (3;, p{) durch beliebige andere Felder als (3, p) ersetzt 
werden. Denn die rechte Seite in (1) wird dann immer ein W- 
Feld ohne empirische Basis. Wir haben also 

3. 3. 3. Satz: Das Lcbesguesche W-Feld (3, p.) bzw. ei?i Unter- 
fcld von ihm bzzu. jedes W-Feld mit empirischer Basis besitzt 
höchstens abzählbar viele gegenseitig ^-unabhängige Unter- 
systeme (als deren Prodzikt es darstellbar ist). 

4. Gegenseitig unabhängige Versuche 

4. 1. Es sei (§, zu) ein W-Feld. Es sei ferner (g, zu) seine voll- 
ideelle Erweiterung. Als Versuch a = (a))iei in § bzw. mit 
den Zerl egungsgliedern ai bezeichnen wir jede Zerlegung 
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e — U ßj von e in g bzw. g mit G g bzw. Æj G g, + 0, 
iE I 

ai — 0, i =|-j\ i, j G I. Es gibt bekanntlich in g bzw. g 
Versuche mit nur höchstens abzahlbar vielen Zerlegungsgliedern 
[1], Wir werden also einen Versuch einfach durch (a^, 0%, . ..) 
oder e — *U«j bezeichnen. Ist 0 ein Versuch, so bildet (0, e, 
av a2, . . .), als Untersystem von g bzw. von g betrachtet, offen- 
sichtlich ein rvUntersystem von g bzw. g. Wir definieren: 

4. 1. 1. Definition: Die Versuche ait i G /, mit = (aa, 
aj2, . . .), in g bzw. in g heißen gegenseitig w-unabhängig, wenn 
und nur wenn die r\-UnterSysteme (0, e, aiv ai2, ■ ■ .), i G /, 
von g bzw. g gegenseitig w-unabhängig sind. 

Bemerkung: Ein von 0 bzw. e verschiedenes Ereignis x 
in g bzw. g ist, als Untersystem von g bzw. g betrachtet, ein 
rvUntersystem. Wenn daher Untersysteme mit nur einem Er- 
eignis w-unabhängig sind, so werden wir auch die zugehörigen 
Ereignisse xi G § bzw. xi G g, i G J, als gegenseitig w-unab- 
hängig in g bzw. g bezeichnen. 

Es gilt der 

4. 1. 2. Satz: Die zweigliedrigen Versuche (at, äß i G I, in 
g bzw. g sind dann und nur dann gegenseitig w-unabhängig, 
wenn die Ereignisse x{ G $ bzw. g, i G d, mit = ai oder 
xi — V gegenseitig w-unabhängig sind. 

Bew. Nur dann-, klar; denn jedes xt, als Untersystem von § 
bzw. g betrachtet, ist in (0, e, ait ä*) enthalten. Dann-, Sind die 
r;G g bzw. g, i G I, gegenseitig w-unabhängig, so sind die 
Booleschen Unterverbände (0, e, ait äi), i G /, von g bzw. ? 
gegenseitig w-unabhängig (vgl. Satz 3.2.1), also (nach Def. 
4.1.1) auch die Versuche (a-v ä,), i G /■ 

4. 2. Die Versuche (aiv ai2, . . .) i G I m g bzw. g seien gegen- 
seitig w-unabhängig. Wir ordnen jedem Versuch (aiv a. ..), 
ein W-Unterfeld (21,, wj von (g, w) bzw. (g, w) folgendermaßen 
zu: Mit dem ra-Untersystem (0, e, aiv ai2, ...) = ©{ von g bzw. 
g als Basis bilden wir <3? = 21,. In 2t., erklären wir die Wahr- 
scheinlichkeit Wj wie in (g, w) bzw. ("g, w). Die vollideelle Er- 
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Weiterung (2I.;, zu*) von ('21;, wj in (g, zu,-) ist dann atomar und 
isomorph zu dem Booleschen Mengenverband aller Teilmengen 
von (au, ai2, . . .), wenn wir die atl, ai2, ... als Punkte (Atome) 
betrachten. Die Booleschen Verbände bzw. o-Verbände 21; bzw. 

21,, i G /, sind gegenseitig zu-unabhängig. Das W-Produktfeld 

(O, 7t) P (21), zu,-) bzw. (d), TU) 
i € 1 

p (21;, zu,.) = p (21;, zu,.) 
i€I i€J 

ist isometrisch zu dem kleinsten W-Unterfeld bzw. dem kleinsten 
vollideellen W-Unterfeld (21, zu) bzw. (21 ,w) von (g, zu) bzw. (g, zu), 

in welchem jedes (21,-, wj bzw. (21,-, zuf) als W-Unterfeld enthal- 
ten ist. 

Ist (A, zu) bzw. (21, zu) mit (g, zu) bzw. (g, zu) identisch, d. h. 
(0, TU) bzw. (<J), TU) ZU (g, zu) bzw. (g, zu) isometrisch, so sagen 
wir : 

Die gegenseitig w-unabhängigen Versuche (<%, aj2,. . .), i G /, 
erzeugen das W-Feld (g, zu) bzw. (g, zu). 

Es gilt der Satz: 

4. 2. 1. Satz: Erzeugen die gegenseitig w-unabhängigen Ver- 
suche (au, ai2, . . .), i G I, ein vollideelles W-Feld (g, zu) und ist 
die Mächtigkeit von I gleich oder kleiner als «0, so besitzt (g, zu) 
eine empirische Basis. Ist die Mächtigkeit von I größer als «0, so 
besitzt (g, zu) keine empirische Basis. Ist (1) die Mächtigkeit 
von I größer als s0 oder (2) gleich K0, und existieren aber zwei 
Konstanten £,, t2, .tu daß o <f 4i S) w(af) ^ E2 < 1 für min- 
destens ein 7 = 1,2,... und für jedes i G I' C. f wobei F 
ebenfalls die Mächtigkeit s0 besitzt, so ist (g, zu) atomfrei und im 
Falle (2) szz (3, p.) isometrisch. 

Der Beweis dieses Satzes folgt aus Satz (2.3.4). 

4.2.2. Folgerung: In einem W-Fcld mit empirischer Basis 
können höchstens abzahlbar viele gegenseitig w-unabhängige Ver- 
suche existieren. 

4.2.3. Bemerkung: Arbeitet man in der Wahrscheinlich- 
keitstheorie konstruktiv und setzt man voraus, daß gewisse Ver- 
suche (ajv a-o, . . .), i G 1. denen man Wahrscheinlichkeiten 
u'(aij) mit 

w(.an) + 7u(öi2) + ■ • • = 1, o . zu (<?.,.,.) < 1 
i- München Ak. Sb. 1950 
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zuordnet, gegenseitig w-unabhängig sein sollen, so kann man 
nach Nr. 4. 2 das W-Feld (0,71) — P (21;, zvt) bzw. (q>, 71) = 

i e i 
P (21;, bilden und die Versuche (aiv ai2, ...), i G/, in dieses 

i e j 
Feld einbetten. Handelt es sich um höchstens abzahlbar viele 
Versuche, so ist das konstruierte W-Feld (O, iz) bzw. (<D, 7t) iso- 
metrisch zu einem W-Unterfeld von (3> 4). In diesem Fall kann 
man also die Versuche (aiv ai2, . . .), *'£/, als Versuche in 
(3, jx) auffassen. 

5. Gegenseitig unabhängige Zufallsvariablen 

5. 1. Es sei (§, w) ein W-Feld, es sei ferner (§, w) seine voll- 
ideelle Erweiterung. Wir bezeichnen mit S3 den Vektorverband 
aller Zufallsvariablen über § (vgl. [1], § 4), mit X bzw. X den 
Vektorverband aller Treppenzufallsvariablen, die allen möglichen 
Zerlegungen (Versuchen) in 5 bzw. in g entsprechen, mit £ 
bzw. £ den Vektorverband aller Treppenzufallsvariablen, die 
allen Versuchen in 5 bzw. in g mit endlich vielen Zerlegungs- 
gliedern entsprechen und schließlich mit £ bzw. £ den Verband 
aller charakteristischen Zufallsvariablen über § bzw. §, die be- 
kanntlich den zweigliedrigen Zerlegungen mit den Werten 1 
und o entsprechen. Wenn wir die Konstanten 1 und o auch als 
charakteristische Zufallsvariablen betrachten, dann ist £ bzw. £ 
bezüglich der Booleschen Verbandsoperationen isomorph zu § 
bzw. g. Wir bezeichnen deshalb im folgenden eine charakteri- 
stische Zufallsvariable, die einem Ereignis «£§ bzw. a G g 
entspricht, auch einfach durch das fett gedruckte a. Dem Ereig- 
nis e bzw. 0 entspricht dann die Konstante 1 bzw. o. £ bzw. £ 
ist der kleinste Vektorverband über £ bzw. £ mit den reellen 
Zahlen als Öperatoren. Jedes X G @ bzw. £, also X = 

= N («;—*■ oc;), ist darstellbar in der Form 
i — 1 

X = o^Oj. + a2a2 + • • • + 

Allgemein gilt, wenn Z E ï bzw. X G X, also wenn X = 
CO 

= .»S* (ai > ai) • 
i=l 

00 

X = (alal + 1- Kn«n) = 2 «i«i. 
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Bedeutet ß1 bzw. die Gesamtheit aller Zufallsvariablen, die 

in der Form 

U Xi bzw. H Xi mit Xi G Xi+1 bzw. 
ui t=i 

X- Dj.,, x- e 
i = 1,2,... 

darstellbar sind und Ê* die Gesamtheit aller Zufallsvariablen, 
die algebraische Limiten von Folgen aus (r sind, so gilt: 

Ce1)1 = (e1? = e* = « 
(vgl. [10]), d. h. ß liegt bezüglich der algebraischen Konvergenz 
dicht in 33. Wir bemerken außerdem, daß X bezüglich der gleich- 
mäßigen Konvergenz dicht in S3 liegt. 

Jeder Zufallsvariablen X G 53 entspricht eine Ereignisskala 
(Spektralschar) {[X < £]}, — co < Ç < + 00. Dann ist 

ox (£) = w ([X < £]), — 00 < Ç < -J- co 

die sogenannte Verteilungsfunktion von X. Die Ereignis- 
skala {[X <C £]} bildet ein rvUntersystem von g, denn es gilt: 

[V < c] rv [V < >'] = [X < Min a, I')}. 

5. 2. Definition: Die Zufallsvariablen Xit i G /, am 33 heißen 
gegenseitig w-unabhängig, wenn ihre Ereignisskalen {[Xt<i^]}, 
i G /, ö/J rv-Untersysteme von g betrachtet, gegenseitig w-unab- 
hängig sind. 

Zu einer Ereignisskala {[A- •<£;]} gehören nicht immer ö und 
«. Es gilt aber limalg [X < — «] = 0 und limalg [W < + K] = <?. 

n-> 00 ?i->oo 
Wir adjungieren zu {[A- <C <;]} die Elemente ö und e, falls sie 
nicht dazu gehören, und bezeichnen die so entstehende Menge 
mit ©y. Es ist <SX ein rvUntersystem von g. Nun ordnen wir 
der Zufallsvariablen X den kleinsten Booleschen Unterverband 
Sx bzw. c-Unterverband gY von g über ©A- zu. Nach Nr. 1.1.2 

gilt dann = gx bzw. &gaö — gA-. 
Als Folgerung des Satzes (3.2.1) haben wir: 

•3.3. Satz: Sind die Zuf alls variablen X ■„ i G d, gegenseitig 
w-unabhängig, so ist das W-Produktfeld 

~) = {fj (S.Y.. W{) bzw. (<D, TT) = (SX., Wf) = p (;SAV i € 1 x i 
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isometrisch zu dem kleinsten W-Unterfeld (ci, zv) bzw. zu dem 
kleinsten vollideellen W-Unterfeld (<3, zv) von ($, zv), das jedes 
A V;, i £ I, als r -Uniersystem von @ enthält. 

Weiter gilt: 

5. 4. Satz: Die Treppenzufallsvariablen X^ i (E /, sind dann 
■und nur dann gegenseitig zv-zmabhängig, wenn die diesen zu- 
geordneten Versuche (an, aj2, . . .)> 1 E /, gegenseitig zv-unabhän- 
gig sind. 

Es gilt nämlich: %x, ist identisch mit dem in Nr. 4.2 dem Ver- 

such (ajV ai2, . . .) zugeordneten Booleschen Verband 3(;. 

Bemerkung: Das vorhin der ZufallsvariablenX zugeordnete 
vollideelle W-Unterfeld (gY, zv) von (g, za) kann auch mittels 
irgendeiner der Spcktralscharen 

\[X < ?]J oder {[X ^ £]} oder {[X > 4]}, — 00 < \ < + cc 

erzeugt werden. Die gegenseitige ^-Unabhängigkeit der Zufalls- 
variablen Xit i (E I, kann also mit Hilfe irgendeiner der vier 
Spektralscharcn: {[A'<Ç]}, {[X ff £]}, {[W £]}, {[.V>i]} 
erklärt werden. 

5. 5. Das W-Feld (gA-, zv) bzw. (g v, zv) einer ZufallsvariablenX 
besitzt immer eine empirische Basis. Ist nämlich die abzahlbare 
Menge Ev E2, . . . dicht im Bereich der reellen Zahlen, ist z. B. 
Ev E2, ■ ■ ■ die Menge der rationalen Zahlen, so kann (gY, zv) bzw. 
(gA-, zv) mittels ([X < Ei], [X < £a j, . . .) erzeugt werden. Ist nun 
X-, i — 1,2,3,..., eine Folge von abzählbar vielen gegenseitig zu- 
unabhängigen Zufallsvariablen, so besitzt (0,7r) == P (ßx->wi) 

bzw. (<I>, —) = P ^ (Sv .- «'i) und dementsprechend sein iso- 

metrisches Bildfeld (@, zv) bzw. (©, zv) in (g, zv) eine empirische 
Basis und ist daher zu einem W-Unterfeld des Lebesgueschen 
W-Feldes (3, p) isometrisch. Ist insbesondere für (©, zv) die Bedin- 
gung (B) des Satzes 2.3.4 erfüllt, so ist (<2, zv) zu (3, p) selbst 
isometrisch. Will man daher in der Wahrscheinlichkeitstheorie 
einen Grenzwertsatz beweisen, welcher sich auf eine Folge Xv 

X2, . . . von gegenseitig w-unabhängigen Zufallsvariablen be- 
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zieht, so ist stets die Spektralschar der Grenzzufallsvariablen ein 
Untersystem des W-Feldes (@, tu), und zwar für alle in der Wahr- 
scheinlichkeitstheorie zur Definition der Grenzzufallsvariablen be- 

nutzten Konvergenzbegriffe (algebraische oder gleichmäßige oder 
stochastische [w-asymptotische] Konvergenz). Man kann also in 
allen diesen Fällen die Zufallsvariablen XltX2, . . . als Zufalls- 
variablen des W-Feldes (ß, p) auffassen und Beweismethoden 
benutzen, die in der Literatur unter der Voraussetzung ange- 
wandt werden, daß das Grundfeld aus allen nach Lebesgue 
meßbaren Teilmengen des Intervalles (o, 1) besteht (s. z.B. [ll]^. 

Anhang zu Nr. 3 

3a. Gegenseitige algebraische Unabhängigkeit von Booleschen 
Unterverbänden eines Booleschen Verbandes 

Nach Abschluß der vorstehenden Note kam eine Arbeit von 
S. Banach (s. [7]) zu meiner Kenntnis. Nachstehend sollen Be- 
ziehungen zwischen dieser Arbeit und den Ausführungen in 
Nr. 3 der vorliegenden Note besprochen werden. 

Banach führt die gegenseitige Unabhängigkeit von Boole- 
schen Unterverbänden eines Booleschen Verbandes algebraisch 
ein", also ohne Benutzung der Wahrscheinlichkeit. Wir zeigen, 
daß aus der Unabhängigkeit im Sinne von Banach, kurz 
algebraische Unabhängigkeit bezeichnet, die zu-Unabhän- 
gigkeit nicht immer folgt. Wie in Nr. 3 kann man die Frage nach 
der algebraischen Unabhängigkeit ebenfalls auf die nach der 
Zerlegung des Booleschen Verbandes in ein Produkt von B oole- 
schen Verbänden zurückführen ; demzufolge kann der in der Arbeit 
von Banach erwähnte Satz von Marczewski s. [7]) als ein 

Erweiterungssatz aus der Theorie der Cartesischen Produkte von 
Booleschen Maßverbänden betrachtet werden. Die von Banach 
eingeführte abzählbare Unabhängigkeit haben wir hier nicht 
berücksichtigt. Da aber A. Appert (s. |8]) die Multiplikation 

IR der Arbeit von Banach handelt es sich speziell um Boolesche Mengen- 
unterverbände des Booleschen Verbandes aller Teilmengen einer Grund- 
menge. 
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von Maßfunktionen und die Bildung der Cartesischen Produkte 
mit abzählbar vielen von der Einheit verschiedenen Komponenten 
im Falle des Raumes aller Zahlenfolgen behandelt hat, so dürfte 
der Beweis des Hauptsatzes von Banach mit ähnlichen Mitteln 
keine wesentlich neuen Schwierigkeiten bieten. 

3a. 1. Definition: Es sei % ein Boolescher Verband mit 
Einheit e, es seien ferner 21i( i G I, das Element e enthaltende. 
B oo le sehe Unterverbände von g. Es gelte bei beliebiger Wahl der 
endlich vielen Indizes i- G I und der a{ G 21- , mit ai =}= fl, 
j = 1,2, ... ,k: 1 

ak a.k 0) 

dann bezeichnen wir die Booleschen Unterverbände 2^, i G I 
von % als gegenseitig algebraisch unabhängig (kurz 
alg -un ab hä ng ig). 

Bemerkung: Die alg-Unabhängigkeit kann man nicht für 
r'-Untersysteme von % erklären, weil sie dann nicht immer auf 
die kleinsten Booleschen Unterverbände von § über diese 
rvUntersysteme erweitert werden kann, wie es bei der «/-Un- 
abhängigkeit der Fall ist. 

Ist (§, w) ein W-Feld und sind die Booleschen Unterverbände 
21;, i G I, von § gegenseitig «/-unabhängig, so folgt aus Satz 
3. l. l, daß die 2(,, i G /, zugleich alg-unabhängig sind. Die 
Umkehrung gilt aber nicht: 

Beispiel: Es sei § der Boolesche Verband, den die vier 
Atome: av a2, a3, erzeugen; er bestehe aus allen Teilmengen 
der Menge (av a,2, a3, af, die leere Menge 0 eingeschlossen. 
Wir setzen nun: 

2IJL = (0, az KJ a3, a^ KJ alt e) ; 2f2 = (0, O1KJ a2, a3 KJ «4, e). 

Die Booleschen Unterverbände 2^, i — 1,2, von § sind offen- 
bar alg-unabhängig. Machen wir aber 5 zu einem W-Feld (g, w), 
indem wir den Atomen die Wahrscheinlichkeit w (af) = 0,2; 
w(a£) = 0,4; w(a3) — 0,1 ; w(af) — 0,3 zuordnen und den ande- 
ren Ereignissen als Wahrscheinlichkeit die Summe der Wahr- 
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scheinlichkeiten der Atomen, die diese Ereignisse enthalten, so 
sind die 2ti( i — 1, 2, nicht gegenseitig z^-unabhängig. 

Für die alg-Unabhängigkeit gilt ein zu 3. 2. 1. entsprechender 
Satz nämlich: 

3a. 2. Satz: Vor: Es sei § ein Boolescher Verband. Es seien 
ferner die Booleschen Unterverbände i G I, von § alg-unab- 
hängig. Es bedeute 21 den kleinsten Booleschen Unterverband 
von §, der jedes 2t;, i G E als B ool eschen Unterverband enthält. 

Beh.: Der B oolesche Verband Wist isomorph zum Booleschen 
P-Verband <D = P 2t j und zwar derart, daß bei dieser Isomorphie 

i£I 
iedem Durchschnitt ai r\. . .r\a4 G 21 mit z'- G I, a; G 2b 1 h J 0 j’ 
j = \, ... ,k, als Bild das P-Element ß = P bt mit bi — a, für 
i = ih, sonst bi = ei = e entspricht. 

3a. 3. Zusatz (Satz von Marczewski): Vor: Wie in (3a. 2) 
und außerdem : In jedem 2^, i G I, sei eine Wahrscheinlichkeit wi 

definierbar, so daß jedes (2t;, wf) ein W-Feld ist. 

Beh.: 1) Man kann in 2( eine Wahrscheinlichkeit w(x) defi- 
nieren, so daß 

I) w(x) = wfix), wenn x G 2t;, i G /• 

II) w (xü r\... xik) = zv{i (xß ... wik (xß, wenn ij G / 

und at. G 21;., j = 1, ..., k. 

gilt. 

2) Die Booleschen Unterverbände 2ti; i G I, von 2t sind dann 
gegenseitig zu-unabhängig. 

Bew. Betr. 3a. 2: Wir erklären $ wie beim Beweise von 
(3-2.1.). Dann ist jU offensichtlich der kleinste Boolesche 
Unterverband von ff, der jeden Booleschen Verband 2ti; i G I, 
als Booleschen Unterverband enthält, d. h. = 2t. Um die 
Isomorphie zwischen 21 und O zu beweisen, brauchen wir nur zu 
zeigen, daß (a), (b), (c) (vgl. Nr. 3. 2. 1) auch hier gelten. Bezüg- 
lich (a) und (c) ist es klar. Wir beweisen also (b): Dann: Klar. 
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Nur dann: Es seien a = a; ■ ■ ■ r\ a. und a! — a; ... r\a■ 

und es gelte a — a', dann ist ü;. = a-, für jedes j — \, ... ,k. 

Wäre nämlich a- := at. für ein /' = 1,..., k, so wäre a:. -f a{. -!= 0. 9 h ■ ’J-‘J 

Wenn wir o. B. d. A. j = i setzen, gilt dann: 

•a- -I a;) a; r\ a: r\ ... r\ a- a- T- 
U • h- 12 12 tk tfi 

(2) 

da a- a{. ={= 0 für jedes / — l, . . . , k. 

Aus (2) erhalten wir, wenn wir die linke Seite distributiv ent- 
wickeln und die Glieder geeignet vertauschen: 

a -u r\ ait r\ ■ ■ ■ r\ <ijk rv '> aik T A, ^ ai, r~' ■ ■ ■ ^ 

aih ^ a;, ^ ^ % ■ 

Dieser Ausdruck ist aber gleich ö (Widerspruch zu (2)) ; denn 

... r\<!ik = = a{ir>... o 
/ / 

^ ... r\ a 

^ •% = 
ah r\... r\ a;k GA au 'k> 

weil a- r\ o aih 2 n û <k «urs... ni aik 

bzw. au n... n a- 2 ahn ... n a- = aix n . . . n a; . 

Damit ist 3a. 2 bewiesen. 

Betr. 3 a. 3. Wir betrachten das W-Feld (<I>, 7r) — P (21;, tv;). iE I 
Nach Satz 3 a. 2 ist 21 isomorph zu ®; es sei ß = J (b), b G 21, 

ß G ® diese Isomorphie. Setzen wir w (ß) — TT (ß), so ist (21, w) 
wieder ein W-Feld, und zwar isometrisch zu (<I>, 71) und es gelten 
I) und II). Daß die 21;, i G /, als Boolesche Unterverbände 
von 21, gegenseitig «'-unabhängig sind, ist klar. 
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