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§ 1. Ziel der Arbeit 

k -j- 1 Polynome von k Variabein sind stets voneinander ab- 
hängig. Wenn nun zwischen k + 1 homogenen Polynomen 

fv • • • > 
x

k) (y - o, 1,..., U) (1) 

die Abhängigkeit 

(2) 

besteht, so ist, wenn /„ den Grad mv hat, das Potenzprodukt 

fo“/1*1 ■ ■ ■ fk
h 

in bezug auf die xlt . . . , xh homogen vom Grad 

m0 \ + m1 Xx + . . . + mk \k. (3) 

Daher ist klar, daß in (2) die Summe derjenigen Glieder, bei 
denen die Zahl in (3) einen festen Wert hat, für sich verschwinden 
muß. Mit andern Worten, es gibt auch eine Abhängigkeit (2), 
bei der in allen Gliedern der Ausdruck (3) einen festen Wert M 

hat, und man darf sich auf solche Abhängigkeiten beschränken. 
Wir nennen die Zahl M die Höhe der betreffenden Abhängig- 
keit und wollen darüber die folgenden drei Sätze beweisen: 

Satz 1. Seien k 1 homogene Polynome 

fv Cxi) • • • i 
xk) (y 3=2 o, 1,..., 

gegeben und sei mv der Grad von /„. Ist d der größte 
gemeinsame Teiler von m0, . . . , mh und setzt man 

m0 m-L. 

~d (A) 

so gibt es stets eine Abhängigkeit von der Höhe M. 

München Ak. Sb. 1950 



lis Oskar Perron 

Satz 2. Wenn in Satz l die Koeffizienten der /„ Un- 

bestimmte sind, so gibt es ei ne Abhängigkeit der H öheM 

= (ß) 
deren Koeffizienten £7^^ ganzzahlige Polynome1 

jener Unbestimmten sind. Nimmt man sie als teiler- 

fremd an und setzt man noch 

-~=A, ~=K (v = o, l,...,k), (C) 

so enthält insbesondere £7, 00 0 die Koeffizienten von 

/0 nicht und ist, von einem nicht verschwindenden Zah- 

lenfaktor abgesehen, gleich der />0
ten Potenz der Re- 

sultante 

„ l/v ■ ■ • i fh \ 

\-pLi 
x

2> ■ ■ ■ > 
X
kl 

und das Analoge gilt für die Koeffizienten C0li0 0, 

■ ■ ■ > o ... o ifr- 

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 ist 

dann und nur dann 

U...Zy£/u °/r1 • • • fhh = °> 

wenn, untery0, yx, . . . , yh neue Unbestimmte verstanden, 

das Polynom 

Z
Z)

^?.1...xkyo°yt
1
 ■ ■ ■ y'k

k 

teilbar ist durch 

ZCitx1...xky%*yt
1
 ■ ■ ■ y

?
h
k

. 

Insbesondere gibt es also nur eine Abhängigkeit der 

Höhe M und keine von kleinerer Höhe. 

Der Satz i ist eine einfache Folge von Satz 2. Wenn nämlich 

die Koeffizienten der /„ irgendwie spezialisiert werden, so kann 

1 Das heißt mit ganzzahligen Koeffizienten. 
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es allerdings sein, daß die CX()Xi...xk 
von Satz 2 sämtlich ver- 

schwinden, so daß man unmittelbar keine Abhängigkeit erhält. 

Man kann aber so schließen: 

Wenn man zunächst bei unbestimmten Koeffizienten in der 

durch Satz 2 verbürgten Abhängigkeit auf der linken Seite alles 

in extenso ausrechnet und die Glieder mit gleichen Potenzpro- 

dukten der xv ... , xk zusammenfaßt, so sagt die Abhängigkeit 

aus, daß alle Koeffizienten verschwinden. Die Abhängigkeit ist 

daher gleichbedeutend damit, daß die CXoXim^x einer Reihe 

linearer homogener Bedingungsgleichungen genügen, im all- 

gemeinen viel mehr Gleichungen als Unbekannte. Da aber eine 

nichttriviale Lösung CXoXiX durch Satz 2 verbürgt ist, so ist 

der Rang der betreffenden Matrix kleiner als die Zahl der Un- 

bekannten. Werden jetzt die Koeffizienten der fv irgendwie spe- 

zialisiert, so werden die Determinanten, deren Verschwinden den 

Rang festlegt, immer noch verschwinden, so daß der Rang gewiß 

nicht größer wird. Es ist also immer noch eine nichttriviale Lö- 

sung CXoXi_ Xh vorhanden. 

Es genügt also, die Sätze 2 und 3 zu beweisen. Zur Illustrierung 

von Satz 2 schicken wir zunächst das Beispiel 

k — 2, mv = 2, also d — 2, M = 4, pv = 1, /„ = 2 

voraus. Die drei Polynome seien 

/o = GV2 + «1 xy + a2y
2
, 

/1 = b0x2 + bx xy + b2y
2
, 

fo = c0x2 -j- cx xy + c2y
2
. 

Man findet die Abhängigkeit der Höhe 4 am schnellsten, indem 

man diese Gleichungen nach x2
, xy, y2 auflöst. Wenn die Deter- 

minante mit A bezeichnet wird, findet man : 

fl) al a2 

AU- = f161b2 , Axy = 

f2 cx c o 

«0/0 a2 
a

0 «i/o 

bof\ b2 , A y2 — â0 bxfx 

A h G G G fi 

und hieraus sofort 
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«o/o «2 j“ /o «1 «2 1 «0 «i/o 

4>/l ^2 /l ^1 ^2 I ^0 fl — ° • 
C

0 fi C
2 I /2 G G ! ! fi) G f2 ! 

Das ist bereits die gewünschte Abhängigkeit der Höhe 4. Der 

Koeffizient C200 von /0
2 ist 

^0 ^2 
2
  ! ^1 ^2 

Z'o c2 4l Co 

und das ist in der Tat gleich 

ö0 bx 

c
o 

c
i 

^0 ^1 ^2 

^0 ^1 ^2 _ ^ //1) A\ 

A A G U. T/ 

G «1 G 

wie in Satz 2 behauptet. 

§ 2. Ein Hilfssatz 

Zum Beweis von Satz 2 benötigen wir den 

Hilfssatz. Seien k homogene Polynome 

/„ (xlt . . . , xk) (v = 1, 2, . . . , k) 

gegeben mit Unbestimmten ax, a2, . . . als Koeffizienten 

und sei fv vom Grad mv. Ist dann 

F = ZaViV„"'Vkxïxï*...x’kk 

ein weiteres homogenes Polynom und ist n sein Grad, 

so läßt sich F auf genau eine Art in der Form 

F = y A
riT

----^ fi
1 ff... my?... xf 

qi(h---Qk 
R 

darstellen, wenn verlangt wird, daß in jedem Glied 

(% <h + G) + 0«2 ?2 + Gs) + • • • + (mk qh +rk) = », 

O ^ rv < mv (v = 1, 2, . . . , k) 
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ist Die Koeffizienten A
riT

*"-
rh
 sind dabei Brüche, 

Qi Q2 • • • Q/t 

deren gemeinsamer Nenner ein ganzzahliges Polynom 
der Unbestimmten alt a2, . . . ist, während die Zähler 
ganzzahlige Polynome dieser selben Unbestimmten 
und außerdem der Koeffizienten von A sind, in bezug 
auf die letzteren homogen vom ersten Grad. 

Zum Beweis bemerken wir, daß die Anzahl der Potenzpro- 
dukte in F (auch die etwaigen mit dem Koeffizienten o mit- 
gezählt) so groß ist wie die Anzahl der Systeme ganzer nicht 
negativer Zahlen vx, v2, . . . , vft, für die 

A + v2 + • • • + = n 

ist. Genau so groß ist aber die Anzahl der unbekannten Koeffi- 
zienten ATlTl

'" 
rft. Denn man kann jedes solche System v1; . . . , 

Ql Q2... Q/t 

vft eindeutig in die Form 

Vi = mx qx + rx (o ^ rx < mx), 

vft = mk ?k + rk (° ^ rk < 
m

h) 

setzen, wobei dann 

Cm
i h + ri) + ■ ■ ■ + Oft qh + rh) = n 

ist. Die Behauptung des Hilfssatzes verlangt also für die Un- 
bekannten Ar*T*"'r£ genau so viele lineare Bedingungsgleichun- 

gen, wie es Unbekannte sind. Die Koeffizienten dieser Bedin- 
gungsgleichungen sind ganzzahlige Polynome der Unbestimm- 
ten ax, a2, . . . und auf der anderen Seite stehen die Koeffizienten 
von F. Der Hilfssatz wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen 
können, daß die Determinante von null verschieden ist. Zu dem 
Zweck spezialisieren wir fv zu x™v. Dann lautet die nachzuwei- 
sende Identität: 

Z aVl „. O 5l+r». . . xfh <ik+rh 1 “ QL ■ ■ ■ Sft 1 K 

und die linearen Bedingungsgleichungen sind einfach diese: 

^lQi-i-ri, r77sQ24-r2, ..., Tn^q^+r^ ' 
A

T
' • ■ ■ 

T
k = a. 
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Sie sind bereits aufgelöst; die Determinante ist 1, so daß sie auch 

vor der Spezialisierung gewiß von Null verschieden war. 

§ 3. Beiveis eines Teiles von Satz 2 

Wenn in dem Hilfssatz die Grade mv und n einen gemeinsamen 

Teiler d haben, so muß wegen der dortigen Forderung (D) auch 

rx -f- . . . + Di durch d teilbar sein ; es kommen also nur Potenz- 

produkte xT
x . . . Xjk vor, deren Grad durch d teilbar ist. Bezeich- 

net man nun mit 

Ux, u2,...,ul 

die sämtlichen Potenzprodukte, deren Grad rx -j- . . . -j- rh durch 

d teilbar ist und für die zugleich 

o 5^ rx mx, . . . , o ^ rk <j mk 

ist, so gilt zunächst für deren Anzahl l die Formel 

l = 
mx m.,. . . 

~d~ 
(4) 

Denn man kann zunächst r2, . . . , rk in dem angegebenen Spiel- 

raum ganz beliebig wählen, was m2 m3 . . . mh Möglichkeiten 

gibt, und dann hat man jedesmal für rx, damit die Summe aller 

rv durch d teilbar ist, noch genau Zahlen zur Auswahl. 

Unter den Voraussetzungen von Satz l und 2 zeigt ein Ver- 

gleich der dortigen Definitionsformeln (A) und (C) mit (4), daß 

l = /0 ist. Sodann gelten nach dem Hilfssatz Beziehungen der 

Form 

f0^.=ZK:
u)

.qkfi1---fk
k
u, 

lo — 1 o 7. \ (V'j 

n=i 

da ja rechts keine Potenzprodukte Vorkommen können, deren 

Grad nicht durch d teilbar ist. Die Nenner der B[, ’^ _ sind dabei 

ganzzahlige Polynome der unbestimmten Koeffizienten von fv 

. . . ,fk (nicht /0), die Zähler sind ganzzahlige Polynome dieser 
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selben Unbestimmten und außerdem auch der Koeffizienten 

von/0, in letzteren speziell homogen vom ersten Grad. Eliminiert 

man die Ux aus (s), so kommt 

 /o ^"12  ( (6) 
U21 U22—/o U2! =0 (/ = /0). 

; CJI U,2  Gu f0 

Bezeichnet man den Grad von Ux mitgx, so ist aus (5) ersicht- 

lich, daß GXll, in bezug auf die x±, . . . , xk homogen vom Grad 

m0 + gx —gft ist. Ein Glied der ausgerechneten Determinante (6) 

ist also in bezug auf die x„ homogen vom Grad 

N = (m0 + gx —gFi) + (w0 + ff 2 Sti2) + • • • + (mo + gi g^), 

wobei PJ, p2, . . . , [j.; eine Permutation der Zahlen 1,2,...,/ 

bedeutet. Also ist 

J\J = l m0 — lQ m0 = —  • m0. 

Das heißt, Wist gleich der in Satz 1 und 2 angegebenen Zahl M. 

Mit (6) ist daher eine Abhängigkeit der Höhe M gegeben. Die 

Nenner in den Koeffizienten lassen sich durch Multiplikation 

mit einem geeigneten ganzzahligen Polynom der Koeffizienten 

von fx, . . . ,fk (ohne /„) wegschaffen, worauf die Abhängigkeit 

die in Satz 2 angegebene Form (B) erhält. Die Koeffizienten sind 

dabei ganzzahlige Polynome der Koeffizienten von /„,... , fh, 

wobei aber speziell Clo0 0, das ist der Koeffizient von /d°, die 

Koeffizienten von f0 nicht enthält. Die weiteren in Satz 2 be- 

haupteten Eigenschaften der Gx0x1.../.l, werden in § 5 bewiesen 

werden. 

§ 4. Beweis von Satz 3 

Wir betrachten das homogene Gleichungssystem mit den Un- 

bekannten xk, xk+1 : 

f» 0Y1> • • • , Xh) — V?» X™*x = O (V = 1, 2, . . . , k), (7) 

wo die vlt . . ., vh weitere Unbestimmte sind. Nach dem Bézout- 
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sehen Satz2 * * hat es genau mxm2 . . . mk oder unendlich viele Lö- 
sungen. Bei keiner Lösung kann xh+1 = o sein, weil die /„ Un- 
bestimmte zu Koeffizienten haben, so daß das System/], = o, . . ., 
fk = o keine nichttriviale Lösung hat. Bei den Lösungen von (7) 
können wir also xk+1 = 1 setzen und haben dann das inhomo- 
gene System 

fv Oi, ■ ■ . , xh) — = o (v = 1, 2, . . . , k). (8) 

Dieses hat nur endlich viele, und zwar lauter verschiedene Lösun- 
gen. Um das zu zeigen, betrachten wir die Resultante mit den 
weiteren Unbestimmten clt , ch, ck+1: 

R Ifi — vT
1
, ■ ■ • , A — »ft/ + ■ • • + ckxk + ck+1\ 

\ x1 , . . . , xk 1 /• 

Bei der Spezialisierung/,, = x™v hat das System (8) die mxm2. . . 
mk Lösungen 

x
i — si vi > -t2 = s

2 
v

2. > • • • > xh == eft vk ’ 

wo ev alle ?«„ten Einheitswurzeln durchläuft, also nur endlich 
viele Lösungen, und zwar lauter verschiedene. Infolgedessen ist 
die Resultante (9) nach der Spezialisierung nicht Null, sie kann 
also auch vorher nicht Null gewesen sein. Daher gibt es auch 
vor der Spezialisierung nur endlich viele Lösungen und die 
Resultante zerfällt als Polynom von cv . . . , ch+1, abgesehen von 
einem konstanten Faktor, in die m1m2 . . . mk Linearfaktoren 

n Oi/Ui + • • • + £fc/Uft + ^ft+i), (io) 

wo die Z1/x, . . . , gerade die mxm2 . . . mk Lösungen des Sy- 
stems (8) sind. Nach der Spezialisierung sind das lauter ver- 
schiedene Linearfaktoren, so daß die Diskriminante der Resul- 
tante (9) in bezug auf ck+1 von o verschieden ist. Sie muß also 
vor der Spezialisierung erst recht von o verschieden sein. Die 
Linearfaktoren in (10) sind daher alle verschieden, das heißt, 
die m±m2 . . . mh Lösungen des Systems (8) sind alle voneinander 
verschieden. 

2 Den Bézoutschen Satz und die anschließend zu benutzenden bekannten 
Tatsachen über die Resultante (9) findet man z. B. in meinem Buch: Algebra 
Band I, zweite Auflage 1932 oder dritte Auflage 1950, Seite 292 und 290. 
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Wir fragen jetzt, wieviel verschiedene Werte das Polynom 

/o Oi. ...,**)= T . vk *i
x *2S • • • Kk 

annimmt, wenn man für xlt ... ,xk die verschiedenen Lösungen 

des Systems (8) einsetzt. Nun sind die Koeffizienten von /0 als 
Unbestimmte vorausgesetzt und /„ hat insbesondere das Glied 

h r
m

° 
°m0 0...0

X
1 ■ 

Wenn also für zwei Lösungen %v . . . , und vjv . . . , rlk des 

Systems (8) 

fo On • • • > —fo Oi* • • • > %) 

sein soll, so muß, weil die Koeffizienten Unbestimmte sind, ins- 

besondere = vj7!o sein, also % = 8^, wo 82 eine m0
te Ein- 

heitswurzel ist. Analog ergibt sich, daß auch v)2 = 82£2 sein muß, 

wo 82 ebenfalls eine »z0
te Einheitswurzel ist. Wegen des Gliedes 

it „m0 1 
u
m0-l, 1, 0 ... 0 

in /0 muß aber auch 

^2 = <0_1 v]2, also Sf»-1 S2 = 1 

und folglich S2 = sein.3 Allgemein sieht man so, daß 

''L = (v = l, 2, . . . , k) 

sein muß, wo 8 eine m0
te Einheitswurzel ist. Dann ist aber 

— fv Oi. ■■■,'%)= /„(3t, 1, .... 

= 1. • • .,5,) = S’"»*/?», 

3 Dieser Schluß wäre nur dann hinfällig, wenn oder Ç2 gleich o wäre. 
Aber das System (8) hat keine Lösung mit x1 = o (oder^2 = o). Denn sonst 
wäre die Resultante (9), wie sich aus ihrer Faktorzerlegung (10) ergibt, in 
bezug auf cx (oder c2) von kleinerem als dem . . . mk)

ten Grad. Das 
müßte dann auch bei jeder Spezialisierung so bleiben. Aber für /„ = x™ v 

sind ja die Lösungen von (8) oben angegeben und das Produkt (10) wird dann 

n (El Z'i G -i + Eh vh ch + ch+1), 

wo Zi alle Einheitswurzeln durchläuft, s2 alle w.,^enusw. In bezug auf c1 

(oder c2) ist es also vom Grad mlm2. . . nicht von geringerem. 
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und folglich muß 8 zugleich eine Einheitswurzel sein. Da 

der größte gemeinsame Teiler von m0, mx, . . . , mk gleich d ist, 

muß also 8 schließlich eine dte Einheitswurzel sein. Diese not- 

wendige Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn mit ..., 

t,k ist ja offenbar stets auch S^, . . . , 8Ç;;, wenn 8 eine dte Einheits- 

wurzel ist, eine Lösung von (8), und für diese nimmt auch/0 den- 

selben Wert an. Somit nimmt/0, wenn man darin für xx, . . . , xk 

der Reihe nach alle • • • mk verschiedenen Lösungen des 

Systems (8) einsetzt, genau 

mx . . . «z;t M 
— = = /0 

d ma 

verschiedene Werte an. 

Jede Abhängigkeit 

Z ■^
,
x0x1...xkfo°fi

1
 ■ ■ ■fk

h
 — ° (n) 

muß daher, wenn man darin 

h = 

setzt, für /o noch /0 verschiedene Werte liefern, muß also in /0 

mindestens vom Grad /0 sein. Wenn man also die beiden Poly- 

nome von neuen Variabein y0, ylt . . . , yh 

® =2’G0A1...AftTo°TiAl- • -yt
h
, 

'P = Z 
D

x0*.1...ikyo°yî
1
 ■ ■ ■ y k

k 

betrachtet, deren Koeffizienten die aus Satz 2 bzw. Formel (ll) 

sind, so muß Y in bezug auf y0 mindestens vom Grad /„ sein. 

Wenn man nun Y als Polynom von y0 durch <f> dividiert und 

bedenkt, daß in ® die höchste Potenz yl
0° mit keinem anderen yt 

multipliziert auftritt, erkennt man, daß Quotient und Rest Poly- 

nome von y0, yv . . . , yk sind. Man erhält daher eine Identität 

Y = Q$ + P, 

wo dann das Restpolynom P = P (y0, yv . . . , yk) in bezug aufy0 

von kleinerem als dem /0
ten Grad ist. Zugleich ist aber 

P (fo, fi, •••>/*) = 
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und da es eine Abhängigkeit, die in f0 von kleinerem als dem 

/0
ten Grad ist, nicht gibt, muß P identisch verschwinden. Daher 

ist T = 0 <1>, womit der Satz 3 bewiesen ist. 

Bemerkung. Der Beweis läßt gleichzeitig noch etwas mehr 

erkennen, was uns später von Nutzen sein wird, nämlich: 

Auch wenn in den Polynomen fv . . . ,/k die Koeffizienten 

teilweise spezialisiert sind, aber so, daß dadurch die weitergehende 
Spezialisierung /„ = x™" nicht unmöglich gemacht wird, kann 

es, sofern nur die Koeffizienten von /0 Unbestimmte bleiben, 
keine Abhängigkeit geben, die in /0 von kleinerem als dem /0

ten 

Grad ist, also keine Abhängigkeit von geringerer Höhe als M, 

und von der Höhe M nur die eine bereits nachgewiesene. Man 

kann in diesem Fall nämlich immer noch mit Hilfe der weiter- 

gehenden Spezialisierung den Beweis wörtlich wie oben durch- 

führen. 

§ 5. Beweis des restlichen Teiles von Satz 2 

In der nachgewiesenen Abhängigkeit der Höhe M denken wir 

uns jetzt die Koeffizienten , die Polynome der Koeffi- 

zienten der /„ sind, ohne gemeinsamen Teiler. Speziell Ct 0 0 
enthält die Koeffizienten von /0 nicht. Die Sonderstellung, die 

wir in § 3 dem Polynom/„ eingeräumt haben, können wir ebenso- 

gut jedem anderen fv einräumen und wieder eine Abhängigkeit 

der Höhe M nachweisen. Nach Satz 3 muß das jedesmal dieselbe 

Abhängigkeit geben, woraus wir schließen, daß G0(i0 0 die 

Koeffizienten von fx nicht enthält usw., schließlich daß C00 _0! 

die Koeffizienten von fk nicht enthält. 

Wenn wir jetzt die Koeffizienten von fx, . . . ,fk irgendwie so 

spezialisieren, daß die Resultante 

W> *2. • • • . 

X
J 

verschwindet, so hat das System fx = o, . . . , fh = o eine nicht 

triviale Lösung \x, . . . , \iv und für diese ist /„ (E,v . . . , =j= o, 

ja/o Unbestimmte zu Koeffizienten hat. Aus der Gleichung 
(B) in Satz 2 folgt dann, indem man speziell xv — einsetzt: 

C|,o..,/oßi, ■ • ^)!o = o 
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und folglich Clo0 0 = o. Mit der Resultante (12) verschwindet 
also stets auch C{ 0 _.0, und da die Resultante bekanntlich 
irreduzibel ist, muß Clo0 0 durch sie teilbar sein. 

Um dj 0 0 noch genauer zu bestimmen, wollen wir /0 spe- 
zialisieren zu 

/o = (PPo. 

wo dann o vom Grad m° — d ist und Unbestimmte als Koeffi- 
‘ $» 

zienten haben möge. Dadurch wird der Koeffizient Cj 0 0 gar 
nicht beeinflußt, weil er ja von den Koeffizienten von /„ nicht 
abhängt. Aus der Bemerkung am Schluß des § 4, wobei nur /0 

und fx ihre Rollen tauschen müssen, folgt, daß immer noch keine 
Abhängigkeit existiert, die fx in geringerer als der lx

en Potenz 
enthält. Daraus folgt dann weiter, daß es außer der durch den 
bewiesenen Teil von Satz 2 verbürgten Abhängigkeit immer noch 
keine zweite von der gleichen Höhe M gibt. Wenn wir also auf 
irgendeine Art eine Abhängigkeit der Höhe M zwischen cpPo, 

fi> • ■ • >fh finden können, bei der dieKoeffizienten, die Polynome 
der Koeffizienten von <p,fx, . . . ,/k sind, keinen gemeinsamen 
Teiler haben und bei der speziell der Koeffizient von /Q° = (jcp73“)10 

gleich der/0
ten Potenz der Resultante (12) ist, wird der Rest von 

Satz 2 bewiesen sein. 
Nun besteht nach dem bewiesenen Teil von Satz 2 zwischen 

<p, /i> ■ ■ ■ >fk e^ne Abhängigkeit 

von der Höhe 

In (13) treten links die beiden Glieder 

0 ... 0 > £0 s 0 . . . 0 fl 
auf, wobei 

m1 m2. . . m^ 
T
 — d~ 

M 
/o, -f — 

mx vi2 . . . 

m. 

(U) 

dmx ... niu 
d\ + mx\ 1 + ' • * + =  7 = m\ 

m
i ■ ■ .mk. 

(H) 

(U) 

m2. . . mk 

ist. C'r0' Q und UQ80 _0 sind gewiß von o verschieden, weil ja 
die Abhängigkeit in <p vom Grad r und entsprechend in fx vom 
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Grad j sein muß. C'r0 0 ist nach dem oben Bewiesenenteilbar 
durch die Resultante (12). Ferner enthält C'r0 _0 die Koeffi- 
zienten von cp nicht und entsprechend enthält C0's0...0 die Koef- 
fizienten von /j nicht. In bezug auf letztere ist daher das zweite 
der Glieder (14) homogen vom Grad J. Dasselbe muß dann von 
allen Gliedern in (13), also speziell auch vom ersten der beiden 
Glieder (14) gelten, weil ja (13) eine Identität in allen Unbe- 
stimmten ist und nicht schon eine Teilsumme von (13) ver- 
schwinden kann, was ja eine zweite Abhängigkeit der Höhe M 

bedeuten würde. Somit ist der Koeffizient C'r0 -0 in bezug auf 
die Koeffizienten von fx homogen vom Grad s, das heißt vom 
Grad 

;«[ *nt ... mk 

viY 

und analog ergibt sich, daß er auch in bezug auf die Koeffizienten 
von fv homogen vom Grad 

ml m2 ... «z/£ 

ist. Von denselben Graden ist aber bekanntlich auch die Resul- 
tante (12), so daß CJ.Q 0 nicht nur durch diese Resultante teil- 
bar, sondern bis auf einen Zahlenfaktor ihr gleich ist. 

Aus (13) folgt unmittelbar 

n 2C^1...A|k(eç)V/1 • • •/,?* = o, (16) 

wobei das Produkt über alle />0
ten Einheitswurzeln e erstreckt 

werden soll; denn der Faktor für e = 1 ist ja nach (13) gleich o. 
In dem ausmultiplizierten Produkt (16) kommen aber nur Po- 
tenzen von cp vor, deren Exponent durch p0 teilbar ist. Infolge- 
dessen hat (16) die Gestalt 

2’C0z1...zft(9p»)V/-*-../^=o, (17) 

wobei 

m
o Äo + mi Ài + • • • + vik \h — p0 • mx ;«2 ■ ■ . mh= M 

und wobei außerdem C{'0 0 gleich der p0
len Potenz von C'r0 0 

ist, also bis auf einen Zahlenfaktor gleich der p^
en Potenz der 

Resultante (12). Mit (17) ist sonach eine Abhängigkeit der Höhe 
9 München Ak. Sb, 1950 
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M zwischen cpp°, flt . . . , fk gefunden, bei der C"o0 - 0 die jf>0
te 

Potenz der Resultante (12) ist. Wenn wir noch zeigen können, 
daß die Koeffizienten _xk ohne gemeinsamen Teiler sind, 
ist das Gewünschte erreicht. Nun ist aber in (17) das Glied 
CQ'1i0 0 nach der Entstehungsweise aus (16) einfach die p0

le 

Potenz des Gliedes CQs0 _ 0 in (13). Also ist Co\l0...o> ^as 

heißt der Koeffizient von /[l, von o verschieden und enthält die 
Koeffizienten von fx nicht. Ebenso ist der Koeffizient von fy 

von o verschieden und enthält die Koeffizienten von fv nicht. 
Daher können 

/-'ll /-'ll /-'ll 
C
(0öO...O> Loho,..0> • • • ) '-'00...0 ik 

keinen gemeinsamen Teiler haben, weil ein solcher weder die 
Koeffizienten von 9 noch die von flt . . . noch die von fh ent- 
halten könnte. Mit der Abhängigkeit (17) ist also das Gewünschte 
erreicht. 


