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Uber die Abhiingigkeit von Polynomen

Von Oskar Perron in Miinchen

Vorgelegt am 12. Mai 1950

§ 1. Ziel der Arbeit

% - 1 Polynome von # Variabeln sind stets voneinander ab-
hingig. Wenn nun zwischen £ 4 1 homogenen Polynomen

(et A0 n 2 ) V=loh P 0. (1)
die Abhéingigkeit
Z"Cloll-..lk éo fl"‘-ﬂi.h =0 (2)

besteht, so ist, wenn f, den Grad s, hat, das Potenzprodukt

S Sl fik

in bezug auf die x4, ..., x, homogen vom Grad

mohg + My Ay 4.+ ey Ny 3)

Daher ist klar, daB in (2) die Summe derjenigen Glieder, bei
denen die Zahl in (3) einen festen Wert hat, fiir sich verschwinden
muf}. Mit andern Worten, es gibt auch eine Abhingigkeit (2),
bei der in allen Gliedern der Ausdruck (3) einen festen Wert
hat, und man darf sich auf solche Abhingigkeiten beschrinken.
Wir nennen die Zahl J/ die Héhe der betreffenden Abhingig-
keit und wollen dariiber die folgenden drei Sitze beweisen:

Satz 1, Seien £+ 1 homogene Polynome
(i SN ) IRt &)

gegeben und sei m, der Grad von f,. Ist 4 der groBte
gemeinsame Teiler von s, ..., m, und setzt man

my my ... My

a = ’ (A)

so gibt es stets cine Abhingigkeit von der Héhe M.
Miinchen Ak, Sb. 1950
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Satz 2. Wenn in Satz 1 die Koeffizienten der f, Un-
bestimmtesind,sogibteseine AbhéngigkeitderHohed/

A 24 A
Gkl x, e S seffgl =10, (B)
K

deren Koeffizienten (j 3, . i, ganzzahlige Polynome!

jener Unbestimmten sind. Nimmt man sie als teiler-
fremd an und setzt man noch

P M
Dk e (v=o0,1,...,4), (&)

2,

so enthidlt insbesondere (4, o dic Koeffizienten von
fonichtundist, voneinemnichtverschwindenden Zah-
lenfaktor abgesehen, gleich der p,*" Potenz der Re-

sultante
R (fl!fzr O 01D »fk)

o
und das Analoge gilt fir die Koeffizienten Cyy 4., .0s

i COO...OI]"

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 ist
dann und nurdann

Ay £A "
ZD"'oz’.l...ltho St 'fkk =40,

wenn,untery, ¥y, . . ., y,neue Unbestimmte verstanden,
das Polynom

ol A
2Dz 0y A D0V oy Y

teilbar ist durch
;- ol A%
X Cony iy Fot Vit ot . S,

Insbesondere gibt es also nur eine Abhingigkeit der
Hohe M und keine von kleinerer Hohe.

Der Satz 1 ist eine einfache Folge von Satz 2. Wenn ndmlich
die Koeffizienten der 7, irgendwie spezialisiert werden, so kann

1 Das heifit mit ganzzahligen Koeffizienten.
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es allerdings sein, daf3 die C, ;, 1, von Satz 2 simtlich ver-

‘p
schwinden, so daB3 man unmittelbar keine Abhingigkeit erhalt.
Man kann aber so schlieflen:

Wenn man zunichst bei unbestimmten Koeffizienten in der
durch Satz 2 verbiirgten Abhingigkeit auf der linken Seite alles
in extenso ausrechnet und die Glieder mit gleichen Potenzpro-
dukten der zy, . . ., x;, zusammenfallt, so sagt die Abhéngigkeit
aus, daB alle Koeffizienten verschwinden. Die Abhingigkeit ist

daher gleichbedeutend damit, daBl die (5, 4, einer Reihe

linearer homogener Bedingungsgleichungen geniigen, im all-
gemeinen viel mehr Gleichungen als Unbekannte. Da aber cine
nichttriviale Lésung C; 5, . 2, durch Satz 2 verbiirgt ist, so ist
der Rang der betreffenden Matrix kleiner als die Zahl der Un-
bekannten. Werden jetzt die Koeffizienten der f, irgendwie spe-
zialisiert, so werden die Determinanten, deren Verschwinden den
Rang festlegt, immer noch verschwinden, so da3 der Rang gewil3
nicht grofler wird. Es ist also immer noch eine nichttriviale Lo-
sung (3,2, . 1, vorhanden.

Es geniigt also, die Satze 2 und 3 zu beweisen. Zur Illustrierung
von Satz 2 schicken wir zundchst das Beispiel

/é:?., m, = 2, also d:2) M‘:47 by =1, ‘

I
w

v

voraus. Die drei Polynome seien

Jo = ay?® -+ ay xy + ay3”,
J1 =g + by xy + 6oy,
JSo=cx® + e xy + oy
Man findet die Abhingigkeit der Héhe 4 am schnelisten, indem

man diese Gleichungen nach #?, xy, 4% auflést. Wenn die Deter-
minante mit A bezeichnet wird, findet man:

Jo @&y @y a Jo @5 agayfo
Ax? = f161 6y, Axy =8y f, by s/—\y2='é0b1f1_
Jaer e o fa Ca foflf‘z,

und hieraus sofort
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ay fo @2 )2 Soaray | ayafy
6of152| o f15152|' bybr f1 = o0.
cofa 62| Jecrea| | Ge fol

Das ist bereits die gewlinschte Abhingigkeit der Hohe 4. Der
Koeffizient Cyy, von f¢ ist

bo &2 2_;51% ] ,éoblf

Co C2 ¢ O 1 ¢ 1

und das ist in der Tat gleich

506152
606162: " R f1’f2
Cp €1 €2 | x, ¥ g
Co €1 ¢2

wie in Satz 2 behauptet.

§ 2. Ein Hilfssatz

Zum Beweis von Satz 2 benétigen wir den

Hilfssatz. Seien £ homogene Polynome

So 1oy 2 Vo=l 5)

gegeben mit Unbestimmten ay, a,, . .. als Koeffizienten
und sei f, vom Grad ,. Ist dann

—_— v v 1
F =20y 0. o, %1 %5 . 24t

ein weiteres homogenes Polynom und ist » sein Grad,
so ldB8t sich 7 auf genau eine Artin der Form

F=SAnne s Sl S S g

darstellen, wenn verlangt wird, daB3 in jedem Glied

(ny gr +71) + (mage +75) + ...+ (mp g, + 7)) = =,

)
0L r, <m, v=1,2,...,4)
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ist. Die Koeffizienten A;‘quiré; sind dabei Briiche,
eep

deren gemeinsamer Nenner ein ganzzahliges Polynom
der Unbestimmten gy, ds, ... ist, wihrend die Zihler
ganzzahlige Polynome dieser selben Unbestimmten
und auBerdem der Koeffizienten von £ sind, in bezug
auf die letzteren homogen vom ersten Grad.

Zum Beweis bemerken wir, daB3 die Anzahl der Potenzpro-
dukte in /& (auch die etwaigen mit dem Koeffizienten o mit-
gezihlt) so groB ist wie die Anzahl der Systeme ganzer nicht
negativer Zahlen vy, vy, . . ., ¥, fiir die

vitvet.oo ==

ist. Genau so grof} ist aber die Anzahl der unbekannten Koeffi-

zienten A(’;(’;'" ;Z. Denn man kann jedes solche System vq, . . .,
1q2e -

v, eindeutig in die Form

w=my g+, (07 <<y

setzen, wobei dann

(m1g1+71>+---+(mh gy +7r) =mn

ist. Die Behauptung des Hilfssatzes verlangt also fiir die Un-
bekannten A;l’;""';th genau so viele lineare Bedingungsgleichun-

gen, wie es Unbekannte sind. Die Koeffizienten dieser Bedin-
gungsgleichungen sind ganzzahlige Polynome der Unbestimm-
ten ay, ay, . . . und auf der anderen Seite stehen die Koeffizienten
von F. Der Hilfssatz wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen
kénnen, daB die Determinante von null verschieden ist. Zu dem
Zweck spezialisieren wir f, zu #7». Dann lautet die nachzuwei-
sende Identitit:

v v o TieeoT My Q1+ -m, +r
Zavl...vkxll"‘xhk"ZAqll"_q’;xllq‘ 1"';Llekqh h’
und die linearen Bedingungsgleichungen sind einfach diese:

AT]...Tk =

Q-..qp aml Qu-kry, Meqetry, .., mp QptTy
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Sie sind bereits aufgeldst; die Determinante ist 1, so daB sie auch
vor der Spezialisierung gewil3 von Null verschieden war.

§ 3. Beweis eines Teiles von Satz 2

Wenn in dem Hilfssatz die Grade 72, und # einen gemeinsamen
Teiler 4 haben, so mul3 wegen der dortigen Forderung (D) auch
4 + ...+ 7, durch & teilbar sein; es kommen also nur Potenz-
produkte x7* . . . a2}k vor, deren Grad durch & teilbar ist. Bezeich-
net man nun mit

Uy Us, ..., U,

die simtlichen Potenzprodukte, deren Grad 7 + ... 4 7, durch
d teilbar ist und fiir die zugleich

< -
o Sy < myy ..., 0 <y

ist, so gilt zunichst fiir deren Anzahl / die Formel

My My .. R oy
[ = 2 : ¢
7 4)
Denn man kann zunichst 7, . . ., #, in dem angegebenen Spiel-
raum ganz beliebig wihlen, was z, 225 . . . m, Moglichkeiten

gibt, und dann hat man jedesmal fur ;, damit die Summe aller

72? Zahlen zur Auswahl.

Unter den Voraussetzungen von Satz 1 und 2 zeigt ein Ver-
gleich der dortigen Definitionsformeln (A) und (C) mit (4), dal
/ = [, ist. Sodann gelten nach dem Hilfssatz Beziehungen der
Form

iy Uni—=aYaBetle. Vs e Bl

... 4 1

l.°1 . N=1,2,..., \’ 7
:Z Gﬂ.,u(fl"‘4‘f]a_>.qb < 0/ N/

p=1

7, durch & teilbar ist, noch genau

da ja rechts keine Potenzprodukte vorkommen koénnen, deren
Grad nicht durch & teilbar ist. Die Nenner der Bﬁli‘j’_‘) gy, Sind dabei

ganzzahlige Polynome der unbestimmten Koeffizienten von f},
.« o, Jy (nicht fy), die Zihler sind ganzzahlige Polynome dieser
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selben Unbestimmten und auBerdem auch der Koeffizienten
von f,, in letzteren speziell homogen vom ersten Grad. Eliminiert

man die U, aus (5), so kommt

! Gll -—fo Gl2 . . . . . . Gll . (6)
Goy Gop—Jo - = « - - Goy =0 ({=14{y).
e GY h L b G

Bezeichnet man den Grad von U, mit g,, so ist aus (5) ersicht-
lich, daB G, in bezug auf die xy, . . ., x, homogen vom Grad
g + g4 — g, ist. Ein Glied der ausgerechneten Determinante (6)
ist also in bezug auf die x, homogen vom Grad

N = (my+g1-—8u) + (19 + &2 5 (my 4+ 24 —gyl),

wobei {4, o, - - ., i cine Permutation der Zahlen 1,2,...,/
bedeutet. Also ist

iy Iy ..y,
N =1lmy=lymy = — d

- g,

Das heiit, Vist gleich der in Satz 1 und 2 angegebenen Zahl /.
Mit (6) ist daher eine Abhingigkeit der Héhe M gegeben. Die
Nenner in den Koeffizienten lassen sich durch Multiplikation
mit einem geeigneten ganzzahligen Polynom der Koeffizienten
von fi, ..., f; (ohne /) wegschaffen, worauf die Abhingigkeit
die in Satz 2 angegebene Form (B) erhilt. Die Koeffizienten sind
dabei ganzzahlige Polynome der Koeffizienten von f, ..., f;,
wobei aber speziell €, ,, das ist der Koeffizient von fJ°, die
Kocffizienten von f, nicht enthilt. Die weiteren in Satz 2 be-
haupteten Eigenschaften der Ciya,...2, werden in § 5 bewiesen

k
werden.

§4. Beweis von Satz 3

Wir betrachten das homogene Gleichungssystem mit den Un-

bekannten xy, .. ., x,, 2,44

fv <'T1! Sl rxla)~U1LI” x;:l_:l =0 (\J =1,2,..., é): (7)

wo die vy, ..., v, weitere Unbestimmte sind. Nach dem Bézout-
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schen Satz? hat es genau ms, 7, . . . #2;, oder unendlich viele Lg-
sungen. Bei keiner Lésung kann z,; = o sein, weil die f, Un-
bestimmte zu Koeffizienten haben, so dafl das System /; = o, . . .,
J» = o keine nichttriviale Lésung hat. Bei den Lésungen von (7)
koénnen wir also x,,, = 1 setzen und haben dann das inhomo-
gene System

Folxy, .. ..,x)—vPr=0 (v=1,2,...,4). ©)

Dieses hat nur endlich viele, und zwar lauter verschiedene Lésun-
gen. Um das zu zeigen, betrachten wir die Resultante mit den
weiteren Unbestimmten ¢y, . . ., ¢, €pyqt

R(fl—-'y{"‘, e Ja— U a2 L, +5h+1)

X1 eto o Xr s . 1

©)

Bei der Spezialisierung f, = #7'» hat das System (8) die w2y 7,. . .
my;, Losungen

Xy =80y, Xy = CaUp, ..., Xy =& Uy,

wo ¢, alle 7, Einheitswurzeln durchlduft, also nur endlich
viele Losungen, und zwar lauter verschiedene. Infolgedessen ist
die Resultante (9) nach der Spezialisierung nicht Null, sie kann
also auch vorher nicht Null gewesen sein. Daher gibt es auch
vor der Spezialisierung nur endlich viele Lgsungen und die

Resultante zerfillt als Polynom von ¢y, . . ., ¢,,,, abgesehen von

einem konstanten Faktor, in die #,, . . . 7, Linearfaktoren
IJ (B Gt oy B n oo (10)

wo die &;,, . . ., &, gerade die m,ym, . ..m;, Losungen des Sy-

stems (8) sind. Nach der Spezialisierung sind das lauter ver-
schiedene Linearfaktoren, so daf3 die Diskriminante der Resul-
tante (9) in bezug auf ¢, von o verschieden ist. Sie muB} also
vor der Spezialisierung erst recht von o verschieden sein. Die
Linearfaktoren in (10) sind daher alle verschieden, das heif}t,
die m,m, . . . my, Losungen des Systems (8) sind alle voneinander
verschieden.

2 Den Bézoutschen Satz und die anschlieBend zu benutzenden bekannten
Tatsachen iiber die Resultante (9) findet man z. B. in meinem Buch: Algebra
Band I, zweite Auflage 1932 oder dritte Auflage 1950, Seite 292 und 290.
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Wir fragen jetzt, wieviel verschiedene Werte das Polynom

So(rn oo s ®y) =2 bypsy oy #0520 - R

annimmt, wenn man fir xy, . . ., %, die verschiedenen Ldsungen
des Systems (8) einsetzt. Nun sind die Koeffizienten von f; als
Unbestimmte vorausgesetzt und f;, hat insbesondere das Glied

Mo
ém.,O...O xXp -

Wenn also fiir zwei Lésungen &;, ..., &, und v, ..., 7, des
Systems (8)

fo (‘El: PR D Eh) =f0 ("71’ - =4 nh)

sein soll, so muB, weil die Koeffizienten Unbestimmte sind, ins-
besondere EM = 77" sein, also v; = 8,£;, wo 8, eine ' Ein-
heitswurzel ist. Analog ergibt sich, daB auch 7, = 3,&, sein muB,
wo 8, ebenfalls eine #2,*® Einheitswurzel ist. Wegen des Gliedes

brpa=t, 1,0...0 X1° " %
in f, muf3 aber auch
Eot Ey = w™  my, also 3071 S, =1
und folglich §, = &8, sein.® Allgemein sieht man so, daB

N, =3, Wy =1i2,% 15 &)

sein mup, wo & eine #2,"® Einheitswurzel ist. Dann ist aber

'UT” =fv(7)1) £ 2k :7]};) =fv(8;=1) o B Sak)
e iy (e S S N EEE R e LN

3 Dieser SchluB wire nur dann hinfillig, wenn £; oder £, gleich o ware.
Aber das System (8) hat keine L&sung mit x, = o (oder x, = o). Denn sonst
wire die Resultante (9), wie sich aus ihrer Faktorzerlegung (10) ergibt, in
bezug auf ¢; (oder ¢;) von kleinerem als dem (72, . . . 72,)te0 Grad. Das
miifte dann auch bei jeder Spezialisierung so bleiben. Aber fiir £, = 2™»
sind ja die Losungen von (8) oben angegeben und das Produkt (10) wird dann

(e + - Fepopep + cpra)s

wo ¢; alle 72°0 Einheitswurzeln durchlauft, e, alle m,¥husw, In bezug auf ¢,
(oder ¢,) ist es also vom Grad 72,1, . . . 2, nicht von geringerem.
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und folglich muB § zugleich eine #2,'® Einheitswurzel sein. Da
der gréBte gemeinsame Teiler von e, 74, . . ., m, gleich & ist,
muB also § schlieBlich eine 2% Einheitswurzel sein. Diese not-
wendige Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn mit &, . . .,
£, ist ja offenbar stets auch 3¢, . . ., 3§, wenn & eine d* Einheits-
wurzel ist, eine Lsung von (8), und fir diese nimmt auch #; den-
selben Wert an. Somit nimmt f;,, wenn man darin fiir 2, . . ., z,
der Reihe nach alle 7z 72, . . . 2, verschiedenen Losungen des
Systems (8) einsetzt, genau

R R M

Lol S
a 72 ;
verschiedene Werte an.
Jede Abhingigkeit
Ay £A ansnle
2 Dany. ap Jo it Sy =0 (11)
muf3 daher, wenn man darin
—_ m J— n
fl T 'Ullr eyt ’fk e I”lch

setzt, fur 7, noch /; verschiedene Werte liefern, muB also in f/,
mindestens vom Grad /; sein. Wenn man also die beiden Poly-
nome von neuen Variabeln 3o, ¥, .. ., ¥,

o T 0
D=2 Choa,...0, Y0 Y1 - Vi

ol b A A Al
LA IO T 2 A T T R

betrachtet, deren Koeffizienten die aus Satz 2 bzw. Formel (11)
sind, so muB ¥ in bezug auf y, mindestens vom Grad /, sein.
Wenn man nun ¥ als Polynom von y, durch @ dividiert und
bedenkt, daB in @ die héchste Potenz y{° mit keinem anderen ¥,
multipliziert auftritt, erkennt man, daB Quotient und Rest Poly-

nome von ¥g, ¥y, . . ., ¥, sind. Man erhélt daher eine Identitat
¥Y=Q0 4 P,
wo dann das Restpolynom P =P (y,, ¥, . . ., 3,) in bezug auf 3,

von kleinerem als dem /" Grad ist. Zugleich ist aber

P (fO)fl! . J.fh) =0,
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und da es eine Abhingigkeit, die in f, von kleinerem als dem
J,te" Grad ist, nicht gibt, mu P identisch verschwinden. Daher
ist ¥ = Q ®, womit der Satz 3 bewiesen ist.

Bemerkung. Der Beweis 1aBt gleichzeitig noch etwas mehr
erkennen, was uns spiter von Nutzen sein wird, nimlich:

Auch wenn in den Polynomen fi, ..., f, die Koeffizienten
teilweise spezialisiert sind, aber so, daB dadurch die weitergehende
Spezialisierung f, = «7'» nicht unméglich gemacht wird, kann
es, sofern nur die Koeffizienten von f, Unbestimmte bleiben,
keine Abhingigkeit geben, die in #, von kleinerem als dem /,**"
Grad ist, also keine Abhingigkeit von geringerer Hoéhe als M,
und von der Hoéhe M nur die eine bereits nachgewiesene. Man
kann in diesem Fall nimlich immer noch mit Hilfe der weiter-
gehenden Spezialisierung den Beweis wortlich wie oben durch-
fithren.

§ 5. Beweis des restlichen Teiles von Satz 2

In der nachgewiesenen Abhédngigkeit der Héhe 47 denken wir
uns jetzt die Koeffizienten C/loll...lh' die Polynome der Koeffi-
zienten der f, sind, ohne gemeinsamen Teiler. Speziell () ,
enthilt die Koeffizienten von f; nicht. Die Sonderstellung, die
wir in § 3 dem Polynom f, eingeriumt haben, kénnen wir ebenso-
gut jedem anderen f, einrdumen und wieder eine Abhingigkeit
der Hohe M nachweisen. Nach Satz 3 muB das jedesmal dieselbe
Abhéngigkeit geben, woraus wir schlieBen, dal €y, , o die
Koeffizienten von f; nicht enthilt usw., schlieBlich daB C,, o,
die Koeffizienten von f, nicht enthilt.

Wenn wir jetzt die Koeffizienten von £y, . . ., f, irgendwie so
spezialisieren, daf die Resultante

R(flrfz» e 2 _fk)

k

(12)

AR N o B 5
verschwindet, so hat das System f; = o, ..., f, = o eine nicht
triviale Losung &, . . ., &, und fiir diese ist £, (§,, . .., £,) == o,

da ja fy Unbestimmte zu Koeffizienten hat. Aus der Gleichung
(B) in Satz 2 folgt dann, indem man speziell x, = £, einsetzt:

C%O...Ofo(‘zl,- 343 Ek)l" — 0
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und folglich C, ,  , = 0. Mit der Resultante (12) verschwindet
also stets auch (;, o, und da die Resultante bekanntlich
irreduzibel ist, muB ¢}, , durch sie teilbar sein.

Um (4., noch genauer zu bestimmen, wollen wir f, spe-
zialisieren zu

Jo = o™,
wo dann ¢ vom Grad 7° = & ist und Unbestimmte als Koeffi-

zienten haben moége. D;durch wird der Koeffizient C , o gar
nicht beeinflult, weil er ja von den Koeffizienten von f; nicht
abhingt. Aus der Bemerkung am Schlul3 des § 4, wobei nur f;
und f; ihre Rollen tauschen miissen, folgt, daB immer noch keine
Abhingigkeit existiert, die /; in geringerer als der /,**® Potenz
enthilt. Daraus folgt dann weiter, daB3 es aufer der durch den
bewiesenen Teil von Satz 2 verbiirgten Abhingigkeit immer noch
keine zweite von der gleichen Hohe A/ gibt. Wenn wir also auf
irgendeine Art eine Abhingigkeit der Hohe M/ zwischen ¢,
J1 - - ., f; finden kénnen, bei der dieKoeffizienten, die Polynome
der Koeffizienten von ¢, f1, ..., f, sind, keinen gemeinsamen
Teiler haben und bei der speziell der Koeffizient von flo = (gPo)
gleich der p,'*® Potenz der Resultante (12) ist, wird der Rest von
Satz 2 bewiesen sein,

Nun besteht nach dem bewiesenen Teil von Satz 2 zwischen
@, f1, - - -, f, eine Abhingigkeit ‘

7 P A Ay "
2 Giainln S Mssgfh =io (13)
von der Héhe

dml...mk

dhg+ mydy F -+ o, = T =g .y
In (13) treten links die beiden Glieder
Cro o'l 'Caotl o f (14)
auf, wobei (15)
/
"y My . .y M i My My . .
r=% =mo=lo, §= j-nl< = My ...My

ist. Cry o und Cy,q. o sind gewiB von o verschieden, weil ja
die Abhingigkeit in ¢ vom Grad » und entsprechend in f; vom
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Grad s sein muB. €/, ist nach dem oben Bewicsenen teilbar
durch die Resultante (12). Ferner enthilt C,, , die Koeffi-
zienten von ¢ nicht und entsprechend enthilt Cj o o die Koef-
fizienten von £ nicht. In bezug auf letztere ist daher das zweite
der Glieder (14) homogen vom Grad s. Dasselbe muf3 dann von
allen Gliedern in (13), also speziell auch vom ersten der beiden
Glieder (14) gelten, weil ja (13) cine Identitit in allen Unbe-
stimmten ist und nicht schon eine Teilsumme von (13) ver-
schwinden kann, was ja eine zweite Abhingigkeit der Héhe A/
bedeuten wiirde. Somit ist der Koeffizient C,, , in bezug auf
die Koecffizienten von f; homogcn vom Grad s, das heil3t vom
Grad :

"y My . . Y,

7, y

und analog ergibt sich, daB er auch in bezug auf die Koeffizienten
von f, homogen vom Grad

mymy. .. 2y,

e,

ist. Von denselben Graden ist aber bekanntlich auch die Resul-
tante (12), so daB C,, , nicht nur durch diese Resultante teil-
bar, sondern bis auf einen Zahlenfaktor ihr gleich ist.

Aus (13) folgt unmittelbar

I 2Cha,..0, oA fir=0, (16)
& k

wobei das Produkt iiber alle p" Einheitswurzeln ¢ erstreckt
werden soll; denn der Faktor fiir ¢ = 1 ist ja nach (13) gleich o.
In dem ausmultiplizierten Produkt (16) kommen aber nur Po-
tenzen von ¢ vor, deren Exponent durch p, teilbar ist. Infolge-
dessen hat (16) die Gestalt

2 Cina,.. Ay @™ ffr. . fik =0, (17)

wobei
Mohg + My + ... oy, 7\,‘ =y my g ...y, =M

und wobei auBerdem €}/, 4 gleich der " Potenz von Cly
ist, also bis auf einen Zahlenfaktor gleich der p,t® Potenz der

Resultante (12). Mit (17) ist sonach eine Abhangigkeit der Hohe
9 Minchen Ak, Sb, 1950
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M zwischen o, f, ..., f, gefunden, bei der (], o die p,®
Potenz der Resultante (12) ist, Wenn wir noch zeigen konnen,
daB die Koeffizienten €, . ;. ohne gemeinsamen Teiler sind,

ist das Gewiinschte erreicht. Nun ist aber in (17) das Glied

on0...0 nach der Entstehungsweise aus (16) einfach die '
Potenz des Gliedes Cj,,.. o in (13). Also ist (g ... o, das
heiBt der Koeffizient von f{2, von o verschieden und enthilt die
Koeffizienten von f; nicht. Ebenso ist der Koeffizient von flv
von o verschieden und enthilt die Koeffizienten von f, nicht.
Daher kénnen

1! s 17

1,00...0 01;0,..00 % Coo...oz,l
keinen gemeinsamen Teiler haben, weil ein solcher weder die
Koeffizienten von ¢ noch die von fi, ... noch die von £, ent-
halten kénnte. Mit der Abhéngigkeit (17) ist also das Gewtlinschte
erreicht.



