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Zur Orthogonalinvarianz des Inhalts

Von Robert Schmidt in Miinchen

Vorgelegt von Herrn H. Tietze am 7. Juli 1950.

Zur Definition des Inhalts oder des R-MaBes in einem Modell
des E,, gekennzeichnet durch ein rechtwinkliges kartesisches
Koordinatensystem, pflegt man die ,,MeBwiirfel »-ter Ord-
nung ( =0, 1, ...) zugrunde zu legen. Es sind dies — wenn
ich hier und im folgenden, und zwar lediglich aus Griinden der
bequemeren Ausdrucks- und Schreibweise, # = 2 annehme -
die halboffenen Quadrate

W o= =y y: © _<_x<“‘- X \;Sy Yty

2n —

Es sei ¥ eine beschrinkte Punktmenge (des £,). Jedes I8,
das ganz in Y enthalten ist, &, C U, werde als ein p, bezeichnet.
Die Vereinigungsmenge P, = 2 p, aller p, (bei festem #) ent-
halt alle solchen 98, , ;, die ein p,,, sind, und es ist daher P, C P,
C ....Jedes B, ist die Summe von 4 (= 2*) paarweise fremden
W, . ,, insbesondere jedes p, die Summe von 4 paarweise frem-
den y,.,. Fiir jedes # ist die Anzahl der p, endlich. Diese An-
zahl, durch 4" (= 2"") dividiert, werde mit p,, bezeichnet. (Der
Wert p,, ist gerade das, was man als den elementargeometrischen
Inhalt von 9, zu bezeichnen pflegt.) Der Menge U ist also ein-
deutig eine Zahlenfolge #, py, . . . zugeordnet, die sich zunichst
als wachsend erweist: py <p; <..., und die auBerdem be-
schrinkt ist. Sie strebt daher gegen einen wohlbestimmten
Grenzwert,

PO)pls--'—’m

den man als den inneren Inhalt oder das innere R-MaB
bezeichnet.

Analog soll jedes 533,1, das wenigstens einen Punkt von U
enthdlt, als ein q, bezeichnet werden. Fiir die Vereinigungs-
mengen £, =2Xq, hat man: Q; D Q; D .... Bedeutet ¢,

die durch 4" dividierte Anzahl aller Gy SO Wird ¢ =2 g1 = . -
Miinchen Ak. Sb. 1950
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daher "
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der duBere Inhalt oder das duBere R-Mal von A. Es ist
5 < gy dabien . < . Falls A= ¥, so wird % als R-mef3bar
. bezeichnet, und den gemeinsamen Wert § 2% § von 2% und % nennt
man dann den Inhalt oder das R-Mal von 9

Gegenstand dieser Note ist der fiir die Theorie des Inhalts
grundlegende

Satz. ,,R-MeBbarkeit und R-Mal, allgemeiner: inneres und
juBeres R-Mal sind invariant gegeniiber orthogonalen Trans-
formationen."

Fiir diesen Satz hat Herr Erhard Schmidt! cinen AduBerst
interessanten, allerdings auch nicht miihelosen Beweis gegeben.
Herr E. Schmidt beweist diesen Satz in der folgenden Form,
deren Gleichwertigkeit mit der Orthogonalinvarianz der inneren
und duBleren R-MaBe leicht zu erkennen ist:

,,Jedes Rechteck ist R-meBbar, und sein Inhalt ist gleich dem
Produkt seiner Kantenldngen.*

Es ist ebenso leicht einzusehen, daB es geniigt, folgendes zu
beweisen (£ = 2):

,,Wenn $8* aus dem halboffenen Einheitsquadrat $8 = 98)°
durch eine beliebige orthogonale Transformation hervorgeht, so
ist $* ebenfalls R-meBbar, und es ist § W § = 1.

Im folgenden will ich den Invarianzbeweis mit dieser Form
der Behauptung auf einem anderen als auf dem von Herrn
E. Schmidt eingeschlagenen Wege fithren. Dazu stelle ich zu-
néchst einige geldufige Tatsachen iiber das R-MaB zusammen,
um dann den Beweis darauf hinauszuspielen, daB man jedes
orthogonale Bild §* eines Kreises & bereits durch eine Trans-
lation von & gewinnen kann.

1. Wenn % und % beschrinkte Mengen mit positivem Ab-
stand sind, dann ist ¥ - B =AU + 3.

2. Wenn Y und 9B beschriankt und R-mefbar sind, und 4% =o,
dann ist ¥ + B beschrinkt und R-meBbar, und es ist3 ¥ + B3
=} Ui +iv

1 Uber die Darstellung der Lehre vom Inhalt in der Integralrechnung,
Mathem. Zeitschrift Bd. 12 (1922) S. 298-316.
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3. Wenn ¥ beschrinkt ist, und % aus ¥ durch eine Translation
hervorgeht, dann ist ¥ =B und =3

4. Wenn ¥, C ¥, C ... eine aufsteigende Folge von R-meB-
baren Mengen ist, und wenn U, + %, + ... beschrankt und
R-meBbar ist, dann ist im $ Y, 3 =3 Uy + U, +...%

(Den Beweis von 4. fithrt man vorteilhaft iiber die fiir jede
beschrinkte aufsteigende Folge U, C U, C .. .. giltige Un-
gleichung

im Y, < +% +...Elim¥%, <% +% +...).

Taaaaaasal

Zunichst folgt aus 1. und 3. (indirekter Beweis), daB jede
Strecke und jeder Halbkreisbogen das (2-dimensionale) R-Mal
o hat. Das gleiche gilt somit auch fiir den Rand jedes Quadrats
und jedes Kreises. Daher ist jedes Quadrat und jeder Kreis
R-meBbar.

Durch eine orthogonale Transformation 7 wird jedes MeB-
quadrat 8, in ein halboffenes Quadrat 8%, also eine R-mefbare
Menge abgebildet. Die ¥ sind (bei festem 7) Translationen
voneinander, haben also nach 3. untereinander gleiches R-Mal3

§ M) £ Jedes W ist Summe von 4" (= 2*™) paarweise fremden
I¥; nach 2. ist daher

Il = L imd=Lime

Es bezeichne jetzt & einen offenen Kreis, etwa den Einheits-
kreis £ ={x, y: 22 + 12 < 1}, und es sei Py, Py, . . . dic Folge
der Vereinigungsmengen der MeBquadrate o-ter, 1-ter,. ..
Ordnung, die Teilmengenvon &sind: Py =2 p, Py =S py, . . ..
Esist Py CP C ... und Py +P; + ... = & Durch 7 moge
Kin §*, p, in p}, P, in P¥ bergehen. Fiir jedes p* ist

foni =T §mri

Jedes 9y ist als Summe von endlich vielen (paarweise fremden)

Quadraten p}; R-meBbar, daher nach 2., wenn P¥ die Anzahl
der p, bedeutet:

§f =Pl foti =Pl il
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Bei jedem 7 ist die Anzahl 4" - p,, der p, gleich der Anzahl
P¥, somit
§VR§ =2n WL

Weiter ist 5 CPF C ... und 95 + 97 + ... = &, nach 4.
wird daher lim § 9% § = § 8* §, und wegen p, — § 8:

§RrE ={8]- fOf

Nun kann man die Punktmenge £* bereitsdurch eine Trans-
lation aus & gewinnen, und 3. liefert § 8% = § £%, so daB wegen
$ 8% > o nunmehr folgt:

IW*E =1,

was zu beweisen war.



