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Uber stetige Fortsetzung reeller Funktionen.
Von Richard Rado in Berlin.

Vorgelegt von C. Carathdéodory in der Sitzung am 9. Mai 1931

Fiir viele Fragen der reellen Analysis ist folgender Satz von
Wichtigkeit: Gegeben sei eine reelle Funktion f, die in einer
abgeschlossenen Punktmenge M des " definiert und an deren
Hiufungspunkten stetig ist. Danun kann man £ in 3* — M so
definieren, dak man eine in ganz N stetige Funktion f erhilt.
Carathéodory heweist den Satz in seinem Buch iiber ,Reelle
Funktionen“, 1. Auflage, §§ 541—543 sehr einfach mittels Le-
besguescher Integrale. Es zeigte sich aber, daB man so tieflie-
gende Hilfsmittel zum Beweis des Satzes nicht benttigt. In der
zweiten Auflage desselben Buches, §§ 541— 543, wird er auf ele-
mentarem Wege bewiesen, sogar noch mit einer Verschirfung,
dafi nimlich die stetige Fortsetzung der Funktion in einer ge-
wissen Umgebung von I in bestimmter Weise nach oben oder
nach unten beschriinkt werden kann. Im Crelle-Journal, Bd. 145,
Seite 9—14, beweist H. Tietze den Satz durch dhnliche, aber
kompliziertere Bildungen wie die bei der folgenden zweiten Lo-
sung, allerdings nur fiir den ¥all, daf |f auf I beschriinkt ist.
Im folgenden werden zwei weitere Moglichkeiten solcher stetigen
Fortsetzung angegeben, von denen die zweite vielleicht die ein-
fachste Losung des Problems darstellt.

Gegeben ist also eine reelle Funktion f und eine abgeschlos-
sene Menge ¢ des R £ ist in M definiert und in den Hiufungs-
punkten von M stetig. Gesucht ist eine Funktion, die in h” de-
finiert und stetig ist und in ¢ mit [ dbereinstimmt. Es bedeute
o (P, ©)) die Entfernung der Punkte P und @, o(@, ) den Ab-
stand von @ und M.

Die erste Methode von Carathéodory besteht darin, dak
man als Funktionswert /(@) fir @ <C M gewisse Mittelwerte von
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Funktionswerten f(P) definiert, die in Punkten P << ange-
nommen werden, welche in immer kleineren Umgebungen von ¢
liegen, wenn sich () der Menge M nithert. Diese Mittelwerte sind
Lebesguesche Integrale. Man kann letztere dadurch vermeiden,
daB man nur abziihlbar viele Funktionswerte von f zur Definition
von [(¢)) verwertet. [ist vollstindig dadurch charakterisiert, dafi
ich (P} fiir eine auf W itherall dichte Punktfolge P, << ¢ kenne.
Von diesen Funktionswerten nehme ich jetzt einen gewissen Mit-
telwert, der durch passende Gewichtsfunktionen so eingerichtet
werden mul, daB er sich erstens mit ¢) stetig dindert und dals
ferner bei der Mittelbildung hauptsiichlich solche [ () etnen Ein-
fluf haben, fir die o (¢, ) klein wird, wenn @ sich ¢ niihert.
Letzteres gewiihrleistet den stetigen Anschluli von /() an die
Funktionswerte in ¢, AuBierdem brauche ich noch von ¢ unab-
hiingige Gewichte a,, welche die Konvergenz der zur Mittelbil-
dung benitigten unendlichen Reihen erzeugen. So kommt man
auf die folgende Losung der Aufgabe:

1. Lgsung: (v =1, 2,...) sel eine in N* iiberall dichte
Punktfolge (z. B. die Menge aller Punkte, die in irgend einem
Koordinatensystem nur rationale Koordinaten haben). Hs gibt
P, <0 mit o(Q,., M) = o(Q., P,).

Ich wiihle a,. >0, so dak die Reihen

@
Ya, und Y a,- [(P)

[ v

konvergieren </ B.a, = Fir ¢ <7 9 defintere ich

1 /'(1’1-)f)'

dann:

a,/(Z’) Max (0, 20 (%, M) — 0 (¢, P)

0y ) —= . o
\‘ (l, Mnx (9, ‘)o( ,EUE)- ~o0(Q, )

Die so erweiterte Funktion [/ ist iiberall stetig.

Beweis: Die I, liegen in 9 tiberall dicht. Zu @ - W& gibt
es also ein P, mit 20(Q, M) — o (), ) ~0. Wegen a, -0
verschwindet der Nenner von (1) also nie. 9 sel eine beschriinkte,
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abgeschlossene Teilmenge von N" — M. Dann gibt es A mib
0(Q, M) < A4 fir <N,
Tiir <~ 0 folgt dann:

La, (D) Max (0, 20 (0, D) — 0 (@, P)) <24-a, [(P)
la, + Max (0, 20 (¢, V) — o (@, D)) <24-qa,
Wegen der Wahl der a, sind also Ziihler und Nenner von
(1) in N gleichmiifiig konvergente Reihen stetiger Funktionen,
also selbst stetige Funktionen von ¢ fiir alle @ < ¢, KEs bleibt
noch zu zeigen, daf f in einem Randpunkt I’ von M stetig ist.
Es sei () <C M. Aus der Form von (1) sieht man, daf /(¢) ein
Mittelwert aller derjenigen /() ist, fiir die o (@, I,) < 20(%, 2)
ist. Fiir @ » P riicken diese P, in immer kleinere Umgebungen
von P, also folgt aus der Stetigkeit des gegebenen fin P: (1)) > f(P).
Ausfiihrlicher: N
[(Q) — [P) =
Y a[[(P)—= (D] [20(@, D) o — (@, P}
200, 1) 20 10,3)

| N 20 M) — o (0 2]

USSEFTUE

|

< Max  f(P) - ()]
Pem
o (Q, D)= 20(Q,MN0)

Wegen o (), W) <o (%, L) ist daher lim /() = /(P).

=+ '
Die erweiterte Funktion [ ist itherall ?Stetig.
2. Losung: Wenn die Aufgabe fiir f, und 2 einerseits,
fir f, und M andrerseits gelost ist, so ist die Differenz der ge-
fundenen stetigen Fortsetzungen eine stetige Erweiterung von

T
{1~ .. Wegen [ = 4 P / > / geniigt es also, [()> 0
fir 2 << M anzunehmen. Dann definiere ich fiir ) < M

~ I 0o, P)
2 () = M Y L 2_9(“ ]
® 1@ = Nax |y (2= 20 )

Diese Funktion erfiillt die obigen Forderungen.
Beweis: Zu ) <C 0 gibt es Py << M mit o(Q, Py) = o (), D).
Dann ist:

@ UPO D
2y (2= S e)) = g >o.
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Fiir P <M mibt o (Q, P) =>20(®, M) ist aber
e P
@ (2= 2in) <O

Das Maximum in (2) wird also in einem Punkte P, <<
mit o (¢, P) <20 (Q, M) angenommen.

N sei eine beschriinkte, abgeschlossene Teilmenge von * — K.
Die Menge der zu @ << N gehdrigen P, ist dann beschrinkt, die
zugehdrigen f(P)) sind also auch beschrinkt. Fur @, " <<
folgt daher:

0> (P - (2 — 2 P)
@ 2@ (2— S8
S Dy L 4)___91_(8’ 1)1) e
f_/(l 1) (— Q((k)‘ “Jf) &
> f(Q) —e fir (@, ¥) <.
Entsprechend ist umgekehrt: .
Y 2f(Q)—e fir o(Q ) <0,().
f ist daber in N, also in jedem Punkte ) < W stetig.
Ferner sei P ein Randpunkt von M, ) <C M. Dann ist:
) P (= 0
’((l)) = f(I 1) <“ Q((l), \.Ul‘)
<IEPY [Py fir o0, P) <8,0)
OO S lP .)___Q((\)LPO)
7( ()) = f(ZO) <"‘ (’((J, ﬁ))(‘)
=[(L)>f(P)—¢ fir o(Q P)<d,().
f ist also auch in P stetig.

Wenn die gegebene Funktion f in I halbstetig ist, etwa
nach oben, dann liefert (1) eine Funktion, die in @ <C I stetig.
in P << nach oben halbstetig ist. Die zweite Methode leistet
das im allgemeinen nicht, da die obige Zerlegung von f in die

Differenz zweier nicht negativer Funktionen nicht zulissig ist,
weil sie die Halbstetigkeit evtl. vernichtet.



