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Vom Normalenkegel der Zwischenehenen
zweier getrennter Eikorper.

Von Hermann Brunn.

Vorgelegt von C. Carathéodory in der Sitzung am 5. Juli 1930.

Unter KEigebieten in der Ebene oder im Raume verstehen
wir abgeschlossene Gebiete im Endlichen, die mit einer treffenden
Geraden nur ein Stiick — Punkt oder Strecke — gemein haben.

Wir schicken zwei Hilfssiitze voraus:

1. Zwischen zwei getrennten, d. h. keinen Punkt ge-
mein habenden Ovalgebieten einer Ebene kénnen immer
(terade — wir nennen sie ,Zwischengerade* —, zwischen
zwel getrennten Eikérpern im Raume immer ,Zwischen-
chenen* hindurchgefithrt werden, die weder mit dem
einen noch dem andern Bigebiet einen Punkt gemein ha-
hen. (Schon bei Minkowski.)

Man zeigt leicht, daf z. B. die Normalen hzw. Normalebenen
in Puankten der (bzw. einer) kiirzesten Verbindungsstrecke zwi-
schien den beiden Kigebieten zu diesen Zwischenelementen gehsren.

2. Fiir zwet vollkommen getrennte Ovale L, I’ mit
inneren Punkten in der Ebene gibt es immer vier ver-
schiedene Gemeinstiitzen, zwel ,innere‘ ¢ und ¢, und

.

zwel ,duliere* a, und a,.

Die Ovale liegen fiir ein ¢ auf verschiedenen Seiten, fiir ein
« auf der gleichen Seite.

BEs wird gut sein, diesem schon von Juel bewiesenen Satze!)
einen neuen Bewels zu geben, weil wir von einer anderen Oval-
definition ausgehen als Juel, und damit wir einige besondere
Schliisse bequem ankniipfen konnen.

Man denke sich, um die Vorstellung zu fixieren und die
gegenseitige Lage der Objekte bequem bezeichnen zu konnen,

1} S. ,lnledning ete.® D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skr. 6. Rekke,
math. Afd. X. 1, 1899, S. 16f.
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eine Zwischengerade £ der Ovale wagrecht, I dariiber, " darunter
gelegen, und ziehe unterhalb von ' noch eine Parallele (' zu ¢,
die keinen Punkt mit I gemein hat. IS hat zwel zu ¢ parallele
Stiitzen: ¢, oben und , unten, und beide sind, wenn Z nicht
auf eine zu ¢ parallele Strecke sich reduziert, sicher also, wenn
17 innere Punkte hat, wie wir annehmen, von einander verschie-
den. Auch von jeder anderen Richtung in der Ebene von 17 gibt

es dann zwel verschiedene Stiitzen an IY, die — wenn man
die Richtung ¢ hier ausschlieft — immer als rechte und linke

unterschieden werden kinnen.

Unter dem Winkel ¢ einer Geraden y mit {, verstehe ich
den Winkel <& zwischen der unterhalb [, liegenden Hiilfte y
von y mit der vom Schnittpunkt (,, ) = ¢ nach rechts laufen-

den Hiifte 21 von {,. Wenun dann fiir eine zweite durch ¢ gehende
Gerade y, der Richtungswinkel v, — v ist, liegt y, — abgesehen
vom gemeinsamen Punkbt ¢ — ganz links von 7, und daher
auch von y. '

Analoges gilt fiir eine beliebige Parallelverschichung unseres
Systems, die etwa £, und ¢ in {f und ¢* iiberfilhren mbge, wobei
dann (7 statt des ¢, fiir das ,oben” und ,unten® mabgebend ist.

Nun seien p, und o die rechten Stiitzen von F zu den Rich-
tungswinkeln , => 1, 7 und #* ibhre Schnittpunkte mit ¢ und ',
Der Schnittpunkt ¢* von p und p, kann nicht auf oder unter-
halb ¢ fallen; denn daun wiirde wegen ¢, > ¢ das o, links von
o und o, das o, rechts von o und o liegen (wobei der obere
Strich obere Hilften andeutet). Da aber mit £ auch der auf o,
vorhandene E-Punkt oberhalb ¢, also auf g, liegen wiirde, miifite
er rechts von p liegen, das dann keine rechte Stiitze von 17 sein
konnte, was es doch ist.

Also liegt ¢* oberhalb £, » und », liegen auf o und o,, und
weil o, links von o, liegt auch 7, links von ».

Innerhalb des Intervalls 0 <4 <= riickt also » mit wach-

sendem 1 iiberall streng monoton — d. h. ohne stehen zu
bleiben — von rechts nach links, und wenn man das gauze

Intervall mit Einschlufy der Grenzwerte 0 und = durchliuft, ein-
mal iiber die ganze Gerade aus dem Unendlichen rechts in das
Unendliche links.

Fir die Stiitzen 1 auf der linken Seite von ¢ und ihren
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Schnitt [ auf ¢ ist es, wie man leicht nachkontrolliert, genau
dasselbe, wenn man sie von £, bis £, durchliuft, und man hat
also im Ganzen:

Wenn man eine veriinderliche Stiitze an I/ aus der Lage
stetig 1m Uhrzeigersinn um das ganze Oval I/ bis wieder in die
Lage ¢, herumbewegt, durchliuft der Schnittpunkt monoton die
Gerade ¢ zweimal vollstiindig aus dem Unendlichen rechts in das
Unendliche links. Natiirlich gilt dasselbe fiir den Schnittpunkt +/,
bzw. " der veriinderlichen Stiitze mit ¢'.

Daraus folgt: Wenn man die veriinderliche Stiitze aus der
Lage £, um J¢ herum in der besagten Weise wieder nach [ zu-
riickfiihrt, bewegt sich auch die Strecke, die zuerst ', dann '
heifit, zweimal streng monoton iiber den ganzen Streifen zwischen
Z und " aus dem Unendlichen rechts in das Unendliche links.

Die Monotonie der Bewegung bedeutet hier, daf jede Folge-
lage von 7 auf dem Streifen (£’ vollstindig links von jeder
vorhergehenden Lage 77, jede Folgelage I’ vollstindig links von
jeder vorhergehenden Lage (I fillt.

Von der hewegten Strecke #+" (/') wird wun das Oval I”
vollstiindig iiberfahren, es ist eine erste, zu einem o, (1)) gehorige
Lege von »/" (II’) vorhanden, die mit 14 etwas gemein hat, und
eine letzte entsprechende zu einem p, (4,).

01y Oy Ayy Ay sind offenbar Gemeinstiitzen von 15 und I, und
die Monotonie der Streckenbewegung verhindert, daB weitere Ge-
meinstiitzen vorhanden sind. Denn wire z B. g, eine weitere
rechte Stiitze von I, so ktinnte sie — nach der Definition von o, —
nicht vor o, erreicht worden sein; nachher aber auch nicht,
denn dann wiirde sie mit dem ganzen ¢, auch den notwendig
aut o, liegenden [I7-Punkt zur Rechten haben, was fiir eine
rechte Stittze von I7 ausgeschlossen ist. Man hat nun
0, ist rechte Stiitze von Iv, rechte von I7, also eine fufiere Ge-

meinstiitze a, von If und I,

0, Ist rechte Stiitze von FE, linke von I7, also eine innere Ge-
meinstiitze ¢, von I und I
A, ist linke Stiitze von I, rechte von F, also eine innere Ge-

meinstiitze ¢, von I und I
4, ist linke Stiitze von 14, linke von F, also eine iiufiere Ge-
meinstiitze a, von X und I\
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Wir werden es ausschlieilich mit den inneren Gemeinstiitzen
zu tun haben.

Die beiden inneren Stiitzen g, und 4, sind von einander ver-
schieden. ‘

Der Beweis dafiir muf sich auf das Vorhandensein eines
inneren Punktes i von 15 (oder It) stiitzen, denn hiitten £ und
I" keinen inneren Punkt, so konnten g, und 1, tatsiichlich zu-
sammenfallen. Aber einen Punkt i von I mufl o, zu seiner Linken,
4, zu seiner Rechten haben, wodurch die Verschiedenheit von p,
und 1, gesichert ist.

Es dart aber hier nicht tibersehen werden, dafi die Stiitze £,
(ebenso ) sowohl als eine rechte wie als eine linke an I/ an-
gesehen werden kann und daB hier das Rechts- und Links-
liegen eines inneren Punktes von der Stiitze seine unterschei-
dende Kraft verliert, so daB es zuniichst denkbar wiire, dab
0, und 2, gelegentlich in {, zusammenfielen. Angenommen, sie
titen es, so miiite ,, da es Punkte von 1Y und I enthilt, von
der zu ihr parallelen Zwischengeraden (, die keine solchen ent-
hiilt, verschieden sein und also ganz auf einer Seite von { liegen,
was doch die auf (, enthaltenen Punkte von 1Y und I’ nicht tun
konnen. Also auch auf ¢, (£,) konnen g, und 4, nicht zusammen-
fallen; darauf mufite um so mehr hingewiesen werden, also eine
Annidherung an dieses Zusammenfallen von o,, A, und {, his
zu jedem belichigen Grade moglich ist.

Die inneren Gemeinstiitzen ¢, und 4, konnen auch nicht
parallel sein; denn — da ihr Zusammenfallen jetzt ausgeschlossen
ist — miiBite p, als parallel zu 2, ganz auf einer Seite von £,
liegen, was doch die auf o, vorhandenen Punkte von I und I
nach der fiiv 7, einschliigigen Definition einer inneren Gemein-
stiitze nicht tun kdnnen.

In Summa haben wir nun streng die fiirs Folgende wichtige
Tatsache bewiesen:

Die inneren Gemeinstiitzen zweler eigentlichen getrennten
Ovalgebiete in einer Ebene bilden, im Endlichen sich schneidend,
sicher vier vom :-Schnittpunkt s ausgehende Halbstrahlenwinkel
grifer als Null und kleiner als .

Da I nur auf einer Seite von ¢, und auf einer Seite von ¢,
liegt, mufi es ganz auf denjenigen dieser vier Winkel —— heilie
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er ¢, — beschriinkt sein, welcher ebenso gegen die ¢ gelegen
ist; und da I sich beziiglich der Seiten entgegengesetzt verhiilt,
muB es ganz im Scheitelwinkel ¢, von ¢, liegen; ibrigens er-
reichen /¢ und I" mit Punkten e, f die Schenkel threr Halbstrahlen-
winkel!). Wir fassen ¢, und ¢, zu dem Vollstrahlenwinkel ¢ zu-
sammen.

Fiir das Spiitere ist von Belang, daf alle von s ausgehenden
in ¢ verlaufenden Vollstrahlen ¥V Punkte ¢, f enthalten. Denn
auf jedem Schenkel von ¢, liegt mindestens ein ¢, die Verbin-
dungsstrecke beider Punkte iiberspannt ¢, <"z vollstindig, ge-
hirt vollstindig zu & und muf von V' geschnitten werden; Ana-
loges gilt fir 7 und ¢,. Allerdings kann die Uberspannungssehne
sowohl bei ¢, als bel ¢, auf den Winkelscheitel s zusammen-
schrumpfen, oder sich von s aus an einen der Winkelschenkel
anlegen, s. Fig. 1 und Fig. 2.

7

.\\

Fig.1 Fig.2

Aber dann ist eben in s ein unumgehbares e oder f fiir V" ge-
geben; auch ist ausgeschlossen, dafi s von beiden Ovalen zu-
gleich erreicht wird, sie wiiren ja dann nicht mehr getrennt.
Man kann also, wenn (1) bis s reicht, um s immer einen end-
lichen, wenn auch kleinen Kreis = legen, der keinen Punkt
von I'(I9) enthiilt. Auch dies fiir spiiter.

Die von s aus innerhalb ¢, verlaufenden Vollstrahlen sind
»im allgemeinen® von Punkten ¢ und f frei und dann Zwischen-
gerade von F und I, nur miogen sic gelegentlich in s ein ¢
oder [ enthalten.

1) Auch im folgenden wird unter e, bzw. f immer ein Punkt von F,
baw. I, spiiter von G, bzw. § verstanden.
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Nun zu unserem eigentlichen Thema!

Wir wollen den Satz beweisen:

Die von einem Punkt a auf die Zwischenebenen
zweier getrennten Eikorper € und § gefiillten Nor-
malen erfiillen einen Ovalkegel.

Beweis. Es sei Z; eine bestimmte, iibrigens beliebige Zwischen-
ebene der beiden Eikérper, I3 ein in ihr liegendes Strahlenbiischel
mit Strahlen f. Nach jeder Richtung A denken wir uns eine
Parallelprojektion von € und § auf eine zu f normale Ebene N
entworfen. Die Projektion besteht jedesmal aus zwei offenbar
ebenfalls villig getrennten Ovalen 5 und I, zwischen denen die
Gerade {, nach der N und 4 sich schnetden, als ,Zwischen-
gerade® hindurchliuft.

Wir setzen zunichst voraus, € und & seien eigentliche
Eikorper, mit inneren Punkten, worauf dann auch J und 17
eigentliche Ovale sein werden, die nach unserem zweiten Hilfs-
satz zwel innere Gemeinstiitzen haben, und auf die wir die ganzen
Bezeichnungen von frither iibertragen. Durch die Projektion ent-
sprechen den Gemelinstiitzen ¢, ¢, jetzt innere Gemeinstiitzebenen
(auch sie meist kurz als ,Gemeinstiitzen® bezeichnet) J; und o,
an € und 7j; dem s entspricht die Schnittlinie o von o/, und J,,
welche die Projektionsrichtung f hat. Wir haben zwischen o,
und J, wieder die Winkel ¢, @, @5, @, baw. ¢ und ¢, es ist
0<"¢, o< n und die Winkel ¢, ¢, sind sicher von ganz zu €
bzw. & gehorigen Sehnen iiberspannt, wobei aber singulire Fille
eintreten kinnen, wie sie denen in der Projektion auf N eni-
sprechen, und also die eine Uberspannung das o in einem Punkt
oder einer Strecke erreichen kann.

Alle Ebenen aus o, die durch das Innere von ¢, hindurch-
ziehen — wir bezeichnen ihre Gesamtheit mit m (Z) — sind im
allgemeinen von den Fikdrpern vollig getrennt und damit Zwischen-
ebenen Z, wiihrend- die durch ¢ ziehenden einschlieBlich der J —
nennen wir sie einzeln ) und ihre Gesamtheit m (D) — sowohl
Punkte ¢ als £ auf sich liegen haben, wie aus den Uberspannungen
ersichtlich ist.

Die Ebenen von m (Z) sind untereinander nach ihrer Rich-
tung, besser ,Stellung® alle voneinander verschieden. Es gibt nun
wohl noch andere Zwischenebenen parallel zu o, aber keine, deren
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Stellung nicht schon in m (Z) vertreten ist. Denn in m (D) be-
findet sich ja kein Z; aber auch keine Parallelebene D’ zu einem D
kann ein Z sein; denn dann miiite )’ — wie jedes Z — jede
Strecke ef schneiden. Auf D befindet sich aber sicher mindestens
ein ef, und dies kann wegen seiner Parallelitit zu I’ von IV
nicht geschnitten werden.

Man ist nun auch sicher, dal die Stellung der Zwischen-
chene Z,, das ja fiir jede Projektionsrichtung f gleichmiifiig in
Betracht kommt, in jedem m (Z) durch eine Ebene Z; vertreten ist.
Diese unendlich vielen Z; kiinnen alle voneinander verschieden sein.

Wo wir oben ,im allgemeinen® sagten, ist ein Ausnahme-
[all zu bedenken. Wenn — wir konnen jetzt wieder auf die Pro-
jektion zurtickgehn — I oder I7 bis an den Winkelscheitel s
herandringt, so sind die von s aus durch ¢, ziehenden Geraden y
nicht 1m strengen Sinn Zwischengerade von £ und I7 und auch
die oben mit m (Z) bezeichnete Menge enthiilt nicht eigentliche Z,
weil die Forderung der vollstindigen Trennung von den
Kigebilden nicht erfiillt ist. Der Zwischenfall wird sich aber als
liarmlos herausstellen.

Denn wenn z. B. — vgl. Figur 3 — [ das nach s vor-
dringende Oval, s« b der Sektor des frither erwiihnten kleinen
Kreises » ist, den ¢, ausschneidet, so kann
man jeder Geraden y eine kleine Parallel-
verschiebung gegen unten erteilen, so daf
sie von ¢, (und dem ganzen ¢) nur den
genannten Sektor schneidet, im iibrigen
in ¢, verliuft, daher weder ein ¢ noch
ein [ enthillt und eine eigentliche Zwi-
schengerade von £ und I ist. Das Er-
gebnis iibertriigt sich auf € und § und
ihre Zwischenebenen, und so kommt es
bei unsrem Ausnahmefall darauf hinaus,
dal3 genau wie beim reguliren Fall die
Stellungen der zu o parallelen Zwischenebenen gegeben und er-
schopft werden durch die Stellungen der aus o durch ¢, hin-
durchziehenden Ebenen, deren Menge wir uns auch in diesem
Falle noch durch m (Z) zu bezeichnen erlauben wollen.

Es ist klar, dai irgend zwei Mengen m (%) von verschie-
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dener Projektionsrichtung 8, abgesehen von den beiden Z;, lauter Z
verschiedener Stellung enthalten und daB — dies ist fiir uns
wichtiger — die mdglichen Stellungen der Z durch die aus den
siimtlichen m (Z) gebildeten Menge M (Z) erschépft werden.

Aus den unabgeschlossenen Mengen m (Z) werden abge-
schlossene m’(Z), wenn man zu jedem m (Z) die Grenzebenen oJ|,
J, hinzunimmt,

Wir kdnnen die J als ,uneigentliche Zwischenebenen® be-
zeichnen, wenn wir darunter Ebenen verstehen, welche die inneren
Punkte von € und & auf verschiedenen Seiten von sich liegen
haben, aber Randpunkte von € oder {, oder auch von € und
enthalten, somit von € und § nicht vollstindig getrennt sind.
Analog sind ,uneigentliche Zwischengrade® von £ und ¥ zu
definieren.

In der Gesamtmenge BM'(Z) der m'(4) ist jede migliche
Stellung der Z und der Gemeinstiitzebenen J einmal vertreten —
nur die Stellung Z, kann mehrfach vorkommen — und andere
Stellungen kommen in M'(Z) nicht vor. DaB auch M'(Z) ab-
geschlossen ist, wird erst im folgenden vollstiindig evident werden.

Wir bilden jetzt jede Ebene von M'(Z) aut eine Kugelober-
fliche A ab, indem wir ihr den Berithrpunkt z einer zu Z parallelen
Berithrebene von K entsprechen lassen. Wir bekommen zuniichst
fiir jedes Z zwel gleichberechtigte, einander diametral gegeniiber-
liegende Beriihrpunkte, also doppeldeutige Abbildungen, deren
Symbole wir mit dem Index 2 auszeichnen. Die Abbildung J7;(2)
von M'(Z) bauen wir mittels der Abbildungen ms(2) der m'(2)
auf; mi(¢) mub auf dem grofiten Kreise xp liegen, in den sich
die Ebenen der Projektionsrichtung § abbilden, und besteht aus
zwel einander diametral gegeniiberliegenden einheitlich zusammen-
hingenden Bogen vom Ausmal ¢,< s, die keinen Punkt mit-
einander gemein haben. Die Abbildungspunkte £, und z; von Z,
milssen nach Fritherem zu jedem mi(¢) gehdren. Wir gelangen
zu eindeutigen Abbildungen m’(z) und M'(2), indem wir die-
jenigen Bogen der mgs(2) withlen, die ¢, enthalten. B’ (¢) baut
sich nun aus den m'(¢) offenbar so auf, dak wir behaupten kinnen:

Die Figur M’(z) hat mit allen durch z, gehenden grofiten
Kreisen 2 nur je einen zusammenhiingenden Bogen gemein.
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Da aber Z, ein ganz beliebiges Z war, so folgt unter An-
wendung eines abkiirzenden Ausdrucks:

M’ (z) verhilt sich gegeniiber allen grofiten Kreisen,
die einen Punkt z mit ihr gemein haben, ,eintriftig.®

Der Nachweis, daB hier unter den ¢ auch die Abbildungs-
punkte ¢ der ,uneigentlichen Zwischenebenen mit einbegriffen
werden diirfen, M'(2) also gegeniiber treffenden grifiten Kreisen
bedingungslos eintriftig ist, macht leider einige Umstiinde.

Fiir eine Richtung f des nun in einer Ebene J zu denkenden
Biischels B projiziert sich offenbar die Ebene J selbst immer in
eine innere Gemeinstiitzgerade 6 von I und F. Im allgemeinen
werden die Berithrstellen von E und I auf 6 und damit auch
und " selbst voneinander getrennt liegen, so dali eine zweite
innere Gemeinstiitzgerade gesichert ist, deren Winkel mit 0 ganz
die Rolle von ¢ und ¢, iibernehmen. Der einzige Unterschied
vom Verhalten einer Zwischenebene ist der, da J nicht, wie ,
ein innerer Strahl, sondern ein Schenkel des Winkels ¢ (und ¢,)
ist, so auch der dem J in B'(+) entsprechende Punkt i nicht
ein nerer, sondern ein Endpunkt des Bogens auf xg ist, der den
durch ¢, ziehenden Ebenen der Richtung f entspricht.

Mindestens eine Richtung f macht eine Ausnahme, da J
mindestens einen Punkt e und einen davon getrennten f aufweist.
In der Richtung ef erzeugt liegen F und ¥ nicht mehr getrennt,
sondern haben den Schunittpunkt ¢ von 6 und ¢f gemein. Von g
gehen zwel Halbtangenten an & und F'; wir konnen sie — % sei
wieder oben, I"unten, 6 wagrecht gedacht — als linke L,, L und
rechte It,, 1Y, unterscheiden. Durch einen Grenziibergang von den
Sekanten her lifit sich leicht zeigen, dafi L., ebenso R, wie E
iiber, hiochstens auf ¢ liegt. Entsprechend liegen Ly und B, unter
oder auf o. Die Gerade o ist unter allen Umstinden eine un-
eigentliche Zwischengerade U. Gibt es noch weitere? Sicher muf
jedes U durch g gehen. Denn lige ¢ auf einer bestimmten Seite
von U/, to tite das auch ein kleiner um ¢ geschlagener Kreis,
und in und mit dem Kreise wiirden unendlich viele Punkte von
F und I auf der néimlichen Seite von U liegen, was auch bei
einer uneigentlichen Zwischengeraden nicht sein darf. Sicher darf
ein U/ auch weder in den oberhalb § liegenden Winkel I, R,
noch in den unterhalb liegenden L/ R, eindringen, denn dann
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hiitte es Punkte eines Ovals zu verschiedenen Seiten liegen,
was der Definition eines U widerspricht. Wenn aber eine Gerade
aus g in einen dieser Winkel eindringt, so dringt sie auch in
seinen Scheitelwinkel L; I;, bzw. L; R; ein, und umgekehrt. Wir
kinnen daher den Winkel L, I}y sozusagen iiber ¢ hintiberwerfen,
indem wir ibm durch L; I? ersetzen, und brauchen dann blof die
tiber ¢ liegende Hiilfte der Figur zu studieren, wodurch die
entscheidenden Verhiiltnisse leichter vorstellbar werden. Die
Winkel L, %, und I; R} konnen nun einen Winkelteil gemein
haben und dadurch zu einem einzigen zusammenhiingenden
Winkel (<z) ,belegter — d. h. in mindestens eins der Ovale
eindringender — Strahlen werden. Moglicherweise aber haben sie
auch keinen Teil gemeinsam, sondern einen mittleren Winkel
von unbelegten Strahlen zwischen sich. Kin Strahl aus g durch p
kann aber auch kein U sein. Denn weil er die Winkel L, R,
und Ly It zu verschiedenen Seiten liegen hat, hat er L, 12, und L, I},
somit auch /¢ und I7 auf der niimlichen Seite liegen, ist sicher
kein U/ und auch kein Grenzstrahl von Zwischenstrahlen. Das
gilt auch noch fir den Fall, dal g Null wird, auch der den
beiden Winkeln gemeinsame Schenkel, auf den sich x dann zu-
sammenzieht, kann kein {7 sein. Uneigentliche Zwischenstrahlen
konnen also hochstens noch in den oberhalb & liegenden, von ¢
nach rechts und links ziehenden Fliigelwinkeln liegen; der
linke y; liegt zwischen dem linken Halbstrabl von 6 und dem
weiter links gelegenen der beiden Winkel R, L., R;Lj, der
vechte y, zwischen dem rechten Halbstrahl von J und dem
weiter rechts gelegenen der beiden ebengenannten Winkel. Jeder
g-Strahl X durch y; oder x, ist nun in der Tat ein U; denn da X
die Winkel L, R, und L; R} auf der niimlichen Seite hat, kommen
L, R, und L;R; und damit F5 und I" — abgesehen von g — auf
verschiedene Seiten von X zu liegen. Die Ergebnisse iibertragen
sich nun auf die die X projizierenden Ebenen X der Richtung ¢f.
Auch erweisen sich die X siimtlich als Grenzebenen eigentlicher
Zwischenebenen. Ein X hat mit G und %, sie beriihrend, all-
gemein gesprochen Ovalgebiete O, und O, gemein, und zwar im
allgemeinen uneigentliche (Punkte oder Strecken, die sich in g
projizieren). O, und O, sind getrennt, weil € und § es sind,
haben also sicher eine eigentliche Zwischengerade y. Um y lifit
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sich X in eine Nachbarlage X' so drehen, daf sich gleichzeitig
die & berithrende Halbebene von € und die  beriithrende Halb-
ehene von & entfernt, weil € und § zu verschiedenen Seiten
von X liegen. X’ hat dann mit den Kérpern keinen Punkt mehr
vemein, ist ein Z und liegt auch X so nahe, wie man will, so
dafi X als Grenzlage der X’ erscheint.

Das Wichtigste fiir uns aber ist, daf3 die durch y; und y, ziehen-
den X, und mit ihnen die X, einen einzigen zusammenhingenden
Winkel y bilden, der zur Erscheinung kommt, wenn man den
Winkeln y; und y, die Scheitelwinkel y; und y; hinzufiigt. Daher
ergeben die X, der Menge D'(Z) beigerechnet, bei der Abbil-
dung auf X auch nur einen einzigen (¢ enthaltenden) zusammen-
hiingenden Kreisbogen, und der groBte IKveis x,;, in den sich die
durch ef gehenden Ebenen abbilden, hat mit M'(¢) nur ein
Stiick gemein, genau wie die grofiten Kreise, die durch ein z gehen,

Nach diesem Ergehnis haben wir keinen zwingenden Anlaf,
liier anf eine genauere Beschreibung der reguliiren und miglichen
singaliiren Vorkommnisse bei unserer Abbildung einzugehen. Nur
cinige Andeutangen.

Die Winkel 7, %y, y konuen natirlich Null werden, anders
ausgedriickt, sich auf 6 zusammenziehen, ja es ist das sogar der
reguliire Fall, in welchem »,, die Figur M'(¢) in dem einzigen
Punkte i beriihrt. Liegt 6 innerhalb des von Null verschiedenen
Winkels y, so ersieht man leicht, daf x,, die Figur M'(z) nach
cinem Bogen (eines grofiten Kreises) von endlicher Liinge be-
vithrt?), fiir den i ein innerer Punkt ist. Sind in J mehrere Rich-
tungen ef vorhanden, so miissen ihre Richtungen einen zu-
sammenhiingenden Winkel fiillen, und M'(¢) erhiilt eine ,licke®,
durch die grofite Kreise » von K hindurchlaufen, die auch nur
cinen zusammenhingenden Winkel bilden, und simtlich als Stiitz-
lireise der sphiirischen Figur bezeichnet werden konnen usw. Weil
die Ebenen M'(Z) sich in Punkte von IM'(¢) abbilden, herrscht
natiirlich auch in allen abgeleiteten Eigenschaften unserer beiden
Mannigfaltigkeiten die Beziehung der Polaritif.

Nachdem fiir 3I'(2) die Eintriftigkeit nachgewiesen ist, fragen

') Das entspricht dem Fall Dbei einem ebenen Oval — M'(z) wird als ein
sphiirisches nachgewiesen werden — daB sein Umfang eine endliche gerade
Strecke enthiilt,

Sitzungsh, d. math,-naturw. Abt. Jahrg. 1930. 12
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wir uns unwillkiirlich, ob wir die Figur nicht als sphiirisches
Oval bezeichnen diirfen, d. h. als eine Figur auf der Kugel, die
vom Mittelpunkt ¢ der Kugel aus in ein ebenes Oval projiziert
werden kann, oder — was auf dasselbe hinausliuft — deven
Projektionskegel von ¢ aus ein Ovalkegel ist. Diese projektive
Beziehung gibt Aufschlu, wice sich die definierenden Kigen-
schaften der ebenen Ovale auf die sphiirischen iibertragen. Die
Eintriftigkeit gegeniiber Geraden einer Ebene geht in der Tat in
Eintriftiglkeit gegentiber den grofiten Kreisen der Kugelfliche
tiber. Wie iibersetzen sich Endlichkeit und Abgeschlossenheit?
Letztere offenbar wieder in Abgeschlossenheit. Die Kndlichkeit
freilich auch wieder in Kndlichkeit, aber das ist auf der selbst
vollig endlichen Kugelfliche keine distinktive Eigenschaft der
Teilfiguren mehr.

Der Endlichkeit beim ebenen Oval entspricht beim sphiiri-
schen die Bigenschaft, daf es ganz im Innern einer Halbkugel-
fliche II liegen, also ganz auf der einen Seite eines grifiten
Kreises #, der ein solches H begrenzt, sich befinden mufi. Indem
wir 5 als ,Kreisschranke® bezeichnen, stellen wir somit die Forde-~
rung auf: Ein sphirisches Oval muf3 eine Kreisschranke
haben. Sobald eine sphiirische Figur Projektion eines ebenen
Ovals aus ¢ ist, erweist sich sofort der Kreis, nach dem die
Parallelebene durch ¢ zur Ovalebene die Kugelfliiche schneidet,
als Kreisschranke; und umgekehrt, eine abgeschlossene eintriftige
Figur anf der Kugel, die eine Kreisschranke 2 hat, projiziert
sich auf eine zu # parallele Ebene sicher als endliche, abge-
schlossene, eintriftige Figur, somit als Oval.

Mittels der Kreisschranke lift sich nun auch die Kigen-
schaft, die ich bei den ebenen Ovalgebieten als ,Streckeneigen-
schaft“ hezeichne:

»Die endliche Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten

eines Ovalgebietes gehort ganz zum Ovalgebiet®
fiir sphiirische Ovale wie folgt ausdriicken:

Derjenige Bogen des grofiten Kreises zwischen zwei
Punkten p, ¢ eines sphiirischen Ovals, der mit diesem auf
derselben Seite — wir nennen das ,im Innern“ — der
Kreisschranke liegt!), somit ersichtlich der kiirzere der

Y Wer sich beziiglich des Umstandes, daf einer der beiden Bogen py
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heiden in Betracht kommenden Verbindungsbhdgen und
" ist, gehort ganz zum Oval

Wir bezeichnen ihn als , Hauptverbindungshogen oder , Haupt-
verbindungsstrecke* ('Luf der Kugelfliche) der beiden Punkte und
symbolisieren ihn mit pq, den anderen Bogen mit pg.

Wie beim ebenen so sind auch beim sphirisclien Oval die
Streckeneigenschaft und die Eintriftigkeit einander iquivalent.
Beniitzt man die eine Eigenschaft zur Definition, so ergibt sich
die andere immer als unmittelbare Folgerung aus der Definition.

Daraus, daf fiir ein sphiirisches Oval nicht nur eine, sondern
nnendlich viele Kreisschranken vorhanden sind, ergeben sich keine
Widerspriiche, worauf wir indessen hier nicht eingehen.

Soviel von sphiirischen Ovalen im allgemeinen. Nun zuriick
su M'(2)! LiBt sich fir M'(¢) eine Kreisschranke nachweisen?
Sehr einfach: Man bilde nur ein Ebenenbiischel mit einer

Axe ef — wo ¢ und [ jetzt innere Punkte von € und §§ sein
sollen — nach unserer Vorschrift, diesmal doppeldeutig, auf die

Kugel ab, so ergibt sich ein groBter Kreis ¢, auf dem kein #
and auch kein ¢ liegen konnen, weil in Richtung ef kein Z
oder o laufen kann, wofiir schon friiher ein Beweis gegeben wurde,
der nur wegen der J einer leicht zu gebenden Xrginzung be-
darf. Wenn aber M'(2) von ¢ nicht geschnitten und berithrt
wird, muB 3'(2), als einheitlich zusammenhiingende Figur, ganz
auf einer Seite von ¢ im Innern der betreffenden Halbkugel liegen.
Der einheitliche Zusammenhang von B3M'(¢) erhellt allein schon
aus der Gemeinsamkeit des Punktes z, fiir alle Aufbaubdgen /().

So fehlt nur noch der Nachweis der Abgeschlossenheit, um
M'(2) vollkommen als sphiirisches Oval zu charakterisieren. Da-
mit, dafy M'(z) sich aus abgeschlossenen Bogen m'(2) durch z,
aufbaut, ist natiirlich noch nichts bewiesen. Nachdem aber auch
durch jeden anderen Punkt # nur abgeschlossene Bdgen laufen,

diese Bedingung sicher erfillt, nicht auf die Anschanung verlassen will,
schliefie wie folgt: Ein Bogen pg¢ kann » nur nach einer geraden Anzahl
von Punkten schneiden. Da aber der ganze Kreis p (]—i—p q den Kreis  nur
nach zwei Punkten schneidet, ist nur die eine Moghchl\elt dals der eine
Bogen, sei’s p ¢, den Kreis 5 in zwel, der andere, 1;7] in gar keinem Punkte
schneidet, also ganz auf einer Seite von 5 liegt, und zwar anf der, wo mit
p und ¢ die ganze Figur liegt.
12%
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wird niemand mehr an der Abgeschlossenheit von M'(¢) zu
zweifeln wagen. Zu volliger Beruhigung aber kann folgender
indirekter Beweis dienen:

Gibe es einen Punkt u, der Hiufungspunkt von Punkten
der Figur wiire, ohne ihr selbst anzugehdren, so konnte er weder
mit £, noch seinem Gegenpol 2z, zusammenfallen, es miifite also
durch ihn ein ganz bestimmter Halbmeridian ,e/o_\uz'(’)z/c gehen,
und zu p miiBite ein ganz zu M’ gehoriger endlich ausgedehnter
Teilbogen z;\zu, mit EinschluB seines Endpunktes z, gehiren;
denn z, war innerer Punkt jedes durch ihn gehenden abge-
schlossenen Bogens m'(2). Der Punkt 2, miiite auf x zwischen 2,
und u liegen, weil sonst u zu £, 2, und M'(s) gehoren wiirde.
Sicher ist also u nicht Hiufungspunkt von Figurpunkten, die
auf u liegen, er kdnnte es nur fiir seitlich herandringende Figur-
punkte sein. Es sei nun ¢ ein Punkt auf g zwischen « und z,,
der also sicher nicht mehr zu M’ gehort, = sel ein von g ver-
schiedener griofter Kreis durch ¢, etwa der zu p senkrechte,
v der etwa auf ihm liegende, abgeschlossene, zu M’ gehorige
Teilbogen. Weiter sei w ein kleiner Kreis um den Mittelpunké «,
der 7 nicht schneidet, in dem unendlich viel Figurpunkte %, liegen
miissen, die # zum Hiufungspunkte haben. Jedes 2, &, schneidet r
in einem Punkte ¢, der zu M gehort, weil nach dem Strecken-
satz der ganze Bogen z,%, zu M’ und f, somit zu v gehiren
mufB. Wie die h, den Punkt #, haben die ¢, den Punkt ¢ zum
Hiutungspunkt, der somit — wegen der Abgeschlossenheit von 7 —
ein Punkt von 7 und M’ sein miifite, was ¢ doch nicht ist.

Der Widerspruch zeigt, daB die Annahme eines
Punktes « ausgeschlossen und M'(2) abgeschlossen ist.

Da wir nun sicher sind, in 3M’(2) ein sphiirisches Oval vor
uns zu haben, das von ¢ aus auf einer passenden Ebene sich in
ein ebenes projiziert, so ist der Projektionskegel der Figur aus ¢
ein Ovalkegel O, die radialen Projektionsstrahlen stehen senkrecht
auf den Tangentialebenen der projizierten Punkte # und somit auf
den Z. Der Normalenkegel auf die Z von irgendeinem andern Punkte
aus ist aber kongruent zu O. Hiemit ist nun der Satz bewiesen, da3
die aus irgendeinem Punkt auf die Zwischenebenen zweier eigent~
lichen Eikoérper gefillten Normalen einen Ovalkegel erfiillen):

1) Schon oben wurde einmal von BEbenen D) gesprochen. Wir wollen
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Wir weisen noch auf eine andere Einkleidung des Satzes hin.
Jedes Z laBt sich parallel mit sich selbst stetig nach oben oder
unten verschieben, bis es in einer Lage Z, bzw. Z; zum ersten
Male Stiitze von € bzw. F wird. Die Punkte oder Punkt-
mengen e, bzw. f;, welche Z, und Z; mit € und § gemein haben,
machen auf der Oberfliche von € und § Figuren E,, I, aus,
deren Riinder bedingt werden durch die Doppelgemeinstiitzen J
und deren Berithrpunkte oder Beriihrpunktmengen ¢;, fi. Die J
sind sozusagen Z, die mit ihrem Z;, und Z; zusammenfallen. Er-
sichtlich ist es nur eine andere Form unseres Hauptsatzes, wenn
wir behaupten:

Die Figuren L., F. bilden sich auf die Kugel in sphirische
Ovale ab, wenn bei der Abbildung die Beriihrpunkte paralleler
Stitzebenen einander zugeordnet werden, und zwar paralleler
Stiitzebenen, die an dem hetr. Korper und der Kugel immer nach
derselben Seite oder immer nach entgegengesetzten Seiten liegen.
Die Abbildungsfiguren X, und K, werden dann kongruent und
diametral zueinander.

Bei stetig doppelt gekriimmten Oberfliichen von € und §
behalten F, und I, — die nun auch umgekehrt als Abbildungen
sphiivischer Ovale auf die Eifliichen bezeichnet werden kénnen —

jetzt unter dem Symbol D ganz allgemein eine ,Gemeinschnittebene®,
4. h. eine sowohl € als § schneidende Ebene verstehen. Dann lassen sich
recht analoge Betrachtungen wie an die Z, pg, m (Z), w'(Z), M’ (Z), m (2) usw.
ankniipfen an die D, ¢, m (D), w’(D), J(D), M'(D), m(d) usw. Trotzdem liuft
wlles schlieflich anders. Die my(d) liegen auf den nimlichen gribten Kreisen
wie die m,(:), aber die Schnittpunkte z,, 2 dieser Kreise gehoren diesmal
nicht zur Abbildungsfigur 35 (d), die deshalb nicht aus zwei sphiirischen
Ovalen, sondern einer Ringfliche auf der Kugel besteht. Dies erkennt man
auch daran, daf MM, (z) und Mi(d) oder auch M,(z) und M, (d) sich zur
ganzen Kugelfliche zusammensetzen miissen, da durch die Stellungen der 7,
J und D die simtlichen moglichen Ebenenstellangen erschopft werden.
Die J konnen ebensowohl als uneigentliche D wie als uneigentliche Z be-
trachtet werden. J’(d) enthilt offenbar die Kreisschranken 3 von M’ (2);
und ein einziger solcher Kreis # reicht hin, um darzutun, daB M’ (1) —
d. h. eine Hilfte von M ;(d) — kein sphiirisches Oval sein kann. Denn
zu M (d) miBte eine Hilfte von 5 gehéren, welche aber doch nicht ins
Innere eines groBiten Kreises, als einer Kreisschranke von J’(d), gebracht
werden kann, auch wenn man, unter Aufopferung der Abgeschlossenheit,
dem Halbkreis den einen Endpunkt nimmt.
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auch fiir das Auge eine gewisse Alnlichkeit mit den sphiirischen
Ovalen. Man mufi aber nicht meinen, daf das ganz allgemein so
ist. Dadurch, daB ein J die Kérper € und § nach ganzen Ovalen,
auch Polygonen, beriithren kann und die Ein-Eindeutigkeit der
Punktbeziehungen am Rande der Kugel- und der Eiflichenfiguren
gestort wird, kann die Begrenzung von I, und I7, zackige Ge-
stalt annehmen.

Bei einem reguliren Dodekatder D schneiden sich die
von den Eckpunkten a; einer Seitenfliche (@;) ausgehenden dritten
Kanten ¢«; (i =1, 2, 3, 4, 5) und die von den Kanten «;a;.,
(s = a,) der Fliche (a;) ausgehenden zweiten Seitenfliichen P; ver-
lingert alle in einem Punkte s. Bei einem zweiten reguliiren
Dodekaéder sollen die Bezeichnungen ', ai, «i, P}, s° analoge
Bedeutung haben.

Man kann @ und D einander perspektivisch so gegeniiber-
stellen, daBi s=s" wird, zwischen den Kbenen der Flichen («;)
und (@;) liegt, und die Kanten «; und «; immer in eine Gerade y;,
die Flichen P; und P; immer in eine Ebene I; zu liegen kommen.

Betrachtet man dann © und D’ als € und &, so bestehen
die J aus den funf I5; und fiinf Teilbiischeln, deren Ebenen je
durch ein y; gehen und diese J bilden sich auf der Kugel in ein
aus Bogen grobter Kreise gebildetes regulires Fiinfeck ab, dessen
Ecken den E, dessen Seiten den Teilbiischeln entsprechen. Kr-
sichtlich besteht hier F, aus dem Fiinfeck @, a,a,a, a; nebst
den P, also aus einer fiinfzackigen Figur, und ¥} ist iihnlich zu J7,.

Trotz ihrer Abbildbarkeit in sphiirische Ovale werden wir
die Flichenkappen FE, und F, nicht als Ovale auf den Eifliichen
bezeichnen. Bei der Ubertragung von Begriffen und Sitzen der
Ebene auf Flichen haben ja den Geraden die geodiitischen Linien
zu entsprechen, nicht, wie hier, gewisse Beriihrlinien von Stiitzen-
zylindern.

Bei der Kugel ist es ausnahmsweise so, daf diese Beriihr-
linien mit den geodiitischen Linien in den grofiten Kreisen zu-
sammenfallen.

Wir wollen nun sehen, wie weit unser Satz auch fiir de-
generierende Hikdrper €, ¥ Geltung behilt.

Wir lassen also nun fir € und F auch Punkte, Strecken
und ebene Ovalgebiete zu.



Vom Normalenkegel der Zwischenebenen usw. 181

Wenn nun diese degenerierenden Hikdrper nicht in einer
Ebene liegen, so zeigt genauere Untersuchung, daf3 auch jetzt 2" ()
immer ein richtiges sphirisches Ovalgebiet wird; z. B. im Fall
zweler Strecken im Raume auf sich iiberkreuzenden Geraden ein
ovales Viereck, das von Bigen griofiter Kreise begrenzt wird.

Bemerkenswert ist, dafi alle Mdglichkeiten der Gestaltung
von M'(z) und dem zugehdrigen Normalenkegel, wie sie aus
cigentlichen Bikdrpern € und ¥ ableitbar sind, auch schon bei
zwel Ovalen im Raume erzeugt werden, wie ich an anderer Stelle
zu beweisen gedenke.

Wenn dagegen € uud ¥ in einer Ebene P liegen, sind die
cinzigen Richtungen, parallel zu denen keine Z lJaufen konnen,
die Richtungen der Strahlen eines einzigen Winkels o in P.
M'(z) wird daher ein Kugelzweieck L, zwischen zwei griofiten
Kreisen, das Supplementarzweieck zu dem Zweieck L, in welches
sich die durch die »-Strahlen gehenden Ebenen abbilden.

Auf L, ist eine Ebenenstellung, ndmlich die von P, durch
die Tangentialebenen der Ecken doppelt vertreten. Dies deutet
darauf hin, da P — in jedem das Zweleck durchzichenden, die
Keken verbindenden (grofiten) Halbkreise zwei fiir gewdhnlich
verschiedene J, ein J, und ein J,, vertritt, die hier ausnahms-
weise zusammenfallen. \

Unser Satz erleidet hier eine Ausnahme, insofern
das Kugelzweieck M'(2) kein richtiges sphiirisches Oval
mehr ist. Es bhat keine Kreisschranke, die Eintriftigkeit ist
durch die Zweilieit der Kckpunkte gestirt, und LiBit man den
einen KEndpunkt weg, um die Kintriftiglkeit herzustellen, so wird
wieder die Abgeschlossenheit aufgegeben, ohne dab eine Kreis-
schranke gewonnen wiirde. Immerhin: Das Kugelzweieck ist noch
eine Grenztigur streng definitionsgemiifier Ovale.

Wenn € und § nicht nur in einer Ebene, sondern in einer
Geraden liegen, also aus zwel Punkten, oder einer Strecke und
einem Punkt auf ihrer Verlingerung, oder aus zwei Strecken auf
einer Geraden bestehen, so wird der Zweieckswinkel zu =z, das
Zweleck zur Halbkugelfliche, die natiirlich auch kein richtiges
sphiirisches Oval, nur eine Grenzfigur von sphirischen Ovalen ist. —

Es ist hier noch etwas zu sagen mit Bezug auf die zweite
Binkleidungsform unseres Satzes. Wenn € und § zu Punkten
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oder Strecken entarten, ist natiirlich an ihnen iberhaupt kein
Flichenstiick L, oder I, wie an eigentlichen Eiflichen vorhanden.
Aber die flichenhafte Ausbreitung der Beriihrpunkte der zu den #
parallelen Stiitzebenen auf € und §F ist fiir die 2. Form des
Satzes auch nicht wesentlich; es ist nur, weil sie im allgemeinen
erfolgt, naheliegend und bequem, sie zum Ausdruck des Satzes
zu benutzen, Im Grund handelt es sich immer um aufeinander
bezogene Ebenengebilde; und bei den degenerierenden Eikorpern
bestehen diese aus Teilen von Ebenenbiindeln oder Ebenenbiischeln,
die sich an die Punkte, Strecken oder an den Rand der Ovale
anhéingen, in welche € und § entartet sind. Im Falle zweter sich
tiberkreuzenden Strecken € = e, e, § =/,f, macht man sich diese
Ebenen am leichtesten vorstellig als Stiitzebenen an die zwel
Keile, die von den Schneiden ¢, ¢, und f,f, ausgehen und durch
Erweiterungen der Seitenflichen des endlichen Tetraéders e, e,f /.
begrenzt werden.

Unser Satz kann sofort verallgemeinert werden. Man weil;,
dal zu jeder im Endlichen liegenden Punktmenge m des Raumes
ein kleinster m enthaltender Eikdrper s gehort, und dafl m und
sehr viele Eigenschaften gemein haben. Ebenso haben zwei solche
Punktmengen m,, m, sehr vieles gemeinsam mit ihren kleinsten
Eikérpern g, pt,. Zum Beispiel ist das System der Z — sei es
unter Weglassung, sei es unter Zuziehung der J — fiir m, und m,
genau dasselbe, wie fiir s, und p,.

Daher gilt:

Wenn zwei aufs Endliche beschriinkte Punktmengen
im Raume Zwischenebenen haben, fiilllen die von einem
Punkte aus auf die Zwischenebenen gefillten Lote einen
Ovalkegel.

Nur wenn die Punktmengen in eine einzige Ebene
zu liegen kommen, schneidet dieser Kegel auf einer
Kugel mit dem Kegelscheitel als Mittelpunkt ein Kugel-
zweieck, evtl. eine Halbkugel aus, ist also kein eigent-
liches Oval mehr, sondern nur eine Grenzfigur von Oval-
kegeln,

Auf eine weitere migliche Verallgemeinerung sei hier nicht
eingegangen.



