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§ 1. Stellung der Aufgabe.

In der folgenden Arbeit handelt es sich um Differenzenglei-
chungssysteme der Form

z(t4 1) = f(t)/:la,-k (@) iz, @), ..., 2 (), 1),
i=1,...,n),

bei denen das asymptotische Verhalten der Lisungen fiir reell
und ganzzahlig gegen -+ oo wachsendes 7 untersucht werden soll.
Wir beschriinken uns hier auf folgende Fragestellung:
Die Existenz einer Losung sel vorausgesetzt. Was liBt sich
unter gewissen Voraussetzungen A iiber (I) von dem asymptoti-
schen Verhalten dieser Lisung aussagen?

(1)

Voraussetzungen 4 tber (I).

Die unabhiingige Variable ¢ sei auf reelle ganzzahlige Werte
beschriinkt?).

Fiir die z;, die Konstanten a;; und die Funktionen ¢; sind
beliebige komplexe Werte zugelassen; jedoch selen die @ nicht
alle gleich 0.

f(f) sel eine fiir alle ganzen #>¢; definierte und positive
rveelle Funktion.

Fiir einen gewissen Bereich ¥ der a; und alle ganzen ¢ >
sei jede Iunktion ¢; definiert und habe die Eigenschaft:

1) Dies gilt ausnahmslos durch die ganze Arbeit und wird spiter
nicht mehr jedesmal erwiihnt werden,
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Bei beliebig vorgegebenem & >0 ist
n
| | | e
L <ef(®) X |
(e}

fir alle £> T und alle Wertsysteme (x;) eines Teilbereiches ¥,
von B. (Dabei kann o. B. d. A. bei &, < e, der Bereich ¥, als
Teilbereich von B, angenommen werden. Der Durchschnitt aller
B, darf leer sein; vgl. hiezu Annalme I S. 78).

Die Resultate der vorliegenden Arbeit samt den Beweisen
sind ganz analog den Resultaten samt Beweisen ber der entspre-
chenden Fragestellung tiber Differentialgleichungssysteme, welche
ich im vorigen Jahrgang dieser Berichte mitgeteilt habe?). Beide
Arbeiten sind gleich gegliedert und entsprechende Siitze mit
gleichen Nummern versehen; doch sind in der vorliegenden Ar-
beit solche Bemerkungen, Beweise und Rechnungen weggelassen,
welche wortlich oder nahezu wortlich aus der fritheren Arbeit
itbernommen werden konnen. Diese Teile oder Stellen der friiheren
Avrbeit sind im folgenden angegeben, und die Darstellung ist so
gehalten, daf die Kenutnis nicht zitierter Teile der fritheren Ar-
beit nicht erforderlich ist.

Fir f(¢) sind im Gegensatz zu der fritheren Arbeit Null-
stellen nicht zugelassen; im iibrigen gilt wie 1. c. S. 202f, daB
die Einfuhrung von f(¢) keine Erschwerung gegeniiber dem Fall
=1 bedeutet?), dafi damit aber Aussagen iiber Systeme maglich

) ber das asymptotische Verbalien der Lisungen von Differential-
gleichungen und Differentialgleichungssystemen. Diese Sitzungsherichte,
Jahrgang 1929, 8. 201—252.

% Dieser Fall wurde zuer:t von Herrn O. Perron bebandelt in: Uber
Stabilitiit und asymptotisches Verhalten der Lisungen eines Systewms cnd-
licher Differenzengleichungen. Journal fiiv die reine und angewandte Mathe-
matik, Bd. 161 (1929), S. 41—-64.

Die Resultate der vorliegenden Arbeit sind auch fir f = 1 durchweg
neu; Vorgiinger hatten lediglich Satz 3, der mit lim sup statt lim bekannt
war, und Satz 6, von dem ein Teil in dem Spezialfall bekannt war, dafi
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werden, deren rechte Seiten von der Form wie L c. S. 203
sind?).

Zur Untersuchung von (1) bedient man sich einer linearen
Transformation in ein einfacher gebautes System (1I). Fir die
Behandlung des Systems (II) wird die von Herrn Perron?®) ange-
wandte Methode in vereinfachter Form bentitzt werden. Fiir die
Riickiibertragung der Resultate auf (I) werden dieselben Matrizen
beniitzt, welche in § 3 der fritheren Arbeit konstruiert wurden;
sie liefern dem Problem Desonders angepalite lineare Transfor-
mationen, nimlich solche, welche erlauben, Aussagen iiber nur
einige Komponenten einer Liosung von (II) auf die entsprechen-
den Komponenten der zugehorigen Losung von (I) zu iiber-
tragen. Damit wird sich dann der Fall charalteristischer Wurzeln
mit teilweise gleichen absoluten Betrigen behandeln lassen.

$ 2. Uber die Bestimmtheit der Konstanten a;. und der
Funktion f im System (I).

Die Konstanten ;. und die Funktion f sind durch die Vor-
aussetzungen . iiber die rechten Seiten von (I) nicht eindeutig
festgelegt. Man kann niimlich leicht die a;; und f in der Weise
abiindern, dafi bei Hineinnahme der die Abdnderung korrigieren-
den Zusatzglieder in die Funktionen ¢; die so entstehenden neuen
Funktionen dieselben Voraussetzungen wie die urspriinglichen
Funktionen ¢; erfiillen. Ks liBt sich sogar unter gewissen Zu-
satzvoraussetzungen zu A die allgemeinste derartige Abidnderung
der a;1 und der Funktion f explizit angeben.

Da diese Betrachtungen sich nur auf die rechten Seiten von
(I) beziehen, also unabhiingig davon sind, ob diese rechten Seiten
gleich z; (f 4- 1) oder gleich u;(f) gesetzt werden, kann der § 2
simtliche chavakteristischen Wurzeln cerschiedene absolute Betriige haben
(insbesondere sei darauf hingewiesen, dafi in Satz 6 die Limesbeziehung
fiir die Funltion x(t) selbst, nicht nur fiir |« (f)| aufgestellt ist). Im Fall
der Poincaré-Perrvonschen Differenzengleichung (§ 9) gilt das Analoge
von den Siittzen 10 und 11.

4) Man diirfte in der vorliegenden Arbeit auch f(¢) als komplexwertig
zulassen; es wiire dann lediglich von § b an stets [ statt f zu schreiben.

5} Siehe IaBinote 3.
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der in Fufinote 2 zitierten Arbett hier unveriindert {ibernommen
werden; es tritt hier lediglich eine Vereinfachung dadurch ein,
daB Nullstellen von f(f) ausgeschlossen sind.

§ 3. Siitze tiber Matrizen.

Der § 3 der in Fulinote 2 zitierten Arbeit ist hier wortlich
zu ibernehmen. Er enthiilt insbesondere Satz 1 und Satz 2,
welche hier nicht nochmals abgedruckt, aber unter diesen Nummern
spiiber zitiert werden sollen.

§ 4. Trausformation des Systems (I).

Die zur Anwendung der Sitze 1 und 2 eventuell nétige Um-
ordnung der Matrix (@;) kann von vornherein dadurch erreicht
werden, daf3 im System (I) die Variabeln «, ..., », geeignet
umnumeriert werden. Vgl hiezu L. ¢. § 4, 1. und 2. Absatz.

Die lineare Transformation

ay = Y bir iy | (1
e
wo die b;: die in § 3 bestimmten Zahlen sind, fihrt das Sy-
stem (I) dber in
yr A 1 = 0 f (0 g () + ¥ e [0 e (0)
ezl {n
Ml
+ iy, Dy ooy D, 1), (=1,... n);

dabei sind nach § 3 o, ..., on die charakteristischen Wurzeln
der Matrix (a;;) in irgend einer vorgegebenen Reihenfolge, die
i gewisse Zahlen, und, wenn (i)' = (bir) gesetzt wird:

v =Yg, 5
e

woraus leicht folgt, daf; die Funktionen ; analogen Bedingungen
wie die ¢; geniigen (I e. S. 216).

(I) und (L) sind dquivalent; insbesondere entspricht jeder
Lisung von (I), welche fiir alle # > 7, vorhanden ist und deren
a; zuletzt?) fir keine Stelle ¢ siimtlich verschwinden, mittels (1)

f) ¥, MY ol stets die Summation von 1 bis » bedeuten.
ik
Ty Zuletzt“ soll in dieser Arbeit stets heifien: fiir alle t= 7 wo T

meist von einem vorgegebenen ¢ 2> 0 abhiingen wird.
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umkehrbar eindeutig eine Lisung von (II) mit denselben Eigen-
schaften.

Bezeichnet nun I vorliufig irgend eine positive Fanktion
von ¢, so gilt fir Liosungen der ebengenannten Art:

t t
SIE . Ny
limsup © ="' =limsup * = 7", 8
t—w I I L= w P Ir ’ )
wie man auf Grund der Ungleichungen .

1 :
SNy <Y < My
npm g SEoE npYy

(f = Maximum der absoluten Betriige aller b, und b;;) und der
i
Beziehung 174 = 1 sofort erkennt.
Ebenso fiir lim inf.

Mit L sei der gemeinsame Zahlwert der beiden limites su-
periores, mit [ derjenige der beiden limites inferiores bezeichnet.

§ 5. Asymptotisches Verhalten einer Losung von (1)

Festsetzung: I'() bezeichne von jetzt an stets die
positive Funktion

¢
Vit =01t —2)-- /().
1. Hilfssatz: (1) sei zuletzt positivy f(¢) fir 2> ¢, posi-
tiv. IMiir jedes & >0 sei zuletzt
H{E+ 1) <(a+ o)) H{).

Dann ist
!

lim sup [< a.

{— w0 ]-"—
2. Hilfssatz: H und f wie soeben.
Fir jedes & =0 sei zuletzt

H(t+1)> (@ — o) f() (D).

Dann ist

%) Lediglich das Argument ¢ wird meist weggelassen, niemals dage-
gen ¢~ 1 und dgl.
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-
f Lj{f >

lim in
t—= o

Beweis des 1. Hilfssatzes: & >0 vorgegeben; die voraus-
gesetzte Ungleichung gilt fir alle ¢ > 1 (">¢,). Ferner sei 7.
so grofi gewiihlt, day H(f) >0 {fuir ¢> 7.

Aus
H(T, -1 <(a-|- &) f(T) H(T)
HT, - 2)<(a Loy f -1 HT, |- 1)
() <(a-}e)f(t—1) H(¢—1)
folgt
() < (at oY=t f(E—1) - - - (1) H(T)
fiir alle ¢t> 1, 4 1.
Hieraus
¢
/ - t
1-# < LE L v,
Via-|- o) l/f (1’ — 1) f ()
Also
¢
Iim su A <a |
sup .
l—-‘)’l;l 11' =

Da dieser lim sup von & nicht abhiingt, folgt sofort die Be-
hauptung.
Analog wird der 2. Hilfssatz bewiesen, wobel nur « -0 in
[l 1 -
Betracht kommt, da die Behauptung fiir « <0 trivial ist.

Die o; selen so numeriert, dal
>0, > > ol

Annahme I: Es gebe eine Lisung (r;(7)) des Systems (I),
welche fiir alle ganzen ¢ > ¢ existiert und die jedem Bereich ¥,
zuletzt angehort.

Dann besitzt (II) nach § 4 eine entsprechende Lisung (y)),
welche mit der Losung von (1) durch (1) zusammenhiingt.

Bei vorgegebenem ¢ -0 und ¢ -0 (alle || ¢, s.§3)
lassen sich nun aus (II) folgende zufetzf geltende Ungleichungen

0y

gewinnen:
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'[/(tll){<9,/y/ ';‘(0'!“5)102?/.: 9) (2)
N ey — A=Yy (3)
Uber 7/ =1, ..., n summiert:
Sy (f ] (o FunetmnefY{y 4)
Xy 4D %L»(g,, e —mne) Yyl (5)

Aus (4) folgt: Wenn fiir irgend ein (hinreichend grofes) ¢

alle o; == 0, mithin auch alle y; = 0 sind, so ist dies auch fiir
alle folgenden ¢ der Fall; es liegt also eine zuletzt identisch ver-
schwindende Losung vor: z; =0 (i = 1, ..., n). Sehen wir von

diesem trivialen Fall ab, so ist also zuletzt ¥ |y;| > 0; dann
folgt aus (4) nach dem 1. Hilfssatz und aus (5) nach dem
2. Hilfssatz:

L< o, une )
>0, —nc. } (6)

Da L und ! nach § 4 von der Transformation, alse von ¢,
unabhiingig sind und ¢ eine beliebig kleine positive Zahl sein
kann, folgt hieraus

L<o,], I>]0a].
Ist { = o, ', so ist wegen [ < L:
l =L= o/
Andernfalls gibt es ein m mit I <m <n — 1 derart, dab
ou 1] <E<]ou . (7)

Wir werden zeigen, dab hieraus { = L = |g,, 41 folgt.
Wir setzen
" n
E Y = (I)m (t)y E "/t —_ y/Hl (t)
(2= i—m i
Summation der Ungleichungen (3) iber i == 1, ..., m und
(2) tiber i =m 1, ..., n liefert

(])'” (t + 1) > Om f (1)!/’ —n (C 'Jf' g) f((p/n + Illm) (5 3.)
Vet 4+1)< 0,4 [V, +nlc+ef(D,+T,) (4a)

Hieraus

9) Siehe Fufinote 8.

Sitzungsh. d. math.-naturw. Abt. Jabrg. 1930. 6
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D, t+D—V,¢t+1D>(on —2n+ a)f P, (®)
—(lo

Om -1 f ‘+‘ 2n (e + “‘))f .
Nun sei ¢ eine Zahl mit <" o< 0,|. & und ¢ seien so
klein gewiihlt, daf
low|—2n(c+ e >0 > 0ur1| + 20+ o);
dann ist nach (8) zuletzt
O, t+ )=V, ¢ -1)>6f(D,—"T)), (9
etwa fiir alle ¢> 7., Wiire nun fir¢> 7, einmal @, (8) — ¥V, () >0,
so wiirde dies wegen ¢ >0, f >0 und (9) auch fiir alle grifieren
¢t gelten und es wiirde genau wie im Beweis des 2. Hilfssatzes
folgen:
!

. . " /A(])III? III)H—
Iim inf ! = > 0.
t—= o I’
A fortiori
i
/D, + W,
lim inf] "'_,t >0,
t—+ o —7(
im Widerspruch zur Definition von [. Es ist also zuletzt
D, < W,.

Wegen @, -+, >0 (Brginzung zur Annahme I, S. 79)

folgt hieraus, daB zuletzt ¥, >0 ist.
Nun liefert (4a)
lI/“' (t JI ) l> < (! Om41 |- E‘ 2n (” + 8)) q’mv

woraus nach dem 1. Hilfssatz folgt:
¢
: Ve, .
llltn_filp T <lows1||2mne.
Mithin
¢ ¢
/D, 4, /29,
L = lim sup ] ”':t “ <lim sup |4 _—
i— w0 I’ . I~ I'
13

_l . ]/ u/< ()
— limsup * 1, lom41]-1-2ne.

1=

Hieraus folgt wie bei (6):
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L< ' Ouw+1 !,
woraus wegen | o, <! <I. die Behanptung
l:L=59,,,+]:
hervorgeht. Damit ist gewonnen der

Satz 8: PFiir jede Lisung des Systems (I), welche fiir
alle ¢ > ¢, existiert, deren 2; nicht von einer Stelle an
siimtlich identisch verschwinden und die jedem Bereich
9B, zuletzt angehort, existiert der Grenzwert

t —_——

V & jma
lim ot
t=» I (1‘)
und ist gleich einem |o,/, 1 <» <m.

Definition: Wir sagen in diesem Fall, die Losung (x)
gehire zu den charakteristischen Wurzeln mit dem
gleichen absoluten Betrag o.|.

Anmerkung: Der Satz 3 gilt tbrigens (trivialerweise) auch,
wenn 1o (I) alle «; gleich 0, also auch alle o; gleich 0 sind.
Denn dann folgt aus (I) direkt

Yot 4-1) <nefX|a| (zuletzt),

und hieraus nach dem 1. Hilfssatz, daf der fragliche Limes
gleich 0 ist.

Zusatz zu Satz 3: Wir interessieren uns besonders fiir
folgende Fiille:

1. Es gelte I'(t) - co mit { = co.
Ist dann in Satz 3 o,! >0, so folgt a fortiori: ¥ 2, = oo.
=

Der Fall I'(f) - < findet insbesondere statt fiir
f@)=t" (u>0 ganz; t,>1);

(also z. B. bei einem homogenen linearen System (I), dessen Koef-

fizienten Polynome von ¢ sind). Man beweist leicht auf Grund
der Beziehung
: 1
Ir]/t(t-——l) R
¢ e
o*



82 1, Lettenmeyer

daBl dann gilt:

]
el
I Z‘" - l;

1

unter dem Limeszeichen des Satzes 3 darf also I'(f) durch t/
Cl

ersetzt werden.
2. f(H) =15 also auch I'(¢) = 1.
Ist nun in Satz 3 [, ~>1, so folgt ¥ || = oo ist
i~

"
o, <1, so folgt ¥ |y >0,
=

Um an die letzten Rechnungen ohne weiteres ankniipfen zu
kénnen, bleiben wir bei der Annahme (7), welche sich aof Grund
des inzwischen Bewiesenen jetzt auch so aussprechen libt:

Annahme Ila: Der Limes des Satzes 3 sei gleich einem
0w mit | oupr | <7 onl; T<m<n—1.

Wegen @, <V, und ¥, >0 ist

O = \ !; ((-[)m : 'Sllm) < lllm < (])m -1 l[,m;
folglich

V¥,

Yim Tyt =lewril, (1)
was sich aber mit den bis jetzt angewandten Mitteln (l. ¢. S. 207)
nicht auf die »; iibertragen lilit. Verwenden wir jedoch (unter
Berticksichtigung der Bemerkung am Anfang des § 4) solche
Transformationen (1), wie sie Satz 2 liefert (mit dem jetzigen
M), so ist

n

= X bil;?/lc (i:m |-],,.‘,7?.); (11)

L= +l
es transformieren sich also diex, 41, ..., 2, und die y., 41, - . ., Y.
unter sich allein; analog wie in § 4 folgt aus (10)

t

] n
.\:. 1 x;

VA ) == Qw41 ‘ (l_«))

lim
t—w
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Fiir den Iall, daf alle charvakteristischen Wurzeln gleichen
absoluten Betrag haben, ist schon Satz 3 das der Formel (12)
entsprechende Ergebnis.

Es sei nun @u41, . - -y 0w 4p die Gruppe der charakteristi-
sehen Wurzeln mit gleichem absoluten Betrag wie 0,41 ferner
sel m —-p<_n:

I:Qm | = Ong-1 le= o = Qw4 p :/’ OQm4p41 > 0.

Wir setzen

m4p , ”‘ ) , ; .
Yy = S.®); Yy = X.(0). (13)
i==m-p i i—m+p+1

Also
Slll _{_ f\rm = l[/m .
Aus (3) und (2) ergibt sich auf die schon zweimal ange-
wandte Art:
S,u (t + 1) = 'Qm 47 /“S’ul - n (0 ‘]_ }) f((l)lll + ljlm)
> lom—{—p | f'qm . 2 1 (C + {‘) f(‘qm : 4\'11/) (5]))
L\y,,, (t _l" ]) < I{)/::+l)+l ;f‘\'ul + n ("‘ + 1.-) f(([)/” + y/m)
< Ou-l-p 41 fA\’m + 2n (C ’+ (‘) / (‘g//l _*' ‘\’ill)' (4 l))
Hieraus
S (- 1) — 6, (= 1) > (lon p —Anle 4 S, (55)
~(Qutptr| +dnlct ) f X.,.
Nun sei o, eine Zahl mit |0, 4p41|<" 0,7 |0ns, , dann
ist nach (8b) fiir hinreichend kleines ¢ und ¢ zuletzt
S+ 1D —~X,¢t+1)>0,7(S,—X.)
oder
Su @ +1)— X, ¢+ 1) > Su () — Xu ()
o FOE—1) - f(l) T o fE— 1) f(G)
d. h. die Funktion

'S’m S -\'m )
Tt I (1)

wiichst zuletzt monoton.

KEs liBt sich zeigen, dal (14) = oo wiichst. Zu diesem Zweck
schiitzen wir anstelle von (8bh) die Differenz
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é‘ Sm (t + 1) - Xm (t + 1)
nach unten ab:
1S, () — X+ D> (omgp —bnle+ )3 S,
o ( Om+p--1 ‘ -+ 3n(e + F)) fl\—my
woraus analog wie bei (14) folgt, dab auch die Funktion

rly Sm S ‘\’III R
) ot It (149

zuletzt monoton wiichst.

Wiirde nun (14) nicht — oo wachsen, dann auch (14%) nicht,
also beide, weil monoton, gegen je einen endlichen Limes; also
wiirden auch ihre Differenz und daher die Funktionen

,fgm und 4\'//1

ol I ot It
einzeln und mithin auch schliefilich deren Summe je einen end-
lichen Limes besitzen. Letzteres ist aber nicht der Fall; denn
aus (10) folgt wegen [0, 41 = 0w+, >0, daB, wenn o, eine
Zahl mit o, 41| >0, >0, ist, zuletzt

TVII{/"' >0, oder Su ;_Ii}"i = (r):)t,
; 2 ol I
wo die rechte Seite —> co strebt.
Die Funktion (14) wiichst also = oo, sodaly zuletzt gilt:
X, <"8,; insbesondere also S, ~>0.
Aus
0<1W, =130+ X,)8. <",
folgt wegen (10)
Vs

. n <
t]ll]l = Qu (15)
—_—

Da nun mittels (11) die @, 41, ..., Zw 4, und die y., 11,
.oy Ym+p unter sich allein transformiert werden, folgt aus (15)
(wie (12) aus (10)):
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¢

VE
lim =50 g, 1], (16)

Fir den Fall m 4 p == n, wo also 0,41, ..., guqp die
Gruppe der Wurzeln mit dem kleinsten absoluten Betrag sind,
ist schon (12) das der Formel (16) entsprechende Ergebnis.

Die Annahme ITa umfafit natiirlich alle Fiille, wo der Limes
des Satzes 3 kleiner als o, ist; das o, des Satzes 3 kann ja
stets durch diejenige charakteristische Wurzel mit gleichem ab-
solutem Betrag ersetzt werden, welche den kleinsten Index hat.

Es ist also lediglich noch folgender Fall zu priifen:
Annahme IIb: Der Limes des Satzes 3 sel gleich o, /.

Es seien o,, ..., 0o, die charakteristischen Wurzeln mit
gleichem absolutem Betrag wie o5 ferner sei p <7 n.

Setzt man in (13) m = 0, so lassen sich die dort beginnen-
den Rechnungen mit m = 0 nahezu wortlich tibertragen (von
(5b) und (4b) ist nur je die erste Zeile mit @, = 0 zu bhe-
niitzen) und liefern die Beziehung (16) mit m = 0.

Fiir p = » ist schon Satz 5 das entsprechende Ergebnis.

Wir fassen zusammen;

Satz 4: Ist der Grenzwert im Satze 3 gleich o,| und
haben im ganzen p der charakteristischen Wurzeln
(mehrfache mehrfach geziihlt) den absoluten Betrag o, ,
so existiert bei geeigneter Numerierung der o; auch der

Grenzwert
/

/ m~-p ’
] Y |
liﬂl _i = -1
oo ()
und ist ebenfalls gleich o,/

wi4-p
1. Anmerkung: Fir ¥  z; gilt dasselbe, was im Zu-

=l

n
satz zu Satz 3 {iber Y &y ausgesagt wurde.
i~
2. Anmerkung: Wortlich wie die 2. Anmerkung 1. c. S. 224,

nur dabi als Beispiel jetzt eine partikulire Losung o = ;0!
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(0, + 0) eines linearen homogenen Systems von Differenzenglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten, wo alle «; 40 sind, ein-
zusetzen ist. Im 2. Absatz ist | o, | statt 3 (o,) einzusetzen.

3. Anmerkung: Wortlich wie die 3. Anmerkung 1. e. S. 225,
ay=cosy 1|

w, = sin 5 ¢ f 4& -

nur daf als Beispiel jetzt die Losung {

x, (1) = -—x, (¢ . . _—
stems i ,I ) _“() } mit den beiden charakteristischen
ot ) = ()
Wurzeln von gleichem absolutem Betrag ¢ und —-i einzusetzen

t _ t
ist, wo V/ «,| und V| x,| keine Grenzwerte haben.

§ 6. Yerschiirfung der vorhergehenden Untersuchung,

Wir kuniipfen an die Untersuchungen zur Annahme Ila an
und verwenden jetzt die noch nicht benittzte Tatsache, dafi in
Satz 2 gewisse ¢; gleich Null sind; es geniigt zuniichst, daly
dies fiir i <m, > m feststeht. Damit LBt sich fiiri=1,...,m
anstelle von (3) die schiirfere Abschiitzung erhalten:

"
it D2 leifyil —ef X —éf“ Yic -
Summation iber i =1, ..., m el gibt:

(])m (/ - 1) > O f (])m -nce / ([)m —ne f(‘(pm Ij/m) h

i
die Konstante ¢ kommt nun bei ¥, nicht vor, was fiir (Sc¢)
nitig sein wird, '
Wegen @, <V, =8, X, <28, folgt
([)“/ (l‘ ;‘ 1) > | Q,,, / ([),,, — N Cf ([)m — 4 ¥ ("ff.)q,,,.
Aus (2) folgt auf die iibliche Art (vgl. (5h)):
b'm (t + 1) <! Ou 41 f‘gm -n ;‘ é) f(([)m - m
< o f S, dn (4, +4-e)fS.,.
Hieraus
uz (L( *— 1 - 1/ & '\//I (t + 1 ( ’)m | — N (/) f (j)ul
- ( Oue--1 _{— 4n ]/F + 4n (C + ‘L)) fl/“ 'qm
Nun set o, eine Zahl mit 0, 0, > 0,41 ; dann ist
nach (8¢) filr hinreichend kleines ¢ und ¢ zuletzt

(8¢)

10 Tm Fall m+p =, wo S, = ¥ . ebenfalls richtig.
T ? H m (=1
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Dt +1)~VeS,(t+1)> 0, f (D, —VeS),
ebwa fiir alle £>7,. Wiire nun fur ¢ > 7, einmal @, —VeS, >0,
so wiirde dies dann auch fiir alle groBeren ¢ gelten und es wiirde
genau wie im Beweis des 2. Hilfssatzes folgen:

t

lim inf -V(])"' VS b'" >0
= o 1' 3

A fortion
t

Nl

JASERTY ) »
Iim inf} MR L >0,> 0wt1ls

T
t— —Z’
¢
i l/i‘3y,~ ! o
withrend doch nach Annahme Ila hm r—“b‘, = 0, 41 Ist.
t—+ 0

Es ist also zuletzt
('[)IN S ]/‘KJ SUL .
Da ¢ 0 beliebig klein sein darf, ohne dali ¢ weiter ver-
kleinert zu werden braucht, und wegen S, >0 (zuletzt), be-
deutet dies:

o
" —
lim g = 0. (17)
t=w
Bs sel nun m - p<_n, sodah die Funktion X, vorhanden *
ist; wir beniitzen jetzt dle Tatsache in Satz 2, daf fiir i>m+2
die ¢ 41, - ooy ooy gleich 0 sind. Dann erhiillt man fiir

i>m -1 anstelle von (2):

it + 1) ,< oifyr -+ U/‘< b +— \‘ ‘71.: |> Fef X gl
[} L1 =1
Summation idber i =m 4+ p + I, ..., n liefert:
u (ZL ‘* 1) < Om4p+41 ]fA\m + n Cf((p“, T m)
+ n ’5/ (([)m _[— SIH ‘\Hl>'

Die Konstante ¢ kommt nun bei S, nicht vor, was nachher
notig sein wird.

Wegen @, <VesS, wd @, + 8, 4+ X,,— 45, (zuletzl)
folgt:
‘\y“' ([ + 1) < Om +p-t1 me + n Uf(l/b Slll '+' -AYUI) + ‘1 n ("//'-qm-

Ferner aus (5h) wegen X, <~ S,,:

b”l (t '+ 1) > ‘ \mvl pi Su: = 4 n (C i‘ 8) flqul .
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Hieraus:
VeSut-+1)— Xt +1)> (lomp|—5nc—dne+Ve)fVeb,
— ((Qugpt1| 106 X,
Genan wie bei (8b) folgt, dafi die Funlktion
VeS,— X,
ot I
zuletzt monoton wiichst. Durch Wiederholung des letzten Schrittes
mit } e statt & beweist man genau wie damals, daB sie sogar
- oo wiichst.
Also ist zuletzt
X Ve B,

was bedeutet (vgl. bei (17)):

D¢
I- [ — 0. l 8
Jim " 4s)

Bei der Aunnahme IIb mit p<_n (sonst X, nicht vorhan-
den) folgt (18) ebenfalls, mit nur unwesentlich abgeiinderter
Rechnung.

In (17) und (18) ersetzen wir den Zihler a fortiori durch
einen einzigen seiner Summanden |y; und haben daun folgendes
Ergebnis:

Satz 5: Es sei |o,|> 1o, > -2 oulv 0ugry -0
0.+p seien simtliche charakteristischen Wurzeln mit
gleichem absolutem Betrag wie g,4.1.

Wenn dann nach geeigneter Numerierung der z; das
System (I) gem&afi Satz 1 (fir m =0) bzw. Satz 2 (fiir
m_—>0) derart in (II) transformiert wird, dali alle ¢
hinreichend klein werden, so gilt fir jede zu der obigen
Wurzelgruppe gehorige Losung:

. 75
lim T,I’/J- — =10
{~ w \,‘p |
Ly
e

fir alle j auBier m + 1 <j <m -+ p.

Anmerkung: Aus den Beweisen geht hervor, daB im Falle
m >0, m 4 p<_n fur die Kleinheit der '¢; folgende Be-
dingungen hinreichend sind:
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col<ey wo o —2nc¢ > ougr +dnc
Quigpl —6mC > Ougpir | Hdnc

in den Fillen m = 0 und m -+ p = » von analoger Art.

Mittels (1) auf die Losung (z;) iibertragen, liefert Satz 5 ent-
sprechende Aussagen iiber weniger einfach gebaute Ausdriicke in
den ;. Wir werden spiiter diese Ubertragung in einigen Spezial-
filllen vornehmen.

§ 7. Fall einer charakteristischen Wurzel, deren absoluter
Betrag bei keiner andern auftritt.

Es sei p=1, d. h. 0,41 (0 <m <n—1) ist die einzige
charakteristische Wurzel, deren absoluter Betrag gleich |9, 41 ist.
Dann lehrt Satz 5:

i 50 fir jedes jtm -~ 1, (19)
Yo 41

wo natiirlich ¥, 4.1, dessen absoluter Betrag das S, des § 6 ist,
zuletzt 0 ist.
Wegen
Lot = b gt 1 Y 41 (20)

1st anch 2,41 zuletzt +0 und

X . {l‘ 7)1‘/.' i N bi, -1

» ) (i=1,...,n). (21
X1 =1 /’m FL -1 Y -j-1 1’/”»[-1,111 +1 ' ' )

Es seien mit « diejenigen Indizes ¢ bezeichnet, fiir welche
bi, g1 40 ist; zu ihnen gehért mindestens der Index m 1.

Nach (21) ist x, zuletzt 0 und

Ty X 41 L bu,mi 1

Nun lehrt Satz 4 (vgl. (16)):

: L L R P O N )

t
]/'J‘m-l-l
I

hieraus und aus (21), angewandt auf i = a, folgt

- : Om -1 ;
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4
‘L‘(L <

) Z’{ - l@m }11- (2‘3)

Diese Beziehung lifit sich jedoch durch eine schiirfere er-

setzen, welche wir gleich fiir allgemeinere Indizes aufstellen wollen.

Da z, zuletzt £0 ist, lefert (I):

2 (E-41) S Tr | @i 1 0
- =N @y . 24
jton (t) f/.‘—ll Sl T + L ) ( )
Zuletzt ist
. n e
“"\<ef2 <K,
-Tu IS .

(25)
1 Lo

wo I{ eine im Hinblick auf (22) zu wiihlende positive lonstante ist.
Aus (24), (22), (25) folgt fiir £ —> oo

Par(t+1) g

Z’I' -1
a3 LAnES JER P
f Ly (t) =1 ba, m 41
1 )
= b E ['ilr Cleym 41 _]l_ b/, m1 Qw41
a, 41 h=1
Eyom41
bi ? .
— hodn om+1 (daalle ¢, 41 == 0 sind). (26)
bu, 41
Man erhilt fiir i == a:
Pa(t-+1
o ( +'_)'—>Qm-|—l; (.37)
o)
also speziell
Plaot+ 1)

£ Tt S

und hieraus folgt nach einem Analogon zur Hospitalschen
Regel®) wiederum (23)1°).

1) Siehe Fubnote 8.
12) Satz. (/) sei zuletzt positiv; [() >0 fiir ¢ > ¢, (¢ und £, ganz).
Aus

1 H+1)

-f(/‘ — Hy A mitt—>»
folgt

¢
Vi , by :
'zn(r()’)*fi, wo I == VIt — 1) 1t—2) [ U,

Beweis: Iis sel zuniichst 4 >0, ¢ mit 0<+<{ A4 vorgegeben.
Zuletzt ist
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TFerner folgt aus (27), wenn
x, = 2z, | ¢f Arer,
gesetzt wird:
el (Arer, (141) = Arez, (b)) ci‘\rci‘/::—l-l, falls 041 :t: 0.

Dabei sei iiher den Arcus folgendes festgesetzt:

Arc 0, 41 sel irgendwie festgelegt, z.B.mit 0 < Arc 0, 41 <27,
Ebenso sei Arez,(f) fiir irgendeine Stelle ¢ festgelegt, von wel-
cher an z. bereits +0 ist. Fir alle folgenden ¢ sei z,(¢) durch
die Forderung

"Arez, (f 1) — Arcz, () — Arc o, [ <=
festgelegt. Dann folgt aus der letzten Limesbeziehung:
Arcz, (t+ 1) — Arc o (£) > Arco, 41 (falls 0, 41%0),
also auch

lt Arca, (6) = Arc o, 41. (28)

Definieren wir nun fiir x, +0:
t

L .
Vo, =V x.le ¢ Areta 1
so folgt aus (23) und (28), falls 0, 411 0:
Ve
I

Im Fall 0, 41 == 0 ist dies ebenfalls richtig (auf Grund von
(23) allein).

- Oum F1. (29)

Die Eigenschaften einer Lisung, die zu 0, 41 gehort, hingen
nach dem Bisherigen hauptsichlich von den Zahlen ¥;, 4.

(A —&) fit) H() < H {4+ 1) < (A &) f(0) H(1).
Hieraus folgt nach dem 1. und 2. Hllfssdh (§ 5)
t
N P /0] . 1 H)

{ At 3 = A

p: <tl_1:r;mf () <il_1’n_11-sup i) S
was die Behauptung liefert. Tir A -— 0 ebenso, nur dafi die Anwendung
des 2. Hilfssatzes wegfillt.

1) In diesem Sinne wurde bei (23) eine ,schiirfere Beziehung® ange-
kiindigt.
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(t=1,...,n) ab, deren Kenntnis es inshesondere ermdglicht,
unter den Komponenten z; sofort die x, anzugeben.

Uber die Berechnung der Zahlen b;,, 1 auf Grund des § 3
gelten wortlich dieselben Bemerkungen wie L. c. 3. 231.

Wir fassen die Ergebnisse in vereinfachter Bezeichnung zu-
sammen in

(3]

Satz 6: Eine Lisung von (I) gehore gemil Satz 3
zu einer charakteristischen Wurzel p,, deren absoluter
Betrag bei keiner andern auftritt. Dann zerfallen die
Komponenten z; in zwel Gruppen z, und 4z, wo zu den
z. mindestens ein z; gehdrt, withrend die Gruppe der g
auch wegfallen kann, von verschiedenen Wachstums-
eigenschaften.

Uber die Auffindung derGruppeneinteilung und die
Berechnung der Zahlen e, ..., ¢, gelten wortlich die
heiden entsprechenden Absiitze des Satzes 6 1. c. S. 232,

Fir jeden Index a gilt:
{

;
ax, 1st zuletzt +0; tl_i:];]__lfzt()t) =0, .

Bei geeigneter Erklirung von Ave #, () und von
P
Va.(t) gilt ferner

i
. V. ()
Jim

= 0,
und, falls ¢,£0,
lim (Area, (¢ 1) — Arc ., () = Arco,.

{—

Fiir jeden Index a und i =1,..., n gilt:

lim & O _ e, lim
tr o Lo (t) cu’ t— = f(t) Ly (t) c“gl“

Anmerkung: Im Falle I'(t) » o folgt:

1 Z'L'(t 1—1) - C;

Alle @&, > oo, falls o,:£0.
Im Fall f(#) =1 folgt:
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Alle @, = oo, falls o, > 1;
alle z; - 0 (i =1,...,n), falls o, < 1.

(Letzteres ist schon im Zusatz zu Satz 3 festgestellt.)

§ 8. Anwendung auf homogene lineare Differenzen-
gleichungen n-ter Ordnung (1. Typus).

Vorgelegt sei eine lineare homogene Differenzengleichung
n-ter Ordnung von folgendem Typus:
x(t+n)+ (a, ()7, @)x(t+n - 1)+(a,f(H+y, () x(t+n-2)
Foee (@ (@) Fya(d)) z(t) 0
f(t) definiert und positiv fiir alle ganzen ¢ > ¢ (£, ganz);

o _

(1) f(f) =+ mit £+ also auch T(6) -Vt -1)f(£-2) - --f(t,) =+
7ty O 1,...,n) defintert fiir alle ganzen ¢ > f;

;’(({?—» 0 mit t- 4=
a, 0.
Die Transformation
Ix () = Zu ()
(7% z(t--1) =z, 1t

|

lx(t n—1) = x,{f)
fiithrt (III) dber in das System

e+ D) =—(f+y)e —(af+ 1) 2 — - — (auf+ 7.) 20
zy(t+ 1) = Ty
ay(t+1) = Ty
I (t + 1) —== L —1,
welches ein System der Form (I) ist mit der Matrix
[—a, —a, ... —a,
0 0 5 ae O
(([//.-) =
0 0 0

und den ,Zusatzfunktionen®
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n

¢ == -—-/E e X
=1

Qi = X1 (5:2,...,12).

Auf Grund der Voraussetzungen iiber (Ill) verifiziert man
sofort, dafi fiir das System die Voraussetzungen A erfiillt sind;
B und jedes ¥, ist der Bereich aller Wertsysteme ().

Die charakteristischen Wurzeln sind -~ a, (einfach) und 0
((n — 1)~ fach). Die nichttrivialen Losungen (Existenz fiir alle
(> t, ist klar) ,gehdren® also zu —a, oder 0 gemiilk folgender

3]

Ubertragung des Satzes 3:

Satz 7: Fiir jede Losung der Differenzengleichung
(IIT), welche nicht von einer Stelle an identisch ver-
schwindef, existiert der Grenzwert

¢

/ e (1Y e ] o — 1
lim]—rx(-”—- a1 doe et on—=1)
{0 -I((f)

und ist gleich «, oder gleich 0.

(Gilt #ibrigens auch fir a, = 0, da @, 0 hier nicht be-
niitzt ist. Fiir den Yall, daf o, ..., «, alle gleich 0 sind, ist
die Aussage trivial; vgl. die Anmerkung zu Satz 3.)

Zusatz zu Satz 7: Im Fall f(t) =t (n -0 ganz; £, > 1)

. . Y i
darf unter dem Limeszeichen des Satzes 7 I°(f) durch = ersetzt
. p
werden (s. Zusatz zu Satz 3); analog in den weiteren Siitzen
dieses Paragraphen.

Auf die zu — a, gehbrigen Losungen konnen wir Satz 6
anwenden. Die dortigen Zahlen e, ..., ¢, haben, wie man so-

fort berechnet, die Werte 1, 0, ..., 0, 0; die Ubertragung des
Satzes 6 liefert:
Satz 8: Tiir jede zu —a, gehdrige Lisung von (1)
gilt:
t/ ) ( - .
. . ar(t-t-n—1) ,
Hm o (6) = o3 1 L - =
pRE0) = @i lin 1°(t) I“
Bei geeigneterErklirung von Are2(f) und Va(t4n—1)
gilt ferner:

P



Uber das asymptotische Verhalten usw. 95
. 2t +n—1
lim V ( S a,
t—+ l (t)

und

hm (Arca (¢4 1) — Avex (8)) = Aw(— a,).

t—=»
Ferner gilt:

Ca(t—1) 1 ozt
fim S =0 und N e —

—a,.
Die Untersuchung von zu 0 gehorigen Losungen beruht auf
der Anwendung der Siitze 4 und 5 mit m =1 und p = n — 1.
Diese Anwendung ist jedoch in einem Lkonkreten Fall, wie in
dem vorliegenden, erst nach Herstellung einer geeigneten Nume-
rierung der x; moglich, da nicht bel jeder Numerierung eine
Matrixbeziehung, wie sie Satz 2 verlangt, vorhanden ist.
Beginnen wir mit der vorhin durch (7'F) gegebenen Nume-
rierung, so ist eine Matrixbeziehung folgender Art nitig:

—ay...—a, by by, b
i 8 0 by0 ... 0
0 Dy, b,0...0
0 ... 0 0 buQ [)n’} e bnn
b by, by, —-a, 0 .0 ‘
0 b‘_,._O ... 0 Coy 0023 s Cop
o N ey 00 oo | (30)
............. Ch—1,1 0......0 Cn—1,n
0 b,,_ﬂ /I,,:} PPN Z),m Cut 0...... 00

In der Tat lassen sich leicht die b und ¢;. so bestimmen,
daB diese Beziehung besteht, was L. c. § 8 nither ausgefiihrt ist.
Die b;;. liefern sodann die Transformation (1) und diese zuletzt
die ﬁbertragung der Siitze 4 und 5 auf die z; und damit auf z(f).

Bei Beniitzung anderer Numerierungen als (7'F) kann sich
dieser Sachverhalt findern. Die Matrixbeziechung wird sich von (30)
dadurch unterscheiden, daf in der ersten Matrix der linken Seite
die —a;,...,-—a, in einer anderen Zeile und daselbst in an-

derer Reihenfolge stehen. In denjenigen Fillen (die man leicht
Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt, Jahrg. 1930. 7
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angeben kann), wo sich wieder die &1 und ¢;. ohne weiteres be-
stimmen lassen, fihrt die neue Numerierung auf keine andern
Ergebnisse tiber «(f) als vorher (7%). Im allgemeinen werden
sich jedoch die ;. und ¢;x nur unter der Zusatzvoraussetzung
bestimmen lassen, daB von den Zahlen a,, . . ., a, eine bestimmte
von Null verschieden sei. Dann erhiilt man auch ein anderes Er-
gebnis iiber x (9).

Diese Rechnungen sind 1. ¢. § 8 nither ausgefiihrt und bleiben
wortlich in Geltung, wenn die dortigen 2 durch die jetzigen
x(t-+») ersetzt werden. Ks seien daher gleich die Ergebnisse
angefiihrt:

Satz 9: TFiir jede zu 0 gehodrige Losung von (III) gilt:
L Vi @) fle DT 4—---_»4- a(ttn—2)

lim % zttn—1)ta,x(tn—2) {---- |a.z(t) _ — 0
e @1 2+ D+ e —2)

1im~lﬁ - z (¢ + n) - o
e [O) @) + a1+ 4 x(t+n—2)

Fiir » = 2 lauten diese Beziehungen:

V ()] (1) ay
S pg =0 ML T T
Lz(@t+2) _

imh z ()

Die weiteren unter Zusatzvoraussetzungen der obengenannten
Art geltenden Beziehungen lassen sich so beschreiben, dafi in
der Summe

@) F a O F Al —1)

nicht wie in Satz 9 der letzte, sondern ein anderer Summand
wegbleibt; es mag zur Illustration geniigen, die Resultate 1m
Fall » = 3 anzugeben:

Fiir jede zu 0 gehorige Losung von (III) (n = 3) gilt:
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mum+mt+m

Stets: ) - 0,
c_z]x(t+2)+ag:'v(t+1)iqsx_(t)_}O 1 z(+3) S
Z(O), 20T )] R GIEOIEaFI )

Wenn «, +0:
Vie@l+ e @D

F(t)

aet+2)+ast+)+ar)
@)+ |zt +2)| ’

1 xz(t+3)
(0120 + 012~ "
Wenn a;+0:
VE@{QH:gggN%m

I'(t)

az(t+2)+a,z(+ 1)+ 1)+a5x(t)_)0
r D]+ e+ )] |
1 x(t 4 3) S0
[0 2@+ )]+ e +2)]~

Im Fall n =2 liefert die zweite, noch mdgliche Nume-
rierung nichts Neues.

§ 9. Anwendung auf homogene lineare Differenzengleichungen
n-ter Ordnung (2. Typus: Poiucaré-Perronsche Differenzen-
gleichung).

Vorgelegt sei eine homogene lineare Differenzengleichung
n-ter Ordnung von folgendem Typus (Poincaré-Perronsche
Differenzengleichung):

lm(t+n)+(al+xl(t))x(t+n —1) 4+ (@t zaD)x(t) = 0;

@) (v=1, ..., n) definiert fiir alle ganzen ¢ > ¢, ({, ganz);

(1v)
lz,.(t)—> 0 mit £ + oo,

Die Transformation
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a (t) = a, (t)
a(t -+ 1) = 7, (t)

(T2) -

fithrt (1V) iiber in ein System der Form (I) mit f({) = 1 (niihere
Angaben hieriiber wortlich wie 1. c. S. 240); die Ubertragung des
Satzes 3 liefert den

Satz 10: Iiir jede Liosung der Differenzengleichung
(IV), welche nicht von einer Stelle an identisch ver-
schwindet, existiert der Grenzwert

¢
. ST r e -
lim Viz@) |z 4+ |z@¢fn—1)]
1= @
und ist gleich einem [p./, 1 <r<n, wo o,,..., 0. die
Wurzeln des Polynoms o" 4 «, "'+ .-+ a, bedeuten.
Ist o, eine Wurzel, deren absoluter Betrag bei keiner an-
deren auftritt, so liefert Satz 6 nach kurzer Rechnung die Zahlen

e—0 GE=1,...,%)
und sodann die Ubertragung:

Satz 11: Eine Losung von (IV) gehidre gemiify Satz 10
zu einer charakteristischen Wurzel p,, deren absoluter
Betrag bei keiner andern auftritt. Dann ist x zuletzt
tiir alle £ von 0 verschieden und es gilt:
z(t+ 1)
“_:v(t) /

Bei geeigneter Erklirung von Arca(f) und l]/x (&) (s.
S. 91) gilt ferner

= 0Oy.

lim V iz ()] = | o], lim
=+ L=+ w0

t
lim Vz(t) = o.

{==

und, falls o0, +0,
lim (Arcx (¢ - 1) — Arcz (£)) = Arco,.

{— =

Fiar

lon <71 gilt: & - 0.
Fir |g, > 1 gilt: 2> oo,



Uber das asymptotische Verhalten usw. 99

Die Untersuchung von Losungen, die zu einer charakteristi-
schen Wurzel o, gehoren, deren absoluter Betrag mehrfach auf-
tritt, verliuft nun ganz analog wie 1. ¢. S. 242 — 252, Das Er-
gebnis ist

Satz 12: Fiir jede Losung von (IV), welche gemiis
Satz 10 zu einer charakteristischen Wurzel o, gehért,
deren absoluter Betrag im ganzen bei genau p charak-
teristischen Wurzeln vorkommt (mehrfache mehrfach ge-
ziithlt), ist zuletzt

GO 2D+ 2+ p =140
und es gilt:
¢ ) o _
lim Vie(@) + e+ 4+ -+ lae@+p—1)] = o]

{— e

Werden die genannten p charakteristischen Wurzeln
mit ¢, ..., 6, und ihre symmetrischen Funktionen mit
Siy +««y 8y bezeichnet:

s,=a, -+ -4 0
'QZ.’:::GI ()':: ..... +Ol' _1(71,

so gilt ferner:

c+p)-s,x+p-D)+s,2(E+p-2)—+---+(=1)'sz(f) _

Li : 0
= 2(t) + 2(t+1) Fe ot 2l tp-1)
limx(HPH)- S, Z(l+p)+s,x(Etp—1) —+o b (-Lyrsx(E+1) 0
= |z(t) -+ z(t+1) +--+ x(t+p-1) o
lit x(t+n) Slw(t';f"‘l Jis,x (bt n—2) - (-DPs,x{f+n-p) 0
ts oo lx@+|z@+ 1]+ -+ z2{t+p-1)] o
(Fir p = 1 sind dies die Beziehungen')

a (¢ 1 ax 2 a )

gt S, 2UED) Oy vy wlm

20T a =@

1) (=41} — 0, (1)

T — =0 usw.; o, ist das o».
| ([)I ’
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deren erste in Satz 11 steht, wihrend die iihrigen wegen z(£)+0
sofort daraus folgen.)

Wie in § 8 lassen sich auch hier durch Verwendung anderer
Numerierungen andere Aussagen als Korollare zu Satz 12 ge-
winnen, fiir welche jedoch stets noch Spezialvoraussetzungen nitig
sind. Fiir » = 3 erhiilt man diese Beziehungen aus den 1. c.

t
S. 252 angegebenen, wenn man log durch )/ , 2" und " durch
a4 1) und a4 2), N(o,) durch o] ersetzt.



