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Uber neue Eigenschaften der Klein’schen Kurve
@} @y, 4 2w - ajw, = 0

Von Y. Franz Meyer in Konigsberg i. Pr.
Dem Andenken F. Klein's gewidmet.

Vorgelegt von W.v. Dyck in der Sitzung am 9. Juni 1928.

Eine der fruchtbarsten Schépfungen von F. Klein ist meines
Frachtens die durch eine Gruppe G terniirer Kollineationen in
sich iibergehende ebene Kurve 4. Ordnung?) ¢ = a2l
—+ ziz; = 0 vom Geschlecht Drei, die den Theorien der endlichen
Gruppen und ihrer Invarianten, der Transformation 7. Ordnung
der elliptischen Funktionen, und der Gleichungen 6. Grades zu-
gleich angehort. Da die Gruppen- und Invariantentheorien einer
¢, vom Geschlecht Drei, und einer allgemeinen Iliche 3. Ord-
nung I, auf Grund der Geiser’schen Projektion der letzteren,
bis zu einem gewissen Grade parallel laufen, so soll es sich im
Folgenden darum handeln, zu vorgegebener c; eine geeignete zu-
gehorige Fy zu ermitteln, und vermoge deren (1,1)-deutigen Ab-
bildung auf die Ebene diesen Zusammenhang fiir die Klein'sche
¢y nutzbar zu machen.

1. Bedeuten «;, z, #;, «, die Koordinaten eines Raum-
punktes, so lautet die nach w, geordnete Gleichung einer Fj,
von der wir annehmen diirfen, dak sie die Koordinatenecken A;,

., A4, enthalte:

Fy=an (@x + acoer + o - 2200 Gl - - - - bz 4+ - -)
+ (einaiz + cizia - exmeax)=an A+ 22, B
(1) LOo=0

1) S. z. B. R. Fricke, Algebra, Bd. 1I, Braunschweig 1926, Abschn, II,




144 W. F. Meyer

Sei A,, das Projektionszentrum, von dem aus die Tangenten
an die Iy gehen, und seine Gegenebene (x,, = 0) die Projektions-
ebene. Dann ist die Gleichung des Geiser’schen Berithrkegels,
und zugleich seines Schnittes mit der Projektionsebene:

) AC — B =0.

Soll diese Gleichung mit der der ¢, iibereinstimmen, so muf
die Identitit erfiillt sein:

(3) AC — B =iz -+ afo -+ ziz;.

Die Vergleichung der Koeffizienten liefert zuniichst das Ver-
schwinden der GrdBen b, by, b5 ¢4, Ci, €11, fithrt aber im 1fj’origen
auf ein kompliziertes System von Beziehungen zwischen den wei-
teren Koeffizienten in (1), dessen vollstindige Auflssung kaum
ausfithrbar wiire. Indessen geniigt es, eine mdoglichst einfache
partikulire Losung zu ermitteln.

Fithrt man die drei Produkte p; = @, ; als selbstindige Groken
ein, so ergeben sich zwischen ihnen die Relationen:

4 pi@Cpe—p) =pe@pi—pi) = p(2pe — p1).

Diese besitzen vier Losungen (die alle reell sind), unter denen
sich die rationale: p; = pi. = p; befindet. Legt man letztere zu
Gruande, und partikularisiert in geeigneter Weise weiter, so er-
kennt man, daB die einfachste I, (1), die der Identitit (3) ge-
niigt, die mit lauter gleichen Koeffizienten ist:

Fo=on(e 42~ x) 4+ 2w (@ew - mpa 4 oia) -+ @ o
O ‘iz -taivifome)y=end F 20,8 4 O =0.
Diese Flidche 3. Ordnung I mige die ,Klein’sche“ heifien,
2. Behufs Abbildung der I auf die Ebene ist es vorab er-
forderlich, die Fliche nach GraBmann’scher Vorschrift durch
drei kollineare Ebenenbiindel zu erzeugen. Wihlt man als deren

Zentra die Punkte A;, A;, 4;, so hat man als Ansatz eine Deter-
minantendarstellung der I3 von der Form:

(5) iz A apar - qxy, AT A bz b,
d[xm + Ci & + Cle L, | = 03

wo die Koeffizienten in der zweiten und dritten Rethe durch ein-
resp. zweimalige Akzentuierung charakterisiert seien. Denkt man
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sich die rechte Seite von (5) nach Potenzprodukten der x., i,
ar, x; entwickelt, und vergleicht dann mit (I), so ergibt sich ein
System von Determinantenrelationen. Zieht man unter diesen zu-
niichst die sieben heran, wo eine einzelne Determinante verschwindet,
lost diese nach den GrdBen d;, di., d;; a;, b;, ¢ nebst den akzen-
tuierten auf, und zieht sodann die weiteren Relationen heran, so
kommt als einfachste Lisung das System der Beziehungen:

di= — ¢ = ay — by,
(G) dy = — ap=1b; — cr,
] dl — ——-b[, = Cp — @y,

nebst den beiden parallel laufenden.

3. Setzt man dies in (5) ein und ersetzt dann (5) durch drei
lineare Gleichungen in den , indem man jeweils die Elemente
einer Reihe mit denselben drei Parametern z;, #., 2, multipliziert
und addiert, so hat man die gewiinschte GraBmann’sche Er-
zeugung der Iy in algebraischer Gestalt.

Lost man nunmehr diese drei Gleichungen gemifs der Methode
von Clebsch nach den z auf, so gelangt man zu der expliziten
Darstellung der Klein'schen Fi:

(D) Lt Xy X = — il — 2z 2l — 2lek
(e - ) (g 2) (G2 — 22

Deutet man hier die 2z als Punkt-Koordinaten in einer Hilfs-
ebene Z, so liefert (II) die (1,1)-deutige Abbildung der I auf
diese Ebene. Den ebenen Schnitten der [% korrespondiert ein
Gebiisch von ebenen Kurven 3. Ordnung ¢3. Dieses Gebiisch hat
sechs gemeinsame Grundpunkte 4,, die ,Fundamentalpunkte“ der
Abbildung, auf deren Kenntnis die ganze Geometrie auf der I,
und damit auch die der ¢; beruht.

Verwendet man statt der # nichthomogene Koordinaten z, y,
indem man etwa setzt:

(M x=zfla, y=aula,
so erkennt man unmittelbar die Richtigkeit des Satzes: ,Die
(nichthomogenen) Koordinaten der sechs Fundamentalpunkte sind

siebente komplexe Kinheitswurzeln. In der Tat, schreibt man
zur Abkiirzung:
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19

®) (1]=¢ 7 (A—+1,+2 +3,
so gilt fiir irgend einen der sechs Fundamentalpunkte (z, y):
(111) y=1[1], «=[31].

Fafit man je zwei konjugiert-komplexe Fundamentalpunkte
A,, 4, (r =1, 2, 3) zusammen, so hat man die Tabelle:

[a}l——:[S], yo=1Us = =[-3], 5 =0-1%
Ay Yz, =[—11, y.=1[2); =, =[1], Jo=1[-2]
lxs=[2], ys =13l wzg=101-2]), gs=1[1-3];
so daB von diesen 12 Koordinaten sechsmal zwel gemeinsame
Werte besitzen.

4. Verbindet man je zwei konjugiert-komplexe Fundamental-
punkte A,, A, durch eine Gerade ¢,, so sind diese drei reellen
Geraden die Bilder der drei reellen Geraden auf der Fj. Es
empfiehlt sich daher, diese drei Geraden ¢, (r=1, 2, 3) als die
Seiten eines natiirlichen Koordinatendreiecks 4 in der KEbene Z
zu Grunde zu legen. Setzt man zur Abkiirzung:

7 4 . bz
7 7 7 Gg=sin o,
wo o, und o, den Faktor o, enthalten, so liefert eine cinfache

Rechnung die Gleichung der drei Geraden ¢ zuniichst in der zy-
klischen Gestalt:

(9) o0, =sin y = 2 ¢os - 0, = sin

lclz 20, 1210y 5165 =0,
Iv Co = 2i0g-— %104 -|- 810, =0,
1035'7—2503 | .6’[61-; 2’[;62:0,

wo sich jeweils der Faktor o, herausheben likt.

Man wird daher fiir weitere Untersuchungen statt der 2 die
¢ als neue homogene Punktkoordinaten in der Ebene Z cinftihren.
Durch Umkehrung von (IV) ergibt sich zuvorderst:

[ 7 =0, 8 Fey Sy ey Dy,
v Z =108, e Dy ¢35y,

lzlc=01D5'j' ¢y Sy |- €5 Say
wo unter S,, S,, D, die aus den o-GriBen (9) gebildeten Ver-
bindungen zu verstehen sind:
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(10) S, = oi + 0,05, S, =034 06,05, Dy =0} —0,0,,
die den gemeinsamen Faktor of besitzen, der also aus (IV’) her-
ausgeht.

Ersichtlich empfiehlt es sich, in (IV) und (IV’) eine sym-
metrische Verbindung konjugiert-komplexer (siebenter) Kinheits-
wurzeln als Grundelement einzufithren, am einfachsten die GriGe

2ip —2im

y=r¢e¢7 ¢ 7 =2cos »27,7. Hierbei ist zu beachten, daB y
der kubischen Gleichung geniigt
(11) eyt —2y—1=0,

sodag y in (IV) und (IV’) nur bis zum zweiten Grade aufzu-
treten braucht.

Man erhilt ohne Schwierigkeit die neuen Darstellungen:
wma ey el =0,
vy G=ay+a(l—y%) 42 =0,
l =zl —y) ta+ay=0;

=0 (=749 + @y =D 46y —2),
V) yar=e@Cr — D4y —2)Fe(—7* +y+2),
ge=c;y(y— D F e (¥ +y+2)+ e (272 —1)

Ist man so im Besitze der Koordinaten der sechs Fundamental-
punkte, sowie der Beziehungen (IV,) und (IV)), so lassen sich
mittels der Methode, die ich neuerdings') entwickelt habe, nicht
nur die Gleichungen der 27 Geraden der I3, sowie ihrer 45 Tri-
tangentialebenen, sondern auch die der 28 Doppeltangenten der c;
explizite hinschreiben:

oDieKoeffizienten allerdieser Gleichungensind ganz-
rational in einer siebenten komplexen Einheitswurzel®.

5. An die Darstellungen (IV,) und (IV,) mdgen sich noch
einige weitere Bemerkungen ankniipfen.

Man bilde das Produkt =z, der drei Linearformen ¢, (2), ¢, (¢),
¢y (¢) in (IV,), so erhdlt man zunichst:

Ae=ulyi+ - —zia— Y fvlgia -t aes -

(12) :'zizlczl}v

1) Jahresbericht der dentschen Math.-V. 87 (1928), p- 74,
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wo u# und v die Werte haben:
(13) u=—pP+y=p»—y+41 v=—u

Somit liefert (12) fir die Gleichung =, = 0, d. i. die Glei-
chung, der die drei reellen Geraden der I ausschneidenden Tri-
tangentialebene 7'5:
(12) =l + - —2@a+ -y —(enal ) —z2a =0,

oder auch, mit Riicksicht auf (I) und (II):
{
(V) —,FJ =Ty :’: Li =Ty — AI . 0
Daraus folgt als Gleichung des Inbegriffes der drei ent-
sprechenden reellen Doppeltangenten #°, #£2, # der c;:

(13) B8 = A+ 24’ B 4 C' = 0.
Die vierte reelle (stets isolierte) Doppeltangente 7, der ¢; ist

die Spur der Tangentialebene der Iy im Punkte A,, hat also
zur Gleichung:

(14) f=A' = 0.
Damit nimmt die Gleichung der ¢ die kanonische Gestalt an:
@) G=LEVE I — (A7 | B =0,

wo A'*+4 B'=0 den durch die acht Berithrungspunkte der
vier Doppltangenten gehenden Kegelschnitt darstellt.

6. Fihrt man die rechte Seite von (13) aus, so kommt, bei
zyklischem Fortschreiten der Indizes i, %, /:

(4 8 = (@4 ) L6 (e o) 5 Gt )
129 18w = 0.

Es mogen zuniichst die Xcken dieses Doppeltangentendrei-
ecks ermittelt werden; diese sind die Basispunkte des Polaren-
netzes von (12°).

Schreibt man wiederum nichthomogen & = a;/x;, y = ayfuy,
so ergibt sich nach Elimination von & resp.  aus den Polaren-
gleichungen, daf die Koordinaten 5 resp. & der fraglichen Kcken
die Wurzéln der beiden kubischen Gleichungen sind:

(14,) [ By=n*—3n*—4np—1=0,

(14:) | Re=8 -} 483 —1=0.
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Das sind aber zwel zueinander reziproke Gleichungen. Be-
zeichnet man die Ecken mit («), (b), (¢), so darf man zyklisch setzen:
(15) Su Hy = ‘.Eb Ne = ‘Ec Na = 1.

Man heachte noch, daf vermoge der Substitution:

(16) 0 =01
die Gleichung (14,) die reduzierte Gestalt annimmt:
(17) 08 —T76—"7=0.

Andererseits bestimmen wir auch die Linienkoordinaten der
drei Doppeltangenten. Man denke sich bereits die rechte Seite
von (12) in drei, jetzt lieber mit d,, d,, d. bezeichnete Linear-
faktoren zerlegt:

(18) dydyd, = (a;0; - o = o20) (bsoes 4 b oer + a20) (e - e -+ 220).

Fiihrt man die Multiplikation rechterhand aus, und vergleicht
mit der rechten Seite von (12°), so ergibt sich, daf die Linien-
koordinaten «;, b;, ¢; resp. @i, by, ¢ die Wwrzeln der beiden
wiederum zueinander reziproken kubischen Gleichungen sind:

(195 o/ —60/+ 50— 1=0,

(19)) Vot — 50k + 60— 1 =0,

sodall man setzen darf: ‘

(20) aiby = ar by = a; by = 1.
Man beachte, daB vermdge der Substitution:

(21) 0i=0-2

die Gleichung (19;) die nimliche reduzierte Gestalt (17) an-
nimmt, wie oben (14,).

Zum Schlusse sei bemerkt, dat das Auftreten der siebenten
Einheitswurzeln in der ¢, auf gruppentheoretischem Wege schon
friither erkannt worden ist (s. Fricke, 1. c.).

Dagegen scheint der innere, analytische wie geometrische
Grund dieses Zusammenhanges, auf den ich noch weiterhin zu-
riickzukommen gedenke, erst durch die obigen Entwickelungen
an den Tag gefordert zu sein.

Konigsberg 1. Pr. Anfang Mai 1928.



