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V erallgemeinerung 

eines Hamilton-Cayley-Frobenius’schen Satzes 

auf ein beliebiges Paar vertauschbarer Matrizen. 

Von Heinrich Tietze, München. 

Vorgelegt am 9. Februar 1945. 

§ 1. Determinanten, deren Elemente Matrizen sind. 

1. Die auftretenden Matrizen, die wir mit großen lateinischen 

Buchstaben A, B, ... bezeichnen, mögen quadratisch und alle 

von derselben Ordnung (Reihenzahl) n sein. Sind aik (i, k = 1, 

. . ., n) die (als beliebige komplexe Zahlen - oder auch speziell 

als reelle Zahlen - vorausgesetzten) Elemente der Matrix
1 

^ 
=

 (
a

ih) ~ (
a

ih)i,h> (
J
) 

dann bedeute
2 

1
 In der ausführlichen Schreibweise (a{h) î h bedeute der außerhalb der 

Klammer angeschriebene erste Buchstabe i den Zeilenindex, der zweite Buch- 

stabe k den Kolonnenindex. Falls die Matrix nicht symmetrisch ist und die 

Elemente ^ spezialisiert und durch die Indizes i, k ausgedrückt sind, dann 

ist eine derartige Unterscheidung zwischen Zeilen- und Kolonnen-Index nötig. 

Es bedeutet dann 

A — (aih)k,i = {ahî)i,h (2) 

die von (1) zu unterscheidende „gestürzte“ oder „transponierte“ Matrix. Bei- 

spielsweise ist für aih = i + 2k, n = 2 

A={i+ 2Ä)4J fe = (j l), A' = (i+ 24)M = (3,4j_ 

Die Kennzeichnung des Zeilen- bzw. Kolonnen-Index gewinnt später erhöhte 

Bedeutung, wo wir Matrizen (und Determinanten) betrachten, deren Elemente 

selbst Matrizen sind. 
2 Bekanntlich schreibt man häufig einfach | aih\ für die Determinante (3), 

wenn eine Verwechslung mit dem absoluten Betrag der Zahl nicht zu be- 

fürchten ist. Es gibt natürlich Fälle (man denke an den bekannten Hada- 

mard’schen Determinantensatz), wo zwischen der Determinante aus den 

absoluten Beträgen, also und dem absoluten Betrag der Deter- 

minante, also [ I ßj I j h \ zu unterscheiden ist. Für uns wird es späterhin, wo 
wir Determinanten betrachten, deren Elemente Matrizen sind, nötig sein, 

entsprechende Unterschiede in der Bezeichnung zu machen. 

München 4k. Sb. 1916/46 4 



46 Heinrich Tietze 

\ A \ I ai k I i, h = 1 n I ai k I i, h (3) 

die Determinante der aik. Sind 

i^i ft) i, ft > ft) ï, h 

zwei Matrizen, X eine Zahl, dann sei, wie üblich3 

A + B = (aih + blh)iih, ^A — (Xaih)jh (4) 

AB = (aih^hh)i,hj’ (5) 

wobei im allgemeinen, wenn nicht „vertauschbare“ Matrizen 

vorliegen, B A =j= A B ist. 

Ist 8ih = 1 oder O, je nachdem i — k oder i =j= k ist, dann ist 

I = 

die Einheitsmatrix; mit O bezeichnen wir die Null-Matrix, deren 

sämtliche n
2 Elemente null sind. Ist n > 1 und werden mit /ih 

die zu den Elementen aik von (1) bzw. (3) gehörigen Minoren 

(Adjunkten), mit 

die aus ihnen gebildete Matrix (Z' die gestürzte Matrix) be- 

zeichnet, dann gelten die aus der Determinantenlehre bekannten 

und in die Gleichungen 

AL' = L'A = \A I I (6) 

zusammenfaßbaren Gleichungssysteme 

n n 

2^ aih lkh ahi Ihh ^ift I ^ I" (?) 
ft=l h-= 1 

Man nennt bekanntlich, mit X eine Variable bezeichnend, 

^ X/ = (aih - 00 

die „charakteristische Matrix“ der Matrix A, ferner 

 9(X) = \A — X/| (9) 

3
 Zur Algebra der Matrizes vgl. etwa M. Bocher, Einführung in die höhere 

Algebra, deutsche Ausgabe von H. Beck, 1910, Kap. II, VI, XXI, XXII 

(S. 22, 79, 304, 319). 
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die „charakteristische Funktion“ und <p(A) = o die „charakteri- 

stische Gleichung“ von A. 

2. Unter m eine ganze positive Zahl verstehend, die vorerst 

nicht notwendig = n sein muß, betrachten wir nun Matrizen (und 

nachher Determinanten) m-ter Ordnung, deren Elemente Ma- 

trizen n-ter Ordnung (vgl. Nr. 1) sind. Solche „Matrizen- 

Matrizen“ mögen mit großen griechischen Buchstaben bezeich- 

net werden. Nehmen wir etwa m = 2 und seien A, B, C, D 

Matrizen «-ter Ordnung gemäß Nr. 1, so sei 

eine solche Matrizen-Matrix. Ihre Determinante („Matrizen- 

Determinante“) werde dann durch 

erklärt, wobei wir bei Bildung der Glieder (die im übrigen nach 

den üblichen Determinantenregeln erfolgt) - im Hinblick auf 

die Nicht-Kommutativität der Matrizenprodukte — eine Fest- 

setzung über die Reihenfolge der Faktoren treffen mußten und 

diese derart getroffen haben, daß die Faktoren jeweils in der 

Reihenfolge der Kolonnen genommen werden, denen sie an- 

gehören. Es sind also nicht nur die Matrizen (10) und 

zu unterscheiden. 

Für beliebiges m hat man analog die „Matrizen-Matrix“ 

(10) 

sondern auch die Determinanten (11) und 

A' I = AD — BC 

A = 

( 
—  m (12) 

und ihre Determinante 

A I = 2 ± Aal Aß2 . . . A^m, (13) 
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bzw. 
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^ (ßhi) i, k—1, ..., m, 

I A \ — Ti ^ Ala,A2ß ■ ■ ■ Am^x, 

wobei jeweils a, ß, . . p. alle Permutationen der Zahlen i, 2, 
. . m durchläuft. Mit E werde die Einheits-Matrizen-Matrix 

/I, O,..., o\ 

E = (Si,/)Mt.li...>m = \0, /,..., O) 

\o, O,..., i) 
bezeichnet und mit die Null-Matrizen-Matrix, deren sämt- 
liche Elemente gleich der Matrix O sind. Es ist dann 

I E I = 7, I O I = O. 

In Analogie zu (4) und (5) kann man, wenn A durch (12) und 
T durch 

E — (ßi h)i, h—1, m 

definiert ist, wenn ferner L eine Matrix w-ter Ordnung und X 
eine Zahl bedeutet, die Operationen 

A + T = (Aih + Bih\k_li L A = (LAik)i h_1 m (14) 

und 
X A =  m (15) 

sowie 

A E = AihBh\k (16) 

einführen. Offenbar ist dabei für X = 1 bzw. X = o und L = I 

bzw. L = O 

1 • A = /• A = A, o-A — O-A — Q. 

3. Bei Einführung der Minoren (Adjunkten) einer Matrizen- 
Matrix (12) beschränken wir uns zweckmäßiger Weise auf den 
Fall, daß von den Matrizen Aik je zwei, die weder derselben 
Zeile noch derselben Kolonne angehören, vertauschbar sind, daß 
also stets 

für i =)= j, k =j= l (O) 
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gilt. Wenn man dann, m j> 1 vorausgesetzt, in A die Ate Zeile 

und k-te Kolonne streicht und die so entstehende (?« — i)-reihige 

Matrizen-Matrix mit Aik bezeichnet, dann werde wie in der ge- 

wöhnlichen Determinanten theorie 

(‘ ' 0i+fe I ^ih I — Alt 

als der in der Matrix (12) sowie in der Determinante (13) zu Aik 

gehörige Minor bezeichnet. Da mit Rücksicht auf (17) in jedem 

Summanden von (13) die Faktoren in beliebiger Reihenfolge ge- 

nommen werden können, so gelten die zu (7) analogen Beziehun- 

gen1 * * 4 

m m 

Z AihLhh = £ AhiLhk = \h I A J, 
- /i=i fi=i 

die man unter Benützung der Produktbildung (16) analog zu (6) 

kurz durch 

l\ A|, O, . . ., O' 
AA'=A/A = |A|E=I  

\0, O, . . ., I A|y 

wiedergeben kann, wenn 

-A- 
=
 ft)i, /;=1 m 

die aus den Minoren gebildete Matrix, demgemäß 

(18) 

ist. 
^ = {Lkl\ h=l, 

4. Späterhin nützlich für das Rechnen mit Matrizen ist noch 

der folgende 

Hilfssatz. Sei g(rj1, . . ., v)p) ein Polynom in 7)!, . . ., 7)p ohne 

konstantes Glied5 mit irgend welchen Zahlen als Koeffizienten, 

seien ferner . . ., £m), . . ., fp(lv . . ., Çm) ebensolche Poly- 

nome in den m Variabein %v . . ., derart, daß identisch in die- 

sen Variabein 

1 Eine wesentliche Rolle spielt dabei der wegen (17) gültige Satz, daß [ F | = 

= — I A I ist, wenn T aus A durch Vertauschung zweier Zeilen oder zweier 

Kolonnen entsteht. 
6 Diese Voraussetzung über die Polynome g und /"v kann man weglassen, 

wenn man vereinbart, daß bei Bildung der /'v(Ar
1, . . ., Xm) sowie auf der 

linken Seite von (20) jedes konstante Glied c durch cl ersetzt wird. 
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<r(/l(Sl. • • •» 5m)< • • ->/p(£l> ■ ■ -, Irù) = ° (19) 

ist. Sind dann X1} . . .,Xm quadratische Matrizen, alle von der- 

selben Ordnung n, die zu je zweien vertauschbar sind (XiX* = 

= XjXi), sodaß auch Y1 =/1(X1, . . ., Xm), . . Yp = fp(Xv 

. . .,Xm) wohl definierte ebensolche Matrizen sind und dasselbe 

von g(Yv . . ., Yp) gilt, dann besteht die letztere Matrix aus lau- 

ter Nullen: 

g(A(Xv ...,XJ,..., fv(Xv . . ., XJ) = O (20). 

§ 2. Die verallgemeinerte Hamilton-Cayley’sche Gleichung. 

5. Wie wir beweisen wollen, gilt folgender Satz 1. Es seien 

A (Oh)t, h=l, .n und -ö fc=.i, ..., n 

zwei vertauschbare Matrizen w-ter Ordnung (« ^ 1), es 

sei also 

AB — B A ; 

dann besteht für die mit den Elementen 

a
ih
B
~

b
ih
A 1-21) 

gebildete Matrizen-Determinante die Gleichung 

— li, ä=I, ...,n= (22/ 

also ausführlich geschrieben 

Æn B ^11 ^ ! ö12 B ^12 • I a
\n 

B
 ' ^1 n 

Oi 1 ^ 1
A

 ' 
a

n 2 B 2 • • ■ > Ol n B n ^ 

/o, O, . . ., o\ (23) 

\0, O, . . ., Oy maj n 2^uiien) 

Man kann dieser Beziehung eine etwas andere Gestalt geben, 

wenn man die aus den Zahlen 

/i h (x> ß) = ai k y- — 
b

i kx (24) 

gebildete Matrix 
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-F(*> K> = Oift F — tih >0i, k-1 » (
2

5) 

und deren Determinante 

<PO. F) = I ^0. F) I = 1 «ikli —n (26) 

einführt und dann die Bezeichnungen fik, F, <p auf den Fall über- 

trägt, daß Matrizen A, B anstelle der Zahlen X, jj. treten. Die linke 

Seite von (22) läßt sich dann 

I fih (A, B)\ith^_tn = \F(A,B)\ = cp(A,B) (27) 

schreiben, sodaß (22) die Gestalt 

B
) = 

0 (28) 

erhält. Nimmt man speziell bik = 8ik, B — I und setzt JJL = 1, 

so wird 

FQ,, 1) = (aih—8ikX)iik 

die charakteristische Matrix (8) der Matrix A, ferner <p(X, 1) die 

in Nr. 1 mit cp (X) bezeichnete charakteristische Funktion (9) und 

<p(X, l) = o die charakteristische Gleichung <p(X) = o von A. Aus 

G8) aber wird dabei 

?(N,/) = 

j 
a
\\ I 

A
 ! ß12 A • • •> 

a
ln I 

\
a

7X A 
æ

22 I 
A

> • ■ 
a

2n ^ 

j 
a
nl I> 

a
n2 11 • • •> I A 

d. h. die Hamilton-Cayley’sche Gleichung6 

?(^) = o. (28 a) 

6. Der Beweis von Satz 1 läßt sich analog führen wie im zu- 

letzt genannten Sonderfall (vgl. 1. c.3, Kap. XXII), wrobei wir 

n 'F_ 2 annehmen wollen, da die Gültigkeit des Satzes für n — 1 

trivial ist. 

Der gemäß (24), (25), (26) zum Element/ift(X, 4) in der Matrix 

F(X, p) bzw. in der Determinante cp(X, p) gehörige Minor ^(X, p) 

ist in X, p homogen vom Grad n — 1, also von der Gestalt 

0 Man findet diese Gleichung (28, a) als „Hamilton -Cayley’sehe Glei- 

chung“ (vgl. 1. c.3, S. 319) und als Satz von Frobenius bezeichnet. 
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gi h (X ß) = 27 ßn “1 ~#1 gfl ; 
h~0 

daher läßt sich jede der Matrizen 

G (X, (x) = {gik (X, [L)\ G'(X, jx) = (gh i (X, |A))4> 

als homogenes Polynom (n —■ i)-sten Grades in X, [x darstellen mit 

Koeffizienten, die aus den Zahlen aik, bih gebildete Matrizen 

«-ter Ordnung sind. Speziell sei 

G\\ [x) = 27 Xft Z/,,. (29) 
h = 0 

Ferner ist cp(X, fx) gemäß (26) ein in X, jx homogenes Polynom 

«-ten Grades: 

? (X, !x) = I F(X, (x) I = i dh (x"-" Xh
. (30) 

lt = 0 

Aus der Bedeutung von gih (X, [x) und G(X, p.) aber folgt gemäß (6) 

G' (X, (x) /(X, (x) = F(X, (x) G'(X, ix) = cp(X, ;x) /, 

somit wegen F(X, jx) = [J.A —Xß, (29) und (30) 

27 fx71-1-'1 Xh//ft • (M - X/) = jv ix"-'1 X'1 /ft / (31) 
;i=o /i=o 

und daraus durch Vergleichung der Koeffizienten gleicher Po- 

tenzprodukte [xn—hXh das Gleichungssystem 

H0A =d0I, 

H1A —H0B — dxI, 

  (32) 
Gl-n—1 Gln—2 B — dn—]/, 

-Hn_1ß = dnI. 

Auf Grund des Hilfssatzes von Nr. 4 folgt nun aus (30) für 

<?(A,ß) = \aikB — bihA\Uh 

die Gleichung7 

7 Sowohl die rechte Seite in (30), als auch jedes der r? Elemente mk fx — ÆjftX 

in der Determinante <p(X, |x) ist ein Polynom in X, [x ohne konstantes Glied; 

sonach stellt (30), darin alles auf eine Seite gebracht, eine Relation nach Art 
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<P(A,*)= 2Jdhß
n
-

h
A\ 

h-0 

wofür wegen Bn
~

h
A

h = IBn
~

h
A

h auch 

9(A, B) = 2J (ßh I) (B
n
~

h
A 

h
) (33) 

h-0 

geschrieben werden kann. Setzt man hierin für die dhI aus (32) 

die Ausdrücke HhA —Hh_xB ein (dabei Hh für h=n und 

h = •—• 1 durch O ersetzt), so hebt sich - immer unter Benutzung 

von AB = BA - auf der rechten Seite von (33) alles weg und 

man erhält die behauptete Gleichung (28). Satz 1 ist damit be- 

wiesen. 

§ 3. Die Vertauschbarkeits-Bedingung. 

7. Die Voraussetzung A B = BA kann in Satz 1 nicht weg- 

gelassen werden. Genauer gilt hierüber 

Satz 2. Für beliebige nicht vertauschbare Matrizen ist die 

Gleichung (22) oder die ihr gleichwertige (28) nicht richtig. 

Andererseits ist für die Gültigkeit von (28) die Vertauschbarkeit 

von A und B nicht notwendig, da es auch nicht-vertauschbare 

Matrizen gibt, für welche (28) gilt. 

Zwei Beispiele werden diese Aussagen erweisen. Beidemal 

wählen wir n — 2, spezialisieren B wie folgt und setzen 

Dann ergibt sich 

la2 -j- bc, b{a -j- ö')) 

\c(a+d), bc + d
2
)’ 

B2 = 1, 2 
o, 1 

AB 
la, a b\ la-{-c,b-\-d\ 

\',c + 4 
BA

~\ c, d) 

(34) 

(35) 

(36) 

<p(A, p) 
a[i ■—- A, b\L — A 

rp, d\i — A ’ 

von (19) dar, darin p = #a + 1, m = 2, ^ = A, Ça = p gesetzt. Anstelle der 
in Nr. 4 mit bezeichneten Matrizen treten jetzt A und B. 
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94, B) = 
aB — A, bB — A 

cB, dB—A 

= (ad — bc)B2 ■— dAB + (c — a)BA + A°-. 

Hieraus findet man gemäß (35), (36): 

9(4, B) = 
c2, c (d ■— b) 

c\ 
(37) 

Wie (36) zeigt, gilt A B = B A dann und nur dann, wenn 

c — o und a=d ist; dagegen ist, wie (37) zeigt, dann und nur 

dann cp(A, B) = O, wenn c = O ist. 

Wir brauchen also in einem ersten Beispiel nur t =|= o, etwa 

A = nebst B ~ zu nehmen, um ep(A, B) =f= O zu er- 

halten. 

Wir brauchen andererseits in einem zweiten Beispiel nur 

: o, aA^d, etwa A = 1 ’ °J nebst B = f’ 1 

o, 2/ \o, 1 
zu nehmen, um 

AB =(= BA und gleichwohl y(A, B) = 0 zu erhalten. 

Satz 2 ist damit erwiesen. 

§ 4. Zusätze
8
. 

8. Für die Zurückführung von Satz 1 (§ 2) auf den allgemein bekannten, 

durch B = / gegebenen Sonderfall teilt mir Herr O. Perron folgenden ein- 

fachen Beweis mit, bei dem zunächst | B | =t= o vorausgesetzt wird, das End- 

resultat nach geläufiger Schlußweise auch ohne diese Voraussetzung gilt: 

Wird 15
_1 = {&*k)ih 

un^ AB
-1

 = B~
x
 A — C — (cih)ik gesetzt, so ist 

i “ikV~bihA I ik. I 6t\ ! ik = ! S (aihB-bihA)■ bh\ 1 = 
h 

= \cih£-8ihA\=B
n
-\cik/--8ikC\, 

also = O gemäß dem Sonderfall (28a). 

9. Für diesen Sonderfall wiederum erhielt ich durch Herrn C. Carathco- 

8 Bei der Korrektur (15. April 1945) beigefügt. 
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dory die Kenntnis von folgendem eleganten Beweisverfahren8: Wir führen 

Matrizen 

£ (
x

i)i * speziell 0 = 

ein, hierbei - als Repräsentanten der n Einheitsvektoren - die n Matrizen ck — 

= (8,k)j„ {k = 1, . . n), wobei (wenn / und O die frühere Bedeutung aus 

Nr. 1 haben) allemal 

Ii = X 

ist. Dann läßt sich die Matrix Mh = («; ^)j4 in doppelter Weise schreiben: 

und 

woraus sich 

Afjj — ( 2 zzjj j Sj jj Jf, t — A Cfj — 2 

M
h = 2 ff; e4 = 2 aih/Ci, 

2 = 1 2=1 

2 {aihI—8iuA)ci = o (k = 1 

i = l 

und (vgl. Nr. 11) 

ergibt. 
! 
aï k I h A I — O 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

10.Hierzu möchten wir noch beifügen, daß sich dieser Beweis ohne weiteres 

auf den allgemeinen Fall zweier vertauschbarer Matrizen A, B übertragen 

läßt, wenn man unter Benützung von A B = B A oder 

2 oji i bf fL — 'Ei bjJ i ff; k 

schreibt : 

Mfr = |2 ah i -
;

’T. fej h* — 2 bj k {afr i)/,„ E bi fr A e, 

yi/fe = |2 bfri aifrjfrt = 2 ff ; h (^/, i)/( „ = 2 ffj /j /? Cj, 

(42) 

(43) 

8 Dabei war es Herr Kollege Eberhard Hopf - der damals gerade inner- 

halb weniger Tage uns beide sprach -, der mir von dem Beweis auf Grund 

einer Unterhaltung mit Kollegen Carathéodory erzählte, während die ob- 

waltenden Auswirkungen von Alarmen und Angriffen auf die Verkehrs-, 

Gesundheits- und Lebensverhältnisse die persönliche Aussprache oft auf 

Wochen unterbanden. Der Beweis, dessen letzter Urheber für uns dermalen 

schwer zu ermitteln ist, berührt sich, wie mir Carathéodory noch nachträglich 

mitteilt, mit einem von Frobenius gegebenen. 
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woraus 
'L{,aik£~-bikA)ti= 0 (44) 

und (22) folgt10. * 

11. Für den Übergang von (40) zu (41), bzw. von (44) zu (22) mag noch 

folgende Ergänzung dienlich sein: Sind «2 quadratische Matrizen n-ter Ord- 

nung Cjh (z, k — 1, . . n) gegeben, ferner zz Matrizen desgleichen 

11 Matrizen Yj (z = 1, . . zz), von denen jede zz Zeilen und m Kolonnen hat, 

und bestehen die Gleichungen 

'ZCih
x

i = 
v

k {k = l n), (45) 
i 

dann gilt 

XCi\Yh = \r\Xi (z = 1, . . ., zz), (46) 
h 

wenn T, ] T |, C*h für die Cik die analoge Bedeutung haben, wie A, | A |, 

Lj k gemäß Nr. 2, 3 für die Aj h und wenn dabei die Q k die zu (17) analoge 
Voraussetzung erfüllen. Dabei ist | T | eine quadratische Matrix zz-ter Ord- 

nung, etwa I T I = (ykh)h)h. 

Ist nun speziell zzz — 1, Xj = e; und sind alle Yk = 0, so wird aus (46) 

0 = I T I Cj (z = 1, . . ., zz) 

oder 
0 = 2 y k h &/i i = T h 

h 

für alle k und z = 1, . . ., zz. Es ist also 

in = 0 (47) 

Man braucht nun nur Cik = aj^ I—8;^ A bzw. = aj^ B—bjh A zu setzen, 

so geht (45) in (40) bzw. (44) über und aus (47) wird (41) bzw. (22). 

Übrigens läßt sich der Schluß vom Gleichungssystem (45) mit Yh = 0 auf 

die Gleichung (47) auch auf Fälle mit z/z>i ausdehnen, wenn dabei unter 0 

die aus lauter Nullen bestehende Matrix mit zz Zeilen und m Kolonnen ver- 

standen wird und die Matrizen Xj = (xffl) (mit h — 1, . . ., n; |x = 1,. . ., 1/1) 

die Voraussetzung erfüllen, daß wenigstens ein Wert |z existiert, für den 

die Determinante | xfy | ^ + o ist. Im obigen Fall mit zzz = 1, Xj = e*, 

xjQ = 8fr j war diese Voraussetzung natürlich erfüllt. 

10 Im Sonderfall B — J, bifl = geht offenbar (43) in (39) - und natür- 

lich (42) in (38) - über. 


