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Ein Algorithmus von Poincaré und andere Algorithmen
zur Approximation mehrgliedriger reeller
Zahlenverhiltnisse.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgelegt am 9. Februar 1945.

1. Bekanntlich gelten die drei folgenden Sitze

Satz 1a. Ist vy eine reelle Zahl und

1
MPIIRN PN ™
g
der regelmiBige Kettenbruch fiir v, dann bricht diese Ketten-
bruchentwicklung notwendig nach endlich vielen Schritten ab,
wenn vy rational ist?).
Satz 1b. Wenn der regelmiBige Kettenbruch (1) periodisch
ist, dann ist v notwendig eine reelle quadratische Irrationalitat®).
Satz 1c. Im Falle eines unendlichen Kettenbruchs (1) kon-
vergieren die Naherungsbriiche gegen die Zahl v, aus deren Ent-
wicklung (1) entstanden ist.

2. In ciner kiirzlich vorgelegten Arbeit?) wurde fiir die simul-
tane Approximation des Verhiltnisses von # (= 2) reellen Zahlen

angegebenes Verfahren?) besprochen, sowie einige Modifikatio-
nen dieses Kettenalgorithmus®), wobei alle diese Verfahren fiir

1) Die Bedingung der Endlichkeit der Kettenbruchentwicklung ist dabei
fiir die Rationalitit von y auch hinreichend.

?) Diese Bedingung, daB y eine reelle algebraische Zahl vom Grad 2 ist, ist
dabei fiir die Periodizitiit von (1) auch hinreichend.

3) ,,Uber real — statt formal — festgelegte Kettenalgorithmen zur simultanen
Approximation mehrgliedriger reeller Zahlenverhiltnisse®, diese Sitz.ber.,
Sitzung am 26. Januar 1945.

%) H. Poincaré, Sur une généralisation des fractions continues, Comptes
rendus de I’Académie des Sciences, Paris, t. 99 (1884%), p. 1014-1010.

5) Neben dem originalen, abgekiirzt mit ,,P. 0. bezeichneten Poincaré-
schen Algorithmus wird 1. c. ein an diesen sich stirker anlehnendes — im
Miinchen Ak. Sb. 1045/46 22
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»n = 2 in den Euklidischen Algorithmus itbergehen, sei es in der
iiblichen Form der Ketten-Division, sei es in der Form einer
Ketten-Subtraktion®). Fiir diese Algorithmen gelten aber im
Falle 72> 2 durchaus keine so einfachen Aussagen, wie sie
die Sitze 1a, th und 1¢ fiir 72 = 2 liefern. Das zeigen dic
im Folgenden (Nr. 4-13) vorgelegten Beispiele, denen man
entnimmt?):

Satz za. Wenn die 2 Zahlen a,, . . ., a, cinem und demselben
recllen algebraischen Zahlkérper von einem Grad » < 7 angeho-
ren, dann gibt es Fille, in denen sich eine Reduktion des 7-glied-
rigen Poincaréschen Algorithmus auf eine geringere Gliederzahl
cinstelit?). Es gibt aber auch Fille mit » < 7, in denen der Algo-
rithmus ohne jede Reduktion n-gliedrig weiterliuft,

Satz 2b. Wenn fiir % reelle Zahlen ay, . . ., @, der Poincaré-
sche Algorithmus periodisch ist, dann gibt es Fille, in denen dic
# Zablen a, (gegebenenfalls nach Multiplikation mit einem ge-
meinsamen Faktor) 7 unabhingige Zahlen ecines algebraischen
Zahlkorpers vom Grad 7 sind. Es gibt aber auch Fille der
Periodizitit des n-gliedrigen Algorithmus, wo alle Zahlen «,
cinem und demselben algebraischen Zahlkorper von einem Grad
< # angehoren.

Satz 2¢. Bei geometrischer Interpretation sind mit dem Poin-
caréschen Algorithmus Folgen von Vektoren ¢, ... ¢ des
n-dimensionalen Raumes verkniipft, wobei ¢! die Koordinaten
B o, B habe (=0, 1,2,..)%. Wenn keine Reduktion
eintritt, dann gibt es Fille, in denen die Richtungen aller dieser

engeren Sinn als modifizierter Poincaréscher Algorithmus (abgekiirzt mit
., P.m.*) bezeichnectes Verfahren dargestellt, sowie zwei weitere, als ,,Algo-
rithmus lentus* (A. 1) und ,,Algorithmus rapidus® (A. r.) benannte,

% Uber diese beiden Formen vgl. 1. ¢.?), § 2, Nr, 3-11.

7) Wir beschrinken uns auf den urspriinglichen Poincaréschen (P, o,
Algorithmus. Doch lassen sich analoge Feststellungen fiir die anderen Algo-
rithmen machen; vgl. auch Anm. 19,

8) Die Reduktion auf die Gliederzahl 1 bedeutet ein Abbrechen des Ver-
fahrens (bei 2 = 2 ist demgemil jede Reduktion mit einem solchen Abbre-
chen verkniipft). Im speziellen Fall » = 1, wo also die ¢, simtlich rational
sind, treten tbrigens bei beliebigem # stets Reduktionen ein, die schlieBlich
auf die Gliederzahl 1 und das Abbrechen des Verfahrens fithren.

%) Vgl 1. ¢.?), § 3, Nr. 18, Gleichung (56).
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Vektoren ¢ mit wachsendem % gegen die Richtung des Vek-
tors mit den Koordinaten ¢, ..., a, konvergieren?). Es
gibt aber auch Fille, wo diese Konvergenz nicht fiir jedes
v statthat.

3. Was die Feststellung von Grenzrichtungen betrifft, wie sie
in Satz 2c auftreten, so handelt es sich dabei in unseren Bei-
spielen um die Untersuchung der Iteration von Koordinaten-
Transformationen, anders gesagt um Potenzen einer ge-
gebenen Matrix. Hier spielen in bekannter Weise die Wur-
zeln der charakteristischen Gleichung herein?), im besonderen
bei Vorhandensein einer einzigen Wurzel mit grofitem ab-
soluten Betrag.

4. Erstes Beispiell?). Sei § == 1,46557 ... die reelle Wurzel
der Gleichung x®-—2%*—1 =o0. Fir ¢,=9"" (v=1,2,3)
1aBt sich der Poincarésche Algorithmus nach dem Muster der
I.c.?), § 7 gegebenen Beispiele durch die folgende Tabelle dar-

stellen.

10y Das heiit also, es ist

()
/(“v M .a/z

lim - S = e (U =11,..., %
YRV e
oder anders gesagt, es ist fur geeignete von g unabhiingige Proportionalitiits-
Faktoren ¢, (%)
hliglo & () é’(”!l} =

fir jedes v = 1, ..., % Im Falle # = 2 ist diese Aussage gleichbedeutend
mit der Konvergenz der Niherungsbriiche des unendlichen Kettenbruchs
gegen den Wert vy.

11) Es lag nahe, sich hier von der Beschiftigung mit unserem Thema etwas
ablenken zu lassen durch einen bekannten Satz liber diese charakteristische
Gleichung, wobei es wihrend der Schwierigkeiten, inmitten des Bomben-
kriegs Literatur heranzuziehen, wiederum nahelag, sich selbst einen Bewels
jenes Satzes zurechtzulegen. Aus dieser Ablenkung entstand die gleichzeitig
vorgelegte Note {iber eine ,,Verallgemeinerung eines Hamilton-Cayley-Fro-
beniug’schen Satzes auf ein beliebiges Paar vertauschbarer Matrizen'; diese
Sitz.ber., Jahrgg. 1945/46, pag. 45.

12) Unser Beispiel (ebenso wie jenes der Nr. 8) ist ein spezieller Fall des Bet-
spiels in Nr. 13. Die Behandlung ist dort eine etwas andere.
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ah ah a{ e e 1 el
a * * * a, % * % 1,0,0l0,1,0l0,0,1
52 9 1
[$3] (2) (3) )
ay—ag * * o ay—ay ¥ % a4 5 11, 1,001,1,1
28 =98 (—) $—1 1 =492 (% —1)
2) (3) (1) [
a, —2a; + a4 * ap—a —ay+ayt+a312,1,113,2,1
% — 1) 9—1 =929 —1)| 9(—1)
) 1) | (2)
(11—‘242+(’s a2y * — 24y ‘—2al+3a2 * 6)4;3 3 1413;2
B —1)2 =92 (H—1)® 9 (H—1)® (9 —1)3 }
(1) | (2) (3) |

Da sich die Zahlen
! ! !
a4y = a4y y, 1y = Ay a3, a3 = ag

als proportional zu &, 1, 92, somit bis auf die Reihenfolge als
proportional zu a;, 4y, @; ergeben, so ist schon mit diesem ersten
Schritt die Periodizitit des Algorithmus ersichtlich. Weiterhin
wird ?: af?: o) = a; : a, : ay; und wenn wir im Einklang mit
den Bezeichnungen 1. ¢.3) (gemiB den dortigen Gleichungen (55),
(56) in Nr. 18) setzen:

3 3
3y _ T {3) 3y Y743
a'lt) - A‘-/ Cv/t Ay, ey) - ,41/ é;w (o
yv=1 v=1

dann erhalten wir fur die Matrix der cfz bzw. kfﬁ in unserem Fall

1, —2, 1 6, 4, 3
3y 3
C()’- L, 0, —214, K< =13 2,1}, (2>
\'—‘—2, 3 o 4, 3, 2

wobei (vgl. 1. c., Gleichung (57)) K® reziprok zur gestiirzten
(transponierten) Matrix €™ ist.

Wenn wir (vgl. 1. ¢.?), Nr. 16, 18) die aus den Vektoren ¢y
bzw. e, gebildeten Matrizen

/

[ o () :
¢ ¢
EW—1 ) 9= ¢ = ey (3)
)
ey €3
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einfithren, haben wir €® = X® € und der Periodizitit des Algo-
rithmus gemaB also C®™ = L@ ¢ Cm=3) fiir 4, > 1. Somit ist

EOm = (KO 6. @

Die Untersuchung der Vektoren eﬂ" fiir 4/ — co, u. zw. zunichst
speziell der ¢'™ fiir m — co, lduft also auf die Untersuchung
der wachsenden Potenzen der Matrix K hinaus. Unter Be-
niitzung des Umstandes, daf} die charakteristische Gleichung von
K drei verschiedene Wurzeln 2, %, 23 hat, fithrt nun die
Transformation von K® mit Hilfe einer geeigneten Matrix 7°
in die Matrix

A, O, O
TE® 7—1=]| o, 2o, Oy =L
0, 0, Mg
auf
YL oo, o
(K®ym = 17— o, W, oo | 7
o, o, A}

Wegen (4) ist damit cin Verfahren zur Untersuchung der Vek-
toren efu") bei wachsendem /% gegeben'?®), wobel sich im vorlie-
genden Beispiel zeigt, dafl fur 4z — oo die Richtungen aller Vek-
toren e, ¢, ¢ gegen die Richtung des Ausgangs-Vektors
(ay, ag, ag) == (3%, &, 1) konvergieren.

Was die ndhere Ausfithrung betrifft'?), so mdge zunichst
(allgemein fiir beliebiges 7, nicht fiir 7 = 3) eine Matrix

A={(a;) i, b=1,...,1

im Hintlick auf ihre Potenzen A™ unter der Voraussetzung be-
tracktet werden, daB D) = | A —AE [ = —2) ... (0, — N

18) In etwas anderer Gestalt wird dieselbe Aufgabe in den Beispielen der
Nummern 5, 6, 9, 11, 13 behandelt.

1) Der Druck der obigen Arbeit, deren Manuskript ich bei Kriegsende
in Verwahrung hatte, konnte erst durchgefiihrt werden, nachdem die Aka-
demie und der Verlag ihre Titigkeit wieder aufgenommen hatten. Dadurch
ergab sich die Gelegenheit, gewisse Entwicklungen etwas mehr auszufithren,
die im urspriinglichen, wihrend der letzten Monate des Luftkriegs verfaBten
Manuskript nur angedeutet worden waren. Der Abfassung einer wirklich
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ist (wo £ die Einheitsmatrix bedeute) und die Wurzeln 2y, .. .,
A, alle verschieden, die Elementarteiler von A4 somit gleich
A — Ay, A— Xy usw. sind, also mit den Elementarteilern von

7\1) O) ] O
L=|........
o, y O, 7\n

iibereinstimmen. Damit ist die Aquivalenz von 4 — A/ und
L —2NE gegeben!d), also die Existenz von Matrizen 7., {/ mit
konstanten Koeffizienten, so dal}

A—2E=UL—NE)T,
also
U=7"H
A—=7"1YL7T (s)

ist. Ersichtlich ist 7" durch die Bedingung (5) nicht véllig fest-
gelegt; vielmehr ergibt sich fiir zwei Matrizen 7= 7y, 7 = T,
die beide (5) erfillen, wenn 7, 77! = S = (s5;,) gesetzt wird,
aus SL = LS, daB s;, &, = &;5;, also s, = o fiir Z 4= £ secin
muB, wihrend die s;; = s, beliebig # o wihlbar sind. Aus einer
speziellen, der Gleichung (5) gentigenden Transformation 7" ==
= (¢;),) ergeben sich also alle anderen in der Gestalt

ST = (si#3)s (6)
ausgeglichenen Darstellung stehen jetzt, zwel Jahre nach Kriegsschluff —
sozusagen als Ersatz fiir die Luftbombardements auf die Stadt — mannigfache
Angriffe auf eine ruhige Entwicklung der wissenschaftlichen Institutionen
entgegen. Vormals hatten diese Institutionen zwélf Jahre lang gelitten unter
den Eingriffen wissenschaftsfremder, vielfach geradezu wissenschaftsfeind-
licher Krifte, zum Teil unter direkter Mithilfe von ,,Vertretern der Wissen-
schaft, oft bei Fehlen einheitlicher Abwehr. Wer aber aus der jiingsten Ver-
gangenheit so manche lihmend sich auswirkenden, beste Krifte unniitz
bindenden Erscheinungen beobachten mufite, wofiir die sich schon so lange
erfolglos hinziehenden Bemiihungen um eine fiir den Betrieb der Akademie
seit jeher notige Stelle gerade nur ein augenblicklich sinnfilliges Beispiel
darstellen, der mochte wegen gewisser Parallelen mit jenen zwdlf Jahren
besorgt sein um das Bild, das dereinst eine Geschichte der Wissenschaft
unserer Tage beziiglich der Art der Verwaltung ihrer Lebensbedingungen
bieten wird. X

18) Vgl . Bocher, Algebra, deutsche Ausgabe, S. 304, Satz 3.
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somit durch Multiplikation der Z-ten Zeile von 7" mit einem
Faktor s; = 0. Falls in 7" die Diagonalelemente #; == o sind,
kann man ihnen also einen willkiirlichen Wert == o vorschreiben,
z. B. alle = 1 nehmen (indem man die s; = 1 : #;; wihlt).

Zur Bestimmung der Elemente ¢;, der Matrix 7" gemil (5),
also aus 74 = L 7, hat man die #2 homogenen linearen Glei-
chungen (4, £ =1,...,%n)

O=ayptiyFooot (@ —2) ti bt ag b, (7)

wobei fiir festes 7 zur Berechnung des Verhiltnisses 7;,:...:¢,
ein System von # Gleichungen (7)mit £==1, ..., # dient, dessen

Determinante D'(),) = | A" — A, £ | durch bloBes Vertauschen
der Zeilen und Kolonnen aus D (&) = | 4 — ), Z | hervorgeht und
daher = o ist; und beim Rang » — 1 sind die #;;, ..., 7, dem-
nach proportional den Minoren der Elemente einer Zeile (sagen
wir der g-ten Zcile) der Determinante D'(3,), anders gesagt den
Minoren der Elemente der g-ten Kolonne von 2D (2;). Wéhlt man
speziell g = 7, so hat man daher1)

h—1 !
b= (—1) Yz‘;lahj—'shj;‘i hyj=1,...,1n" (12)

h==k i1
Machen wir die weitere Voraussetzung, daf3 unter den Wur-
zeln Ay, ..., A, der charakteristischen Gleichung eine, etwa 2,

16) Statt auf die Berechnung von 7" == (# ) kann man ausgehen auf die
Berechnung von U == (x;}) aus
AU =UL, (8)

wobel sich aus einer Losung U alle anderen in der Gestalt

US = (ujp sp) (9

ergeben, somit durch Multiplikation der 4-ten Kolonne von U/ mit einem
Faktor s, % 0. Es liefert dann (8) die Gleichungen

T A e N G S R e P ) (10)
chungen 7 =1,...,» mit der Determinante D (x;) = 0, woraus sich die

Myhy ..., Uyp proportional erweisen den Minoren der Elemente etwa der
g-ten Zeile von D (2;); das fihrt speziell fiir ¢ = £ auf

— yi—1
ip = (—1) Bk ,ahj—'shj Ah‘l)z,j:l, Loan (11)



192 Heinrich Tietze

einen gréferen absoluten Betrag hat als jede andere Wurzel,
dann konvergieren fur # — co die Matrizen A7T™ L™ gegen
1,0 ...,0
0,0, ...,0 — —m
T und daher Ay A™ = ATMTTLL™ T o=

0,0, ...,0
=UN™L™"T gegen die Matrix (%;, #,,), deren simtliche Zeilen
zur ersten Zeile von 7, deren simtliche Kolonnen zur ersten
Kolonne von U proportional sind. Das Gesagte liefert den
folgenden

Hilfssatz: Wenn die analog zu (3) gebildeten Vektor-Matrizen
G mit der Vektor-Matrix € in der Beziehung G0 —= 4m@
stehen, die Wurzeln 2, .. ., &, der charakteristischen Gleichung
| A —1E | = o simtlich verschieden sind und |2, | > |2, | fur
jedes v == 1 ist, dann konvergieren fiir 7z — oo die Richtungen
aller die Matrix €™ bildenden Vektoren ¢™, ..., o™ (da dic
Koordinaten des Vektors eﬁ") nichts anderes sind als die Elemente
der p-ten Zeile von 4™) gegen die Richtung des Vektors mit den

gemil (12) bestimmten Koordinaten #, , . .., # ,, anders gesagt
gegen die Richtung eines Vektors, dessen Koordinaten den Mi-
noren der ersten Kolonne von D (%) = | 4 — ), Z | proportional
sind.

Fiir unser spezielles Beispiel haben wir das anzuwenden auf
die durch (2) gegebene Matrix 4 = K'®, deren charakteristische
Gleichung

16—, 4, 3
o=! 3, 2 —2, 1
‘ 4, 3 2—A

eine reelle Wurzel 2, = 2 4+ & + 3 9% = 9,00027 ... (umgekehrt
ist &=L (—1—28% 4 323)) und zwei konjugiert imaginire
Ay, hg mit | Ay | = |23 | <C | Ay | hat??). Fiir die Minoren der Ele-
mente der ersten Kolonne von D () findet man nun (wobei wir in
(12) v, = 1 setzen)

17} Man berechnet fiir 2, und 2, die Werte 0,045367 ... 4= 7 0,3144156 ...
mit | Ay | = [23]=0,31767....
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2=k, 0 [

_ (9 12922 2 — 9 2 -
2‘11 | 3 2._._.)\]t ({)_} 3{} 3 12+91)+16’8‘
=9 (4439 + 997,
_ 43 _ .
tp = 3’2_7\1’:—4).1+1»_9—|—43+129 ==
=94+ 394992,
713 212, 1;2371—2 =4 -39 +-993
also

e 2.0 .
Ittty =010 11 =ay:a,: a,.

GemiaB (4) konvergieren also die Richtungen der Vektoren ¢ ™)
e o™ fiar m — oo gegen die Richtung a,: a,: aj.

Daf} aber nicht nur die Richtungen der Vektoren eff ™ gegen
die Richtung des Vektors (ay, a,, a,) konvergieren, sondern auch
die der Vektoren ¢§™#, ¢™2) und somit fiir 7 — codie Rich-
tungen aller Vektoren cg’), ist unmittelbar aus den Bezichungen

Gm+ 1 __ 0m) BGm-+1) _ 6Bm) | ,Bm)
¢ =M e =™ e,

Cg‘}m 1 C(lfi m) +Cg7 m)_:_cg) m)“
Bm--2) __ ,Bm-1) Gm-2) . Bm-+1D 4 Bm+1)
¢y ! == 0y , ¢ = { - €3 !

cgﬂn-’rQ):C(lSm—Ll)_i_eg%1n4-1)+e§3771 - 1)

ersichtlich, wobei fiir den nichsten, zu den Vektoren ™%
fuhrenden Schritt die Formeln

Cg; mA3) Cg& m + 2)’ c(}; m+8) C:(;' m 4+ 2) + ng m+2)

c(13 m-3) Cg.f% m - 2) + C(13 m -+ 2) _i__ egS m -+ 2)

-

heranzuzichen wiren?s).

5. Zwcites Beispiel. Sei & = 1 (1 4-1/5) die positive Wurzel
der Gleichung % — x — 1 = o. Wir betrachten den dreigliedri-

gen Poincaréschen Algorithmus fiir ¢y =29 +1 =2 +1} 5,
a, = ¥, a3 = 1. Die ersten Schritte gibt die folgende Tabelle

3 R - : . . B . . 3 : 42
%) Die Kombination der drei von den cgls ") iiber die cfl’m‘”) und cif m+32)

zu den ciilm-f-S) fithrenden Schritte liefert natiirlich GG m+3) = ) gBm)
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7 afh) a® alh ™ | e | e
a; % * * ay * | % % a 1,0,0/0,1,0/0,0, 1
o 29 41 9 ; 1 ‘ {
- ) (2) I 3) N ‘
@y — ay * * ay—a, | * % a s 11,1,0/1,1,1
1 9+ 9—1 | 1 \ '
oa ) @) ! @ ! |
a;—a, —ag * ay,—ay * —ay -+ 2ag : !3,2,1i2,1,1
2 & d—1 ‘ — % 42 l l\
o (1) (2) | (3) N I e
; a,—2a, * * 2@,—3ay; | * —ay+ 24, 55 ‘34,2,1‘6,3,2
3} i 29 —3 L B
() (3) ! @) 1 ;
| @y —as—2ay #* 2a,—3uy ¥ —3dy,+ 5ag - 11,5,3/7,3,2
4'l 9—1 29 —3 | —38 43 { f
, ) S ®) | |

Wie im fritheren Beispiel erkennt man schon nach dem ersten
Schritt die Periodizitiit, da die Zahlen

I_~ l___ f__
Ay = ay— Ay, Qg = A4y~ a3, a3 =413

sich als proportional zu 2 & -+ 1, 1, &, also zu @, @3, @, erweisen,
demgemil dann

o1 ! . o .
ay = ay— Qy, Qs = Ay, Ay = dy— 4,

als proportional zu a,, a,, a;. Die Koeffizienten-Matrizen C®,
K® der unimodularen linearen Transformationsgleichungen

.
3 3
a,’f =)' cfv) a, ¢, = P éfv) e,
v=1 v=1
sind dann
R (P 1,0, 0
C¥e=lo,  dy=—1], E9=13. 211
o, —1, 2 B iy

/

und die Wurzeln der charakteristischen Gleichung von X® sind,
der Grofe nach fallend geordnet,

LGV =01, 1, LG V) =20,
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Aus der Tatsache, daB & fir alle / stets groBer als oV und
a), demgemiB stets e = ¢, ist, ergibt sich, daB die Zahlen
aP, &) fiir sich betrachtet ecinen zweigliedrigen Algorithmus
liefern, der nichts anderes als der Euklidische Algorithmus fiir
die Zahl % ist. Im Einklang damit liefern die zweite und dritte
Kcordinate cines jeden der Vektoren e, ¢ — wie (1, 1), (2,1),
(3, 2), (5,3) usw. — den Zihler und Nenner eines Ndherungs-
bruches der Zahl

PR I
|1
Dartiber hinaus aber kann man zeigen, daf3 die Richtungen
dieser zwei Vektoren mit wachsendem /4 gegen die Richtung des
Vektors (ay, ay, a;) = (29 4 1, 9, 1) konvergieren. Mit Riick-
sicht darauf, daf3 ¢{ fiir alle % konstant = ¢, bleibt, liegt hier
ein vollig verschiedenes Verhalten vor im Vergleich zum vorigen
Beispiel der Nr. 4, wo alle drei Vektoren ¢, ¢/, ¢{ fiir 2 — oo
gegen die Ausgangsrichtung e, : a, : ag konvergieren.

Im Einzelnen!?) gewinnt man diese Feststellungen, wenn man

die Filbonacci-Lamé’schen- Zahlen?29)
({)/‘)m . (3//)711

U,

mT T g g (13)

sowie gewisse Zahlen V,, W, einfithrt, die erklirt werden kon-
nen durch

19) Diese Einzelausfiihrungen wurden erst bei der Uberarbeitung beige-
fiigt, von der in Anm. 14 die Rede ist. Die hier gebrachten Beispiele wurden
ausgewihlt aus einer etwas grofleren Anzahl seinerzeit konstruierter. Den
Ausgangspunkt fir die Konstruktion bildeten die Anordnungsbeziehungen
(lh) aﬁl) ge-
fordert wurden. Durch die weitere Forderung der Periodizitit von einer
gewithlten Stelle an war dann der einzelne Fall festgelegt. — Aus der Gesamt-
heit der Verhiiltnisse im allgemeinen und besonderen (vgl. Anm. 14, 23) hat
es sich ergeben, dafl die Arbeit viel zu wiinschen tbrig 1t (nicht nur darin,
dal von den verschiedenen Algorithmen nur einer behandelt wird, vgl. Anm. 7).
Insbesondere schiene mir geboten, etwaigen Beriihrungspunkten mit anderen
Publikationen nachzugehen, so speziell jenen von Herrn O. Perron (vel. L ¢.3),
dortige Anm, 2),

20y Vi, Encykl, d. math. Wiss., Bd. I, Teil 2, Artikel 1 C 1, pag. 577.

229

nach der Grofle, die fiir 2 = o, 1, 2 usw. von den Zahlen «
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= Z](m O‘) Wy =2 Em O‘)’ (14>

wenn
Jrpy () == 22T e T g (14a)

fon () =5 (3% = 2) Jy, (),
Em () ="% (42— 1) A, (x)
gesetzt wird, wenn ferner mit
M=§+1=303+Vs) V=0"4+1=,3—15s)
die beiden Wurzeln der Gleichung 42— 3 2 -- 1 = 0 bezeichnet
werden und fir irgend cine Funktion & (x)
FOQY+FA)Y=ZF

gesetzt wird. Dabei kénnen die Zahlen U,, durch die bekannte

Rekursion
Z]() =0, Ul =1, Um*}l - U’m + Uvm«] ) <1 5)

die Zahlen 17,

oo W, aber durch
Iy =1, Vyy =V, + W,

Wy=1, W,,=V,+2W, +3

m

(16)

rekursorisch definiert werden. Man bestitigt nimlich leicht, daf3
die Koordinaten £ der Vektoren ¢ = 400 ¢, + 202 ¢, ;éfthg &
fir p = 2, 3 dur ch folgende Gluchungen gcgcben smd.
Fiir ungerades /=2 72— 1 haben ¢{? und ¢{ dic Koordinaten
/ég’.lm— -

m’

(’ —1) _ (2m-—13) .
k " U’m———l) ’ézim Uz.m (17)

(j m—1 2m-——1 ___ .
é L”m’ ’é33 - U2m——1)

fiir gerades /% = 2 aber hat man, weil gemill 227D >
> af™ D > oY der Algorithmus auf

Km0 = g

m)

852 m) 0(12 m—1) + cgg‘lm —~1)) ngz " C(12m~—1) - c:(::Zm—l) -+ Cg-’i m—1)
fihrt:

™ =y - VA W, KR = U, 4 Uy, = U,

Zm D
'“Utlm—"—i_UZm—«l' .nn’ (18)
EG™ =14 W, ™ =U,,, K™ =U,

i’ 32 2m?

m wm’

/5(2 m)

m—1
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Wegen a$$™ > o™ > o™ liefert dann der Algorithmus die
Gleichungen

Cfl2m+1) — C(12 m) + 6(22 m), e§2m+1) — e(12m) 4 cf(42m) + eg.‘lm)’ (19)
also speziell fir die erste Koordinate, wenn (16) beachtet wird,

AR =1+ (L + 7, ‘I’W)—- m+b

'ég%.m+1) =1 + (1 + V‘m _I— / m> + (1 + W?T’.) = [/I/Y'l'll’lr]-'

Und da sich fiir die zweite und dritte Koordinate aus (19) unter
Beachtung von (15)

(20)

k(Zm +1) é(2m) ,é(Zm + 1) /('2%;”1) =

U,
m+ 17 2m’
k(nm = k(2m)+/3(2m) Uy o /e:szsm“):é(zgsm) -+ 'é(azsm):Uzm+1

ergibt, so sind damit die Formeln (17), die man fiir 7 = 1 direkt
bestitigt, durch vollstindige Induktion bewiesen.

Nebenbei bemerkt ist natiirlich der Weg zur Ermittiung der
Formeln (14) fir V,, und W,, der umgekehrte, indem zunéichst
aus dem Verlauf des Algorithmus die Rekursionsformeln (20)
bzw. (16) hergeleitet werden, deren Lésung in bekannter Weise
nach dem Muster inhomogener linearer Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten zu gewinnen ist: Das zugehoérige
homogene System

Xm'+1 =Xm + Y,mi Y, +1 :X7n+2 Y

m m

fihrt auf ¥V, ., =3 ¥, ,; — Y, mit den speziellen Losungen

I ’ 1 stm ot
Yi=wm X =nm i —2),
VI N X =m0 — 2

/

Der Ansatz

11
Vm = u m Ym + 7‘1-1 Ym’ (21>
: _ it s 4
W=t Y 2, }

m

eingesetzt in (16), fithrt dann auf

m-—1
/__‘_‘717 ) ’ W A 1___ _1_
) == ')\/ o y Ut Uy == N n W ’

— . m—1
"o _“_1“”_ u// ———2{” e L i .
Uy = 7\/ ! ’ m+1 m y
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1 20 —3 20 —3
von da gelangt man gemaif M T T T T
sofort zu
1 T ARy 4—)’
___)\II
u!! = 4 A ()\//)

m S)\IIM—Z

und zu den Formeln (14).

Was aber die Grenzrichtungen der Vektoren el und e fiir
/s — co betrifft, so erkennt man aus (13) bzw. (144) unter Be-
achtung von

Hyn Hin 1
Iim (ﬁ ) =0, lim ()\— ) =0, lim "~ _()\-> =0,
n—co \ §/ n—oo \ 3/ n—>00 /lu O\’)

sowie von
Vs =29—1=2r—3, 9=,
daB3
Co2d—1 R —
fim SO =l S =
i (N
11L1—»r2 ):ES =2h—1=2%- 1 (22)

ist; daf3 ferner wegen

29— ()
2777.—’ fm( >’ 3.2777.—1 gm( >_——)‘\z:2~

jeder der Grenzwerte

. 20— L 2d—1

nl11—13;>10 _{)2 ,h__é" Vm und 1}:_1}:0 '%2 m—1

gleich dem Grenzwert (22) ist; und daB sich daher derselbe Wert
auch fir
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29 + 1 2941
+ —
o

L 2d—
lim — (1+V + W) =04 —5—

0o {}2 m

und fiir lim Tgzm—1
m—>0o0

Unter Beachtung der Formeln (17) und (18) fiir die Koordi-
naten der Vektoren ¢$V, ¢ ergibt sich dann, daf} jeder der Vek-
toren

- (1 + W,,) ergibt.

2‘(}_1€<2m—1) 29— L @m—1) 29— o2m) 29 —1 o@m)

_92m‘——2 2 ’ 32771—-1 3 ’ 32m & BVZmll_ 3
mit 7 — oo gegen den Vektor (2 9 + 1, 9, 1) konvergiert.

6. Drittes Beispiel. Sei & = 1 4 )2 die positive Wurzel der
Gleichung 22— 2x— 1 =o0. Fir q, = 1—2 —i—%% =3 —{—f—:j]/?,
a, = ¥, a; = 1 sind die ersten Schritte des Poincaréschen Algo-
rithmus gegeben durch

;l[ a ‘ afh am e® e | e

[ g % | % | % % g 1,0,00,1,00,0,1
o | 204+ | 9 ! 1

‘ 6] ‘ @ 1 ®)

| a—a, ¥ ; * ay,—ag f * ¥ a4 i |1 2500 2 25 1
1 19+ ] 1 9 —1 1 1 |

| - | @ 4 ®) |

| @y —2a, + a4 i % a,—z2a; | % % ay » 12,1,03,2,1
2 19+ 1 $—2 | 1 ’ ‘

(1) I 3) \ (2)

Auch dieses Beispiel liefert einen periodischen Algorithmus,
wie sich daraus ergibt, daB} ay':ay : @y = a,:ay:a; und daher
aP :a) :aP = a;:a,: ay ist. Die Vektoren ¢V, ¢, ¢ ver-
halten sich dabei analog wie im vorigen Beispiel: Es sind alle
e = ¢, = (1, 0, 0), wihrend die Richtungen der Vektoren ¢,
c(:’;) fiir # — oo gegen die Richtung a,: a,: a3 konvergieren.
Z), C:(;m) =

Im Einzelnen?!) werde etwa ¢§'™ = (,,, s,

21) Wegen der Einzelausfiihrungen vgl. Anm. 19.
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= (#y, U, w,,) gesetzt. Unter Beachtung des Umstandes, daf3

sich stets e{"" = ¢{™ = (1, 0, 0) ergibt, gewinnt man dann aus

(‘gl m-+1) __ 6(14 m) + (‘gl m) __ (1 -+ s S fm>’

4 -1 4 4 4
ettt = ot Lol o e o (1 - A Uy Sy Vs B W

dm<+2) __ (@m-+1 dm 1)

4 2 4 1 4 1 4 1

Cg m + ):e(1 m+ )+ef2m+ )_f_(\:(;m+ ):<3_{_27.m_[_um, zsm—f—vm’
2t, 4+ w,),

c(24171—l-3):e§4m+2)+cf‘;m+2)+c_(;m+2):

= (64 375 + 2y 350 + U 300+ u’m>’
eg‘m+3) — e(14m+2) + e§4m+2) —

= (4 -+ 270 Uy 28 A Uy 28, + wm>’
C(qum—;-4) — e(14m+3) + eg(z4m+3) + egim-%.’s) —

<1] S m m? 5 m m? 5 m m>’
347n+4 e4771+3 E47’[7.-1}—3

= (5§ -+ 27ttty 285, F Uy 22, +wm>’

die Rekursionsformeln

Pper = 11 57, 4+ 2u, mit 7y = 0,
Up 1= 5+ 27, + u, mit 24 = O,
Syl = 58, 2o, mit sy = 1, ’ (23)
Upy1 = 25, + 7, mit vy = o, 3
i1 = 57, +2w, mit f;=o0,
W1 ™ 274, + w,  mitw,=1.

Da nun das homogene System

Xm+1 = S.AIm -+ 2 Ym’
v, %1:2‘3(171'{_ Ym

m
mit
Yo =06V, + ¥, =0
und

WNo==3p2yz =29 +1,
Wie=g—2)2 =29 +1
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(wo & =9 =1+4V2, 8 =1-—V2) als Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung A2— 6 A 4 1 = 0, bzw. das inhomogene
System

C= Rm+1_~5 Rm'—ZUm’

D= Zym+1'—'2 Rm—— Um
die Lésung

X,=-LZN[A+1)X,+2r—3) V],

m

V=5 ZN[(A—3) Xy + (— 21+ 7) Yol

m

bzw. (wenn man X, ¥, durch R, U, ersetzt)

Ry =X, + 352 (" —1) [60—3) C+ (=2 +7) D],
Up=Y, +120"—1)[(—=2+7) C+(3r—17) D]
hat?2), so erhilt man als Losungen obiger Rekursionsformeln (23)
=52 @A+ 1) N —1), 2, =1Z0—2)N"—1),
Spm= 5 (A1) N, U, =5 S (A—3) A",
= 1B0-9m w= i B(—ht

was wegen

1 m ) \m
Iim |=] =0©°, lim |— =0
m—00 N m—co N

auf

.7 , 5
lim -7 = L) +1)= 12038 +2)=1O—1) (Z ¥+ D),

M 00 Z)\r)mr

il

o )= @)=L (O—1)9,

im - ™
m—oo ()\’>m

t? ’
Yo = 0= = @),

22) Wie in Nr. 5 sind die Summen X iiber die beiden Wurzeln A =2’ und
% = 2" zu nehmen.
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. U — — il
e (xrjn}m_ =4 W—2)=10d—1)=; (=¥+3)(G¥+ D),
1_ 'Um t B 1 1 3 ,8-
ml 6\/5771 = L ()\ — 3) == (3— 1) = ’4'( 3) ’

. _'wm R AT 1/ ¢
7}1520,),” =y (=N 7)) = (=% +3)

fihrt. Daher gilt

1 : 1
lim - 4 — el = lim - . SR eim =

m-—»00 9~—1 (24}—1 l)m m——»oo--1‘)-{-3 (23+1)m
=(5¥+59, 1)—(41:612:“3)
und man findet leicht, daB gegen die Richtung a; : @,: a3 dieses

Vektors iiberhaupt die Richtungen aller Vektoren e, o) fiir
/& — oo konvergieren.

7. Ganz Ahnliches, wie fiir das Beispiel in Nr. 6 gilt fiir ein

Viertes Beispiel mit & =1 + /'3 (positive Wurzel der Glei-
chung x*—2x—2 =0), a; = 9% a, = ¥, a; = 1. Man erhilt

ay =% +2>al=%—1>a;,=1,
ai =3>a) =1>a =9%—2,
a;/[/l:2>a//1—3_2>a1112*3+3’

wobei

' =@3—Na, @ =3—¥a, a'=G—99a
ist, der Algorithmus somit periodisch ist. Dabei gilt
oD — o) o) ) o) il o) o)
bzw.

h
I B B B O (S gy N

fiir A= 3m und 3m + 1, bzw. & = 3 »m -+ 2, woraus man
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c(13m—{-3) — 6(13 m)’
eg} m+3) _ 6 egt% m) _*__ 3 ‘3(23 m) + (":(53 m)}

C(L? m+3) __ 46(13 m) + 2 c(23m) L eme)
erschlieft und nun nach dem Muster von Nr. 6 fortfihrt23).

8. Nach den in Nr. 4-7 mitgeteilten Beispielen 3-gliedriger
Algorithmen sollen einige 4-gliedrige folgen. Ein

Fiinftes Beispiel, in welchem § die zwischen 1 und 2 ge-
legene positive Wurzel der Gleichung x*—x®—1 =0 und
a; = 93, a, = 9%, a3 = 9, a; = 1 ist, sei nicht weiter ausgefiihrt,
da es (wie iibrigens schon das erste Beispiel in Nr.4) ein Sonder-
fall des #-gliedrigen Algorithmus im Beispiel der Nr. 13 ist.

9. Sechstes Beispiel. Sei & = 2,6787 . . . die positive Wurzel
der Gleichung x%*— 3% 4+ x*— 1 =o0. Fiir ¢; = 93— 2 9?2,
a, = 92— 9, a; = %, a; = 1 erhilt man

23) Es erweist sich als nétig, in dieser und den folgenden Nummern 8, 9,
10, 12 auf die Wiedergabe mancher Einzelheiten zu verzichten. Als ich diese
noch wiithrend des Krieges zu Beginn des Jahre 1945 vorgelegte Note, deren
Druck damals nicht mehr mdglich war, nun nach. iiber zwei Jahren zwecks
Ausarbeitung gewisser Linzelheiten vornahm, war ich in der Vorstellung
befangen, daB diese Ausarbeitung in kurzer Zeit durchfiithrbar sein werde.
Das hat sich als eine Illusion herausgestellt, Wenn in den auf 1935 folgenden
Jahren Krifte tatig waren, den wissenschaftlichen Charakter der Akademie
zu zerstoren, unterstiitzt von Personen, die sich an thre Spitze gedringt hatten,
und wenn es dazumal lange schwere Kimpfe auszufechten galt, so ist die
Bayerische Akademie der Wissenschaften jetzt, zwei Jahre nach Kriegsende
und etwa dreiviertel Jahre nach ihrer Wiedereréfinung noch immer nicht in
geordneter Lage beziiglich der notwendigen Voraussetzungen fiir thre Titig-
keit. Fernab von der Welt der Wissenschaft entstandene Vorstellungen und
Tendenzen wirken sich seit Jahr und Tag hemmend aus auf die eigentlichen
Aufgaben, zu der die Gelehrten berufen sind. Und wer als Funktionir in
wissenschaftlichen Kérperschaften titig ist, wird dadurch unausgesetzt von
wissenschaftlicher Arbeit abgehalten. Das mag man mit mildem Licheln
hinnehmen, wenn es sich um anspruchslosere Untersuchungen handelt. Tief
betriiblich aber ist es, wenn man sieht, wie jiingere und stirkere Personlich-
keiten in ihrer Forschertitigkeit schwer gehemmt werden. Es ist nicht abzu-
schen, wann sich diese, mehr auf gewisse Unzulidnglichkeiten als auf die
allgemeine Not zuriickzufihrenden Zustinde indern werden. [Jedenfalls
geben manche Erscheinungen im ablaufenden Jahr 1947 weiterhin zu
schweren Sorgen AnlaB. (Zusatz bei der Korrektur.)]
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T a3 2 o 1
) = @) — Qg = v —-—3'8‘ —f—rS‘_-’S—,

0
ap = ag— ay = ¥ — 2 9,
ay = ay——ay = 9 — 1,
ay = a,; =1

und daher
7 . / - / . ! —— . - .
A1 @yt @yt Q== Ay Ay Ayt dy.

Der Algorithmus verlduft also periodisch. Man kann feststellen,
dal} die bei den fortgesetzten Koordinatentransformationen auf-
tretenden Grundvektoren ¢, ¢{", ef", ¢{" mit wachsendem / simt-
lich gegen die Richtung des Vektors (a4, @y, a4, a,) konvergieren.

In dieser Hinsicht sei unter Verzicht auf nidhere Ausfithrungen
(siche Anm. 23) nur ausgeftihrt: Wenn man fiir die Vektoren
'™ (v =1, 2,3,4) der Reihe nach 1,, ¥,,, 3, U,, schreibt, so
erhidlt man fiir die ™™V baw. M+ baw, Fm+9 baw,
schlieBlich e{!™* Yder Reihe nach

o Em + Yoo 3m + ™ + b Em -+ Yin + dm + s

bzw.

48 T30 T 23, F Uy DtV 25, 20, f
3xm+39m+25m_*—um’

bzw.

OUn T8V + 58, + 21U, 10L, + 99, + 55, + 2,
28 T 29 F 3 5En T 5 9m 35, Ty,

bzw. schliefllich

Tna1 =145, T 139, + 83, -+ 3u,,
Dms1=24 1L, +229, + 135, + 50,
Sm1= 20T, + 249, 1+ 14 3, =5 U,
Up 1= 5Lnt 59, 33, + u,

(24)
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Bezeichnen wir also mit A4 die Matrix der Koeffizienten auf
der rechten Seite von (24), mit £ die Einheitsmatrix, so ist die
charakteristische Gleichung von 4 durch

o=g¢(})=1—6nr—252%— 5123 4- 2t (25)

gegeben, scdal {iir die Vektoren y,, (desgleichen analog fiir v,,,
4, und u,) die Rekursion

01:2771—6gm»141_25gm~22——Slgnl+3+€171+4 <26>

gilt®d). Sind 2y, 2y, 2y, 2, die Wurzeln von (23), so kann man
fiir x,,, bzw. analog fir v, 3,,, \,, den Ansatz

24) Wenn man mit x,,15 (2 =1,...,4) die Koordinaten von p,, und
analog mit X, 9 ), Ly 3 by Yy 4 b JENE VO Bt 30, U, bezeichnet, dann hat man
fiir alle 7, 7

— .y e O A e o iy — Elx I )
0 =pyin— 01y L1,k 258m 12, ih S1¥m48,ih T ¥m 44, ih

Ist niimlich 4 = (a;y), 75 = (8;3). wo die a;, (/. £==1,..., n) von 7 un-
abhiingig sind,
n
A—3Fl=0l)= 36,
v=1
und gilt
3 W -
fi Gt 1) = 2lagy S () (27)
h
dann gilt fir jedes 7 =1....,#
"
o= b, fi (1 + V). (28)
v=1

Liegt, wie im Text, fiir ein System von Vektoren {p,; = (Ayp i1+ imin) die
Rekursion &y, ¢ 3,5 = Y @ ptmp (=1,..., %) vor, so braucht man in (27)
h

nur f; (1) = xpy i p zu setzen, um o = Lo, xp, oy 5 und damito = Z 8,2, 1y 5
zu erhalten. Analoges gilt fiir Systeme linearer homogener Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten, Es mag also /7, [bzw. O] eine
aus einer cinzigen Vertikalreihe bestehende Matrix bedeuten, deren Ele-
mente die f; (#2) oder aber die Ableitungen yl(-m) () von 7 Funktionen y;(x)
[bzw. o} sind; aus /i, = A7, (w2 =o0) folgt dann, da nach dem in
Anm. 11 zitierten Satz 24, 47 die Null-Matrixist, X2, /7, = (X4, 4") F'=
== 0, also (28) oder analog cine Differentialgleichung 7-ter Ordnung fiir jede
cinzelne Funktion y;(v).
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machen, mit geeigneten Vektoren ¢, bzw. ¢, ¢5,, €¢,,, die ins-
besondere (fiir m = o) der Bedingung

ey, =10 = ¢, bzw. Z ¢;, =y, = €, UsW.

v

sowie jenen Bedingungen zu geniligen haben, die sich aus (24)
fiir #2 = 0 ergeben. Bei Aufsuchung der Grenzrichtung unserer
Vektoren fiir 7 — ooist (analog wie in Nr. 5) die absolut-gréfite
der Wurzeln A, ausschlaggebend, die durch » = 51,48780,; ... =
= 1— 9% 4 393 gegeben ist. Wegen Zugchoérigkeit von A zum
Kérper aus & vgl. u. a. auch Nr. 4.

10. Siecbentes Beispiel. Wie im dreigliedrigen Beispiel der
Nr. 4 bedeute & = 1,46557 . . . die positive Wurzel der Gleichung
% — 12— 1 = 0. Der viergliedrige mit den Zahlen a; ==
= 1 (a92+ 9+ 2),a, = 9% @3 =¥, @, = 1 gebildete Poincarésche
Algorithmus féllt dann periodisch aus, wie aus a; = - (9% +

5

+9+2),a =98—9 a) =9%—1, a; =1 und
1o, LA ! . . .
ayiayiayiay ==a,iay:ay;a,

hervorgeht. Die Untersuchung des Verhaltens der Vektoren cf",
el?, e e erinnert an die in Nr. 5, 6, 7 behandelten Fille
(wobei noch auf Anm. 23 verwiesen werde).

11. Achtes Beispiel. Wiein Nr.5sei 8 = 1-(1 +}/5). Nimmt

man g = 3 + 5% = »‘;~—}—-i}~]/5, ay = 1 4 29 =2+4+V5,
ay = %, a; = 1, so crhilt man

ay=2+3% e =1+ a) =—1 49 a =1

! 7 /
Qyiagiayay = a;:dy:a, :ag.

Daraus ist die Periodizitiat des Algorithmus ersichtlich, wobei
beziiglich der Richtungen der Vektoren e fiir 4 — co Ver-
hiltnisse vorliegen, die eine gewisse Analogie aufweisen zu denen

in den Beispielen Nr. 5, 6, 7, 10.
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Setzt man, zwecks Ausfithrung im Einzelnen (vgl. Anm. 19)

elem) —

e§2m) = Lo eﬁfm) =Y cg?m) =l &G =Wy

so hat man

2 i 2 5 2rn+ — 4
eg 1) —_ gm, e(z m-+1) - &m + t)m; e(j R - gm_i— vm_{'— Ims
2 1
M = A T Uy

und

L1 = L

Omi1 = 2Lm + Y

b1 = 48n F 300 F 25, + Uy
Uy = 3Lm + 20 + §pp + Uy

(29)

Daraus ergibt sich zunichst

L = (1’ 0, 0, 0): Vin = (2 7, 1, O, O>’ (30)

sodal ., v, ganz in der Ebene der 1-sten und 2-ten Koordi-
nate liegen.

Versteht man also unter v,,, baw. v, die Projektion des Vek-
tors ., bzw. u,, in die Ebene der 3-ten und 4-ten Koordinate,
so ist
91,0 =1(1,0), 95 4=1(0,1) (31)
und '

vl, m+1 T 2 L‘1, m + "‘2, m? "”2)
. 3
i‘2, mbl T D1, m + 92, m

mit A = (all’ “12) _ (2’ i) als Matrix der Koeffizienten die-

a1, A2 )
ser Rekursion. Die charakteristische Gleichung

o= |A-—ANE|=1—3%+2:r

hat die Wurzeln A, == 1 + 8, &y = 1 + 9, wenn wir mit &; =
=9, ¥ = 1 -9 die beiden Wurzeln der Gleichung fiir & be-
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zeichnen, und es geniigt (vgl. Nr. 9, Anm. 24) jeder der Vektoren
v, m der Gleichung

O =Y m 3% mi1 T Y miz:

Werden die Zahlen ¢, (£, v =1, 2) so bestimmt, daf} die Glei-
chungen

0= _]Zv(ﬂi B St i, (=1,2) (33)
i

gelten (wodurch die Verhiltnisse ¢y,: ¢y, festgelegt, also Pro-
portionalititstaktoren frei zu wihlen sind), dann erhilt man als
allgemeinste Losung von (32)

D1', m er Ciy )‘;':n (34)
v

mit vy, vy als frei wihlbaren Vektoren, die sich aus den ,,An-
fangswerten‘* flir 7 = o gemil}

Caty Tty =V (Z-=1,2) (35)

ergeben. In unserem Falle findet man bei entsprechender Wahl
der Proportionalititsfaktoren aus (33), (35) und (31)

Clv::)‘v'—ly €2v:1;

rl’ T

1 -
= (g0, = (2),—3,4—1,),

s 1
ety = (A, +1,2%-—3).

Gemil (34) hat also vy, baw. v, ,, dic Koordinaten

DRSSPI 3R N YW R (36)
bzw.
Ay, —3)n, YL G—n N (37)

Damit ist die 3-te und 4-tc Koordinate der Vektoren 3., u,,
bestimmit.
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Wenn andererseits w,; ,, bzw. w, . die Projektion von 3,, bzw.
u,, in die Ebene der 1-sten und 2-ten Koordinate bedeuten, dann
ergibt sich fiir diese Vektoren aus (29) die Rekursion

1D1’m+1 = 2 ml’m ‘{— m2’m + Qlym, (38)
n32,‘m+vl = Wy, + Wo m -+ a3 ms

wobei a; ,, = (4 + 6 m, 3) bzw. a5 .= (3 + 4 m, 2) die Projek-

tion von 4 ¢,, + 3 9, bzw. 3¢, + 2 v, und

Wy ¢ = Wy o = (0, 0) (39)

ist. Wir haben es bei (38) mit einem inhomogenen linearen System
zu tun, fiir welches (32) das zugehérige homogene System dar-
steilt. Macht man dementsprechend — analog dem in Nr. 5 zur
Loésung von (16) mit dem Ansatz (21) eingeschlagenen Verfah-
ren, — den Ansatz

W= 3t ¢, N, (40)
1 d

wo jetzt von sz abhingige Vektoren r,,, auftreten, anstelle der
von 7z unabhingigen Vektoren r, in Formel (34), dann ergeben
sich aus (38) fir die Vektordifferenzen v, ,, . 1 —r, ,, die Glei-
chungen

Zciv (rv,m—i- 1 ——rﬂ,‘m> )\f'm+1 =im
nebst

7 ——
L Civ 1',,0— milo.
v

Daraus folgt zunichst, da die Determinante | ¢;, | = » —2; == 0
ist, wegen (39)
¥y, 0= ¥, 0 = (0, 0),

sowie, wenn wir zur Abkiirzung die Vektoren

= 0—1, LGh—2), = (&4 +1),0)

einfiithren,
23
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2)‘u~3 4_)\1'
)‘:n+1(t;',m+1—rv,m)=~———al m+ 5 a2,m=
A, — ) f, + m(d,— 1)t
und
—_ 1
7\,—1f "1 N )\,—~12t N &
Lom = T v Sk N (: ;s h—1
A = M A = M
wm—1
:fv(l——~ :;)—f—t,(l—‘—k?_l T }\:’1? ),

gemif3 (40) also

1wy m-_{ T —1) (O, —1)f, + M O™ —mr,Fm—1) (A, —1)t,,
Wy S OP 1) 4 S Gt 1), (4

Die Koordinaten von j, bzw. u, sind also gemialB (41), (36)
und (37)

2O — )N+ —mi, 4+ m— 1) S (3N, — 2),
2O —1) 5 @ —1)

y

DL+ )N und 3L (22, — 3N

v

bzw.
2= —10)+ A —mr A m—1) 0,1+ 1),
.;J W —1) 5 3x —2),

2 eh—3K und 3 (4 —n) W

1 4

Daraus, aus (36), (37) und aus

. Ao \™ . 1\m . m
lim |—) =o, lim {—} =o, llm——m—=o

m—o00 \ Ay m—eo \ Ay m—sc0 AY
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folgt, daf} die beiden Grenzwerte

lim (22 —3)27™ 4, =
m-—-oo
=20 —3) + (1 —4, 40 —1, 3 + 1, 22, —3)

und

nllin;o A+ D", =0+ 1) (70 —3,30—2,24—3,4—})

beide gleich dem Vektor

sind.

Fassen wir das zusammen mit (30), so sehen wir, da3 mit wach-
sendem # die Richtung des Vektors v, gegen jene des festblei-
benden Vektors 1, = ¢, konvergiert, die Richtungen der Vek-
toren 3, und u,, aber gegen die Richtung des Ausgangsvektors
(ay, ay, ag, ay). Das ganz Entsprechende gilt tiberhaupt far 2 — oo
fir die Vektoren ¢, ¢ bzw. ¢, ¢™: Nur die beiden letz-
teren konvergieren gegen die Ausgangsrichtung; von
denbeiden ersterenkonvergiert o) gegendie Richtung
des festbleibenden Vektors ¢ = ¢,. Wir iibergehen es,
dies im Einzelnen auszuftihren, zumal {rithere Beispiele ganz
analog verliefen.

12. Von derselben Art wie das fiinfte Beispiel ist das

Neunte Beispiel. Dabei sei & = 11,701366 . .. die gréBere
der beiden reellen Wurzeln der Gleichung

xt—12x8 4422 —6x+1=0
(die kleinere liegt zwischen o0 und 1) und es sei

4y =93 —692— 9 qy=392 a5 =9+ 39 —1,

ay = 39

(42)

23
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Der Poincarésche Algorithmus verlduft dann mit seinen ersten

Schritten gemaB folgender Tabelle.
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Um sicher zu sein, daB wirklich

P> aP>aP >aMfiro< AL 2
gilt, d. h. da3 die Zahlen

a(1h+1) — agh) '—‘—llgl), dx(zh+1) — a(zh) ___a’(gh)’
at Y =) — oM alle > o (43)

sind, dazu geniigt es, (43) fir /z = 2 festzustellen, da man von
den a.' nach ricckwirts auf die «,, ¢, und &, schlieBen kann.
Will man das Rechnen mit angendherten Werten nebst Genauig-
keits-Schiitzungen vermeiden, so kann man, was speziell o]’ =
= g(9) betrifft, wenn f(x) = 2*— 1223 +42*—6x + 1 und
g(x) = 2% — 12 2% 4 5 x — 3 gesetzt wird, feststellen, dafl g(x),
(), g" (%), & () fir x = { = %} und somit fiir » = ¢ sémtlich
positiv sind, wihrend f'(x), f" (x), f"'(x), /""" (x) fir x = { und

somit fiir x > ¢ positiv, dagegen f({) = — 2% <o ist. Fiir
die wegen / (12) = 505 > 0 zwischen 22 und 12 gelegene Null-

stelle & von / (%) ist also g (}) >> o, wie behauptet?5). Andererseits
sind 3 4]/ 10 die Nullstellen von g;(x) = x*—6x—1, so-
daB g,(x) > o fir x > 3 + }/ 10 und speziell 23" = g;(#) > o ist
Da auch a, = 3 >> o0 ist, so ist (43) fiir # = 2 nachgewiesen.
Aus
'S =a, a; S=a, a3 $=a, a, $=a,
erkennt man

" " 1" e .
@ 1 ay LAy Ay lT=agloag apl dy,

also

(0

a9 a®

D oay ®

. L0 . . .
tayloay) =ap ag 1 asioay

und damit die Periodizitit des Algorithmus.

Verwenden wir die Bezeichnungen € und ¢ = K® € analog
wie in Nr. 4, so sehen wir, dal

25) Zum gleichen Resultat fithrt eine approximative Berechnung der (ein-
zigen) reellen Nullstelle v von g (x). Man findet v == 11,50005, also < & =
== 11,701 ..., somit g (%) > o,
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1, 0, 0, O
A'(s): 37 1: 07 O
6, 3, 1, O

10, 6, 3, 1

ist. Durch Vertauschung der 3-ten bzw. 4-ten Zeile mit der 1-sten
bzw. 2-ten Zeile und der analogen Vertauschung der Kolonnen
erhidlt man daraus die Matrix

1, 0, 6, 3

j(a)__ 3, 1, 10, 6
0,0 1,01}’
o, 0, 3, 1

die gemaB G = /& ¢® den Ubergang von den Vektoren ¢/ zu
den Vektoren ¢” vermittelt. Daraus erhilt man

67, 36, 15, 3
126, 67, 28, 6

6, 3 1, 0}’
28, 15, 6, 1

wobei der Periodizitit gemalB A = (KX®) ist. Die Rechnung
kann dann wie in Nr. 4 so weitergeftihrt werden, daf3 man die
absolut-groBte  Wurzel 2, der charakteristischen Gleichung

| K8 —AE | =0 nimmt und lim 27™ (&) ermittelt. Das
m-—-oo

fithrt wie 1. c. zur Bestimmung der Grenzrichtungen der Vekto-
ren ¢ fitr 4 — co. Zum gleichen Ziel kann man gelangen, in-
dem man wie in Nr. 5 die durch O™ 7% = K9 ¢ gegebene
Rekursion zur Berechnung der Vektoren in €™ beniitzt. Auf
die Ausfithrung miissen wir verzichten (vgl. Anm. 23).

KO = JO g6

13. Ein letztes Beispiel ist #-gliedrig und umfaf3t8) fir 2 = 3
und 4 die Beispiele der Nummern 4, 8.

26) Im Falle # = 2 handelt es sich einfach um die Kettenbruchentwicklung
der Zahl & =4 (1 - V's).
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Zehntes Beispiel. Fir jedes » = 2 hat die Gleichung

—x"T —1=0 (44)
genau eine positive Wurzel 9, wobei 1 <& < 2 ist. Setzt man
a, =97 a,=9""% . a1 =% a,=1,

o ergibt sich fir 1 S v<{=#

1
L . Qn—y ne—ey—1 _
a,=a,~—~a,, 1="9 —39 =
nebst @, = 2, = 1, woraus
n~— Yn T 5
! 1 7 — p— —
Ay Ayt an_yt dp=9"TEr 9n TR $=
==ay: ay: a,: a,

folgt und damit die Periodizitit des Algorithmus ersichtlich wird.
Die Grundvektoren ¢/ (v = 1,..., ») konvergieren dabei mit
wachsendem /: gegen die Richtung des Vektors a = (a4, ..., a,).

Im Einzelnen gilt Folgendes®). Wird f(x) = 2" —a" 7! —1
gesetzt, so ergibt die Diskussion der Kurve y == #(x) unter Be-
niitzung von f(1) <o, f(2) > o0, (— 1)" f(— 1)> 0 sowie des

72— 1
Vorzeichens von f/(x) fir x <o, fir o <Cx < —— und fir
n

—1
x> G -, daB} die Gleichung (44) auBler der einen positiven
7

Wurzel & = 9, bel ungeradem # keine weitere reelle Wurzel hat,
bei geradem 7 aber nur noch eine negative Wurzel &, zwischen
— 1 und o, fir die also |2, | <9 gilt. Dabei hat allemal die
Gleichung (44) lauter cinfache Wurzeln ¢ = &, &,, ..., &, und
unter ihnen ist die reelle positive Wurzel & diejenige vom grofiten
absoluten Betrag. Denn fiir cine Wurzel v von (44) mul3

!x11~x11—1 } '

sein, wihrend fiir jede Zahl a == % mit |2 | = & (> 1) notwendig

%) Beziiglich dieser niheren Ausfiihrungen vgl. Anm. 19.
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|x—1 ] > &—1, also |a"—2"" = |z |2—1| >
> 6" (8 —1) =1 ist. Es ist also
o
— | <1i1fir2 v <o (45)
Ly |

Definiert man ferner die ganzen Zahlen X, fiir 2 2 o durch
die Rekursionsformel

Xm = /Ym-l + Xm—n (7” _2_ '”‘) (46>

nebst den Anfangswerten

Xo=1,X,=...=4X,_,=o0, (47)

wobei man {brigens durch die Festsetzung

/Y-——(n—l) = -—-1, X—(11~—2) = ... ZJY___l = 0, XO ==1

die Rekursion noch weiter zuriickverlegen und (46) fir 7 > 1

postulieren kann, bezeichnet man ferner mit y,, (m = 1) den
Vektor

I~ (‘Xm’ Xm—-l’ SRR Xm—-n + Us

dann erkennt man leicht, daf3 der betrachtete Algorithmus fir
die Vektoren ¢! folgendes Bild gibt

(h) (h) (h) (h)
o, €5 @k dwwE s e e 5. Bl e
{ o) .
o ! In 50 L2 sevneneninn » Ln—2s In—
1 T Tn4lr eneen Ceasssene veseey Loan—9 ton—1
2 Lony L2n4ly sovevenenennen ceveey I3p—2 Lan—1
3 L3n I3ngly sevovonovenasy Lin—3 LI3n—2 L3n—1
=1 | Thn—n Inn—nt+l Inn—=2n+2 Tnn—2n+8 «ooeses v nndn—1
1 Lan, in—n+l Tnn—n+2r ccoeeeerenn ceeeey Tun—1
w1 | Tnny Tnntls eovees Ceseeeae s teesaecanna y Inn+n—1
A2 Tnntns Tnndntly eov oo crereeees hnt2n-2 Inntn—1
.. h—1 .
Allgemein ist demnach, wenn £=|———|, 4= &n 4+ 1 4 » mit
7l

o £ » < n gesetzt wird,
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e(h)’_ gnh——?’lk-i—,u_l fir 1 < = < p— 7,
h
8() znh—nh—1z+y_1 fur 7z—r<y <ﬂ’

wobei sich der Algorithmus wegen

h
A > aP P > > > e,

(bzw. & > ... >a® im Falle » = » — 1) den folgenden
Formeln gemiB fortsetzt:

th+1) h)
Cn—r Camp

ferner fir n—r» < v <n—1, bzw. falls » < #— 3 ist, fir
1Svin—r—2

div= 3 =,
B =7 —7
bzw.
n v+ 1
@AY= 3 g el =,
o= N —7 a=1

und, falls » < # — 2 ist,

K13
T YR I R L ]

X=N—7

Macht man zur Wertbestimmung der Zahlen X, den speziellen
Ansatz X, = a™, so folgt aus (46), dal » eine Wurzel 3, von (44)
sein muB. Die allgemeine Losung von (46) ist also

X, =y O L 2, O (48)

mit konstanten Koeffizienten #, ..., #,, die sich aus den An-
fangswerten X, Xy, ..., X, _; durch Auflésung des Systems

der Gleichungen (48) fir m =o, 1,..., 72— 1 ergeben. Das
liefert

u, f, (3)—2( D" TS e Xa—1 (49)

(v=1,...,71)
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wenn
f(l> n—1 o
fy(ﬁ,‘)-——;'— {}: A\-:) ('_ 1>a‘yvaxn st
— 3, o

gesetzt wird?®®), also s,, die symmetrische Grundfunktion vom
Grad « derjenigen 77 — 1 GréBen bedeutet, die aus allen 9y, . . .,
%, .mit Ausnahme von 9, bestehen (s, = 1), sodafl fiir jedes
v=1,...,ndienz-—1 Gleichungen

n—1
0=7%, 3, = )'(-—1 Sy F T
f( ;) J (SO>

lauéﬂ,u#@

bestehen. Fiir die speziellen Anfangswerte (47) erhalten wir also

2, —/-—-1)""‘1{) 81
1 3,)
und
9n1~1
X o=(—1)""19 ... N
m \ ) 1 y% f,, (3‘
GemiB (45) aber gilt
%) Sind sy =1, $;,...,5, die symmetrischen Grundfunktionen von
%y, ..., %, und faBt man
n
0=/ {r) = (=1 e 1] (=1,
&=

als linear-homogenes System von 7 Gleichungen fiir die 7 4 1 Unbekannten
s¢ auf, so sieht man, daf diese den 7 4+ 1 Determinanten proportional sind,
die man aus der Matrix (xz'_ﬂ)ynlqu B=0,1,...,1 durch Streichen
je einer Kolonne erhilt; diese Determinanten, deren erste gleich dem
Differenzenprodukt A der x, ist, erweisen sich also gleich den GréBen A s,.
Ebensolche Determinanten (fiir # — 1 statt »# und fitr n — 1 der GréBen 9,
anstelle der x,) treten aber bei Anwendung der Cramerschen Regel zur Auf-
16sung der Gleichungen (48) fiir m =o, 1,..., 7—1 auf. Man braucht
aber nur jede dieser Gleichungen mit (— 1) —m—1y5, . ;zu multiplizie-
ren, dann zu addieren und (50) zu beachten, umn direkt (49) zu erhalten,
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lim =1

m—eo %y 3;”

und somit (wenn wir fiir %; wieder ¥ schreiben)

lim — = ("L 9" 8 1) =a.

A T

14. Aus den Beispielen der Nummern 4 bis 13 gewinnt man
die Bestitigung der Sitze 2a, 2b und 2c¢ aus Nr. 2. Was Satz 2a
anlangt, so zeigen diec Beispiele in Nr. 5, 6, 7, 10, 11 Fille ohne
Reduktion, wihrend man einen Fall mit Reduktion 1. ¢.9), § 7,
Nr. 25 (iibrigens auch Nr. 24) findet. Was Satz 2b betrifft, so
haben wir in den Beispielen der Nr. 4, 8 und dem sie umfassen-
den zehnten Beispiel (Nr. 13), sowie in Nr. 9 und 12 Periodizitiit
des Poincaréschen Algorithmus bei 7z unabhingigen Zahlen eines
algebraischen Zahlkorpers vom Grad 7, dagegen in den Bei-
spielen Nr. 5, 6, 7, 10, 11 zwar ebenfalls die z-gliedrige Periodi-
zitdt, jedoch bei Zugehorigkeit der 2 Zahlen zu einem Zahlkérper
von einem Grad <7 #. Was schlieBlich Satz 2c¢ betrifft, so stehen
den Fillen der Nrn. 4, 8, 9, 13, wo alle Vektoren ¢ (v=1,

., #) mit wachsendem /% gegen die Ausgangsrichtung konver-
gieren, in den Beispielen der Nrn. 5, 6, 7, 11 Fille gegeniiber,
wo dies nicht zutrifft. Die hieran sich anschlieBenden Fragen,
unter welchen Bedingungen jeweils der eine oder andere Fall
vorliegt, seien hier nur angefithrt. Auch sonst sind manche Fra-
gen offen gelassen. Andererseits weisen die Beispiele selbst deut-
lich auf gewisse Zusammenhinge hin.



