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Einleitung.

Bekanntlich ist das Bild eines einfarbigen Fixsternes im Fernrohr
nicht ,punktférmig“. sondern besteht vielmehr bei einem gut corrigierten
Instrumente aus einer kleinen Scheibe, deren Helligkeit nach dem Rande
zu abnimmt und einer Anzahl concentrischer, nahezu aequidistanter Ringe,
die mit zunehmender Grosse ebenfalls rasch lichtschwicher werden. Bei
weissem Lichte modificiert sich die Erscheinung insofern, als das in der
Mitte weisse Scheibchen am Rande roétlich gesaumt erscheint, und die
concentrischen Ringe Farben zeigen, deren Lebhaftigkeit nach aussen sich
vermindert.

Die theoretische Erklarung dieser zuerst von W. Herschel’) und
Fraunhofer *) genauer beobachteten FErscheinung wurde fast zu gleicher
Zeit von Airy®) und Schwerd?) aus den Principien der Fresnel’schen
Diffractionstheorie gegeben. Das Bild wird hiernach betrachtet als der
Interferenzeffekt einer kreisformig begrenzten, concaven, sphirischen Welle
und zwar als derjenige Interferenzeffekt, welcher in einer durch das
Centrum der Welle gehenden Ebene auftritt. Der besonders von Schwerd
versuchte Nachweis der Uebereinstimmung der theoretischen Resultate mit
den experimentell gefundenen Thatsachen fiel fiir die Theorie vollkommen
befriedigend aus.

1) W. Herschel. Experiments of ascertaining, how far telescopes will enable as to deter-
mine very small angles . . . Phil. Trans. of the Royal soc. of London for the year 1805 part I
pag. 81 etc. W. Herschel, Phaenomena produced by Apertures in Various figures (Theory of
Light by J. Herschel § 766 1828).

2) Fraunhofer, Neue Modification des Lichtes . . . . Schumacher's astron. Nachr. t. IL
Gilbert's Ann. LXXIV, 337. Denkschriften der Miinchener Akademie t. VIII. 1823.

3) Airy, On the Diffraction of an Object-Glass with Circular Aperture. Trans. of the Camb.
Phil. Soc. V 283.

4) Schwerd, Die Beugungserscheinungen aus den Fundamentalgesetzen... Mannheim 1835.
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Fiir die Punkte ausserhalb der Fokalebene oder, bei endlicher Ent-
fernung des leuchtenden Punktes, ausserhalb der Bildebene versuchte
kurz darauf Knochenhauer?!) die noitigen Formeln zu entwickeln; die-
selben sind jedoch wenig durchsichtig und so blieb es Struve?) und
Lommel ) vorbehalten, die Beugungserscheinungen kreisférmig begrenzter
sphiarischer Wellen theoretisch zu behandeln. Das Hauptergebniss dieser
beiden Arbeiten, von denen diejenige Lommels auch die numerische und
experimentelle Seite der Untersuchung in ausserordentlich umfassender
Weise erledigte, ist der Nachweis der Bedeutung der Bessel’schen Func-
tionen fiir das obige Problem, welcher Nachweis von Lommel?*) in einer
spiateren Arbeit auch auf die Beugungserscheinungen geradlinig begrenzter
Schirme ausgedehnt wurde.

Nachdem so die Untersuchungen bei kreisférmiger Begrenzung fiir
spharische Wellen erledigt waren, lag es nahe, einen Schritt weiter zu
thun und nicht sphéarische Wellen zu betrachten. Es war dies um so
mehr geboten, als ja thatsidchlich in den optischen Instrumenten die auf
dem Boden der Dioptrik ideale Forderung vollstindiger Beseitigung der
spharischen Aberration aus technischen Griinden unmoglich ist. Jedes
Vorhandensein von sphirischers Aberration ist aber gleichbedeutend mit
einer Abweichung der Wellen von der Kugel- oder Kreiscylinder-Gestalt.
Daraus ergiebt sich die hervorragende Bedeutung der Behandlung der
Beugungserscheinungen fiir andere als die bis dahin vorausgesetzten
Wellenformen.

Lord Rayleigh ®) scheint der erste gewesen zu sein, der die Wichtig-
keit dieser Untersuchungen fiir die Theorie der optischen Instrumente mit
klarem Blicke erkannte®) und es unternahm, unter diesem Gesichtspunkte

1) Knochenhauer, Die Undulationstheorie des Lichtes. Berlin 1839.

2) Struve, H. Ueber die allgemeine Beugungsfigur in Fernrohren. Mém. de l'ac. des sc.
de St. Petersb. VII ser. vol. XXXIV. 1886.

3) Lommel, Die Beugungserscheinungen einer kreisrunden Oeffnung. Kgl. bayer. Akad. der
Wiss. II. Cl. XV. Bd. II. Abt. 1884.

4) Lommel, Die Beugungserscheinungen geradlinig begrenzter Schirme. Kgl. bayer. Akad.
der Wiss. II. Cl. XV. Bd. III. Abt. 1886.

5) Lord Rayleigh, Investigations in Optics, with special reference to the Spectroscope. Phil.
Mag. Nov. 1879.

6) Allerdings war bereits frither der einfachste Typus einer nicht symmetrischen Cylinder-
welle behandelt worden (Airy, Intensity of Light in the Neighbourhood of a Caustic. Trans. of
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theoretische Darstellungen zu liefern. KEr behandelte zuniachst die zwei
einfachsten!) Fille cylindrischer Wellen und zwar fir einen Spalt, der
nach der einen Richtung gleich wie die Wellen unendlich ausgedehnt
war und dessen Begrenzungslinien in der anderen Richtung den FKr-
zeugenden des Wellencylinders parallel waren. Diese Typen haben in
formeller Beziehung die Annehmlichkeit, dass die in Betracht kommenden
Integrale nur von einer Coordinate abhangen und demnach fiir die Aus-
wertung sowohl wie fiir die Discussion geringere Schwierigkeiten bieten.
Was den Fall einer axial symmetrischen Welle bei kreistormiger Begren-
zung. also den fiir die Praxis wichtigsten Fall anbelangt, so beschrinkt
sich Rayleigh darauf, die Intensitit des Axenbildpunktes fiir eine der
vierten Potenz der linearen Oeffnung proportionale Aberration darzu-
stellen. Er findet, dass die Intensitiat dieses Punktes bei einem Gang-
unterschiede der Central- und Rand-Strahlen von £ auf 0,9464, von %
auf 0,8003 und von 4 auf 0,3947 von derjenigen Intensitit herabsinkt,
welche der aberrationsfreien Welle entsprechen wiirde, und schliesst
daraus, dass in dieser Ebene die Aberration ungefihr bei einer Gang-
differenz von einer viertel Wellenlinge merklich zu werden beginne. Er
erwihnt aber auch, dass fiir die Zwecke der Praxis die Bedeutung dieses
Resultates durch eine Verinderung der Einstellungsebene modificiert
werden konne.

Mit diesen einleitenden Bemerkungen diirfte ?) bereits die Behandlung

the Soc. of Camb. VI 379. 1834); es ist dies indess einerseits bei einer ganz anderen Gelegenheit,
niimlich fiir die Theorie des Regenbogens geschehen, und es ist andererseits dieser Fall doch auch
insofern verschiedener Natur, als die Welle beiderseits unendlich ausgedehnt angenommen werden
konnte, so dass die kiinstliche physische Begrenzung hinwegfiel. Dass iibrigens Airy sich der Be-
deutung dieser Untersuchung bewusst war, zeigt der sehr allgemein gehaltene Titel der Ab-
handlung.

1) Das Wort ,einfachste” bezieht sich selbstverstiindlich auf das hier vorliegende Problem.
Gemeint sind die Fille, wo das Aberrationsglied der 3. resp. 4. Potenz der linearen Oeffnung pro-

9 ' 3 ) r 4
portional ist, die Integrale also die Form | ALCEe Lt e resp. [ e 225 B2%) g besitzen: Der

erstere dieser Fiille ist fiir die Theorie des Spektroskopes wichtig und von Rayleigh fiir die Bild-
ebene der Centralstrahlen bei 4 Werten von f gegeben; der 2. besitzt keine hervorragendere An-
wendung und ist avs diesem Grunde nur die Intensitiit der Bildlinie untersucht worden.

2) Man konnte einwenden, dass die von Mascart in seinem traité d'optique, t. I p. 413
gegebene Grundformel fiir unser Problem noch zu erwiihnen gewesen wiire, indess ist dieselbe
unrichtig. Es ist dieser Irrtum wahrscheinlich durch eine falsche Analogisierung veranlasst; er
hat jedoch keine Folgen, da die allgemeine Formel nicht gebraucht, sondern nur das von Rayleigh
gegébene reproduciert wird.
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der in der Ueberschrift bezeichneten Aufgabe ihre Rechtfertigung gefunden
haben, namlich der Aufgabe, die Beugungserscheinungen kreisférmig
begrenzter, axial symmetrischer, nicht sphéarischer Wellen theoretisch
darzustellen. Wir wollen indess, um die Bedeutung des Problemes in
praktischer Beziehung etwas weiter darzulegen, noch einige Punkte
beriihren.

Der erste derselben ist die Frage nach der ,Pointierungs“- oder
,Einstellungs-Ebene“. Diese Frage ist bisher auch fiir den auf Grund-
lage der Dioptrik idealen Fall spharischer Wellenflichen weder theo-
retisch noch experimentell gelost worden. KEs ist nun zwar fiir denselben
von vorneherein zu erwarten, dass die Kinstellungsebene der dioptrisch
bestimmten Bildebene ausserordentlich nahe liegt, aber der Schluss, dass
sie mit ihr zusammenfillt, schwebt nichtsdestoweniger in der Luft. Fassen
wir dieses Zusammenfallen aber als Behauptung auf, so wird dieselbe
zwar sowohl durch direkte Messungen wie auf indirektem Wege gestiitat,
aber abgesehen davon, dass dieses Zusammenfallen doch nicht strenger
bewiesen werden kann, als die Beobachtungsfehler zulassen, muss auch
beriicksichtigt werden, dass systematische mit modernen Hilfsmitteln und
allen Cautelen angestellte Messungen in dieser Richtung bisher noch nicht
unternommen worden sind. Es kann nun allerdings hierbei auch der
Fall eintreten, dass die Einstellungsebene tiberhaupt keine bestimmte, von
der Individualitdt des Beobachters einerseits und der Art des zur Unter-
suchung verwandten Objektes andererseits unabhéngige 1st, sondern mit
diesen beiden Umstinden variiert. Diese Schwankungen werden dann
aber jedenfalls sehr gering sein und die Thatsache derselben trifft auch
nicht die theoretische Bestimmung, wenigstens sofern man nur die physi-
kalische Seite des Problems im Auge hat und nicht ausserdem Erfahrungs-
thatsachen physiologischer und psychologischer Natur der Lésung mit zu
Grunde legen will.

Complicierter wird natiirlich die theoretische Bestimmung der Poin-
tierungsebene, wenn es sich nicht um streng corrigierte, sondern um mit
Aberration behaftete Systeme handelt; aber gerade hier hat dieselbe ein
grosses Interesse, da ja bereits von dioptrischen Gesichtspunkten aus
Zweifel iiber die Lage derselben vorhanden gewesen sind. So hat man
vielfach die Ebene des (dioptrisch definierten) ,kleinsten Zerstreuungs-
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kreises“ als KEinstellungsebene betrachtet und diese Voraussetzung der
rechnerischen Bearbeitung zugrunde gelegt. Vom Standpunkte der
Wellentheorie aus hat ersteres natiirlich von vorneherein gar keinen
Sinn oder wenigstens keine Begriindung; man muss vielmehr bei vorge-
gebener Construction eines Objektivs resp. Gestalt der austretenden
Wellenfliche die Diffraktionserscheinungen fiir eine hinreichend enge An-
zahl von Ebenen durchrechnen und dann die Ebene bester ,Definition*
auswahlen.

Mit diesen Betrachtungen kommen wir jetzt zum zweiten Punkte
unserer Darlegung, ndmlich zum Auflésungsvermogen eines Objektivs.

Auf dem Boden der Dioptrik war dasselbe natiirlich bei Steigerung des

Correctionszustandes einer entsprechenden KErhohung fahig und insbeson-
dere entsprach einem dioptrisch vollstindig corrigierten Objektiv in
physikalischer Beziehung auch ein Aufléosungsvermoégen ohne Grenzen.
Vom Standpunkte der Wellentheorie aus ergaben sich dagegen ohne
Schwierigkeit fiir den dioptrisch 1idealen Fall bestimmte Schranken, die
man zwar durch geeignete Massregeln, z. B. Abblendungen, etwas weiter
hinausriicken kann, die aber nichtsdestoweniger vorhanden bleiben. Solche
Grenzen sind sicher fiir jede beliebige andere Construction ebenfalls vor-
handen, und die vorliegende Abhandlung will zum Teil die analytischen
Hilfsmittel schaffen, welche bei gegebenem dioptrisch bestimmtem Correc-
tionszustand eines Objektivs das Auflésungsvermogen desselben berechnen
lassen. — KEs ist von vorneherein sicher, dass dasselbe mit dem zur
Untersuchung benutzten Objekte variiert und wir miissen desshalb ent-
weder eine eindeutige Definition fiir das Auflosungsvermdgen annehmen,
oder die Moglichkeit haben, mit verschiedenen Objekten gewonnene Zahlen
auf einander zu reducieren. Wenn Foucault?) z. B. seine Untersuchungen
mit Gittern machte, so ist der hierbei gefundene Wert nicht zu vergleichen
mit dem z B. von Dawes?) an Doppelsternen gewonnenen. Da nun aber
die Reduktion nur durch ausserordentlich complicierte analytische Ent-
wicklungen einerseits und weitlaufige numerische Rechnungen andererseits

—_— — ———

1) Foucault, Mémoire sur la construction des télescopes en verre argenté. Annales de
I'observ. de Paris. vol. V.

2) Dawes, Catalogue of micrometical measurements of double stars. Mem. of the Royal
Astr. Soc. vol. XXXV,
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ermoglicht werden konnte, so scheint die eindeutige Definition des Auf-
losungsvermogens der einzig brauchbare Ausweg zu sein. Freilich bietet
auch dieser Schwierigkeiten, auf die indess hier nicht eingegangen
werden soll.

Wir konnen weiter noch unter einem zweiten Gesichtspunkte das
Aufléosungsvermogen betrachten, nédmlich an die Frage nach der Ab-
hangigkeit desselben von einem gegebenen Correctionszustande die unmittel-
bar damit zusammenhingende schliessen, welcher von diesen dioptrisch
definierten Zustinden oder welche Wellenform liefert das grosste Auf-
losungsvermogen. Man kann geneigt sein, dies dem dioptrisch idealen
Falle, der streng spharischen Welle zu vindicieren und in der That besteht
diese Meinung auch unter Forschern auf diesem Gebiete. André?) z. B.
sagt: .. ces imperfections ont toutes pour résultat de changer la forme
du solide de diffraction théorique, de maniére & augmenter en définive
le diametre du disque central correspondant & l'image d’un point. Tous
les instrumentes affectés d’aberration ont donec, dans chaque cas, une
constante de séparation plus grande que celles que nous venons de donner.

Man kann die Moglichkeit, ja die Wahrscheinlichkeit davon voll-
stindig zugeben; aber man fragt doch unwillkiirlich, wie kommt André
zu dieser ganz bestimmt ausgesprochenen Behauptung. Rein erfahrungs-
méassig kann der Inhalt derselben nicht gewonnen sein, denn dann kénnten
wir doch nicht behaupten, dass er den Charakter der Allgemeingiltigkeit
besitzt und auf analytischem Wege, durch blosse Discussion des Intensi-
tatsausdruckes gefunden zu sein, diirfte bei der Compliciertheit der vor-
kommenden Ausdriicke #usserst unwahrscheinlich sein. Vielleicht hat
André eine Vorstellung vorgeschwebt, wie sie auch sonst noch zu treffen
ist 2), dass namlich eine Superposition der Beugungskreise und der diop-
trisch bestimmten Aberrationskreise stattfinde, eine Vorstellung indess,
die auf dem Boden der Wellentheorie a priori keine Begriindung hat.?)

—

1) André, Etude de la diffraction dans les instruments d'optique. Annal. de 1'école normale
supérieure 1876. |

2) Kramer, Allgemeine Theorie der 2 und 38 theiligen Fernrohrobjektive. Berlin 1885. p. 82.

3) Czapski z. B. sagt (Bemerkungen zu der Abhandlung von E. v. Hoegh: ,Die sphiirische
Abweichung . . . . Zeitschr. fiir Instr.-Kunde, Jahrgang 8. 1888. Juni, pag. 203): Von Beugungs-
aberration zu reden, wie es z. B. Kramer thut, und die Grosse der Gesammtaberration so zu
bestimmen, dass der Durchmesser des ,sphiirischen Aberrationskreises® zu dem der ,Beugungs-
aberration® einfach hinzu addirt wird, erscheint doch sehr gewagt.”
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Man muss also einerseits zwar die Moglichkeit der Richtigkeit des
André’schen Satzes offen lassen, kann aber gleichwohl andererseits der
Meinung sein, dass derselbe falsch ist, und dass man vielmehr bei einem
nach dioptrischen Grundsitzen nicht vollstindig corrigierten System unter
Umstinden eine Steigerung des Auflosungsvermogens erzielen kann. Es
bedarf natiirlich kaum der Erwihnung, dass fir die Wellenform, welche
die FEigenschaft des grossten Auflésungsvermogens besisse, die Ab-
weichungen gegeniiber der Kugelgestalt sehr gering sein und sich wahr-
scheinlich nur auf kleinere Bruchteile einer Wellenlinge belaufen wiirden.
Ich lasse es weiter auch dahingestellt, ob die Technik in Bezug auf
den Charakter der Glassorten und die pricise Erreichung der Dimensionen
gegenwirtig oder in nachster Zeit in der Lage wire, nach diesen Grund-
sitzen Objektive zu bauen, ob mit anderen Worten diese Untersuchungen
einen direkten Nutzen fiir die Praxis haben koénnten, und kann dies um
so mehr thun, als die vorliegende Abhandlung dieses Problem nicht
behandelt, aber ich wollte es nicht unterlassen, in dieser Richtung auf
die, wenn auch nur entfernte, Moglichkeit eines Fortschrittes hinzuweisen.

Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist vielmehr, die analyti-
schen Ausdriicke fiir die Beugungserscheinungen kreisférmig begrenzter
symmetrischer, nicht spharischer Wellen zu geben und sie fiir die Zwecke
der Rechnung in geeigneter Weise darzustellen.

Die gegebenen Betrachtungen gliedern sich in folgender Weise:
Teil 1. Aufstellung der Voraussetzungen und Fundamentalformeln.

Teil II. Entwicklung der letzteren fiir grossere Abstinde von der
Symmetrieaxe der Welle.

Teil III. Entwicklungen fiir Punkte in der N&éhe dieser Axe.

Teil IV. Allgemeinere Feststellungen iiber die betrachtete Licht-
wirkung.

Abh. d. IL CL. d. k. Ak. d. Wiss. XVIIIL. Bd. I. Abth, (16)

o
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I Aufstellung der Voraussetzungen und Fundamentalformeln.

Wir werden eine Reihe von Voraussetzungen allgemeinerer wie
gpeciellerer Natur machen, die zunéichst hier kurz angegeben werden
mogen. KEs sind dies folgende:

1) Die Benutzbarkeit der Stokes’schen Diffraktionsformeln und die
Annabhme eines bestimmten Vibrationszustandes der Welle.

2) Die Kleinheit der Neigung der Elementarstrahlen gegeniiber der
Wellennormale oder die Moglichkeit der Ersetzung der Neigung durch
einen Mittelwert.

3) Die Kleinheit der Abweichungen der Wellenfliche von der Kugel-
gestalt und

4) Die Beschrinkung der Untersuchung auf die der Axe nahen
Punkte der KEbenen, die den Bildebenen der Strahlen der verschiedenen
Zonen nahe liegen.

Eine genauere Pricisierung der Voraussetzungen kann leicht zeigen,
dass die letzten drei, also die specielleren Charakters, keineswegs enger
Natur sind, sondern vielmehr hinreichenden Spielraum lassen.

Was zunidchst die Stokes’schen Diffraktionsformeln anbelangt, so
besagen dieselben folgendes: Es sei auf dem Element dw einer Wellen-
flache eine Verschiebung von der Form g (bf) gegeben. Betrachten wir
dann die von diesem Element herrithrende Stérung am Endpunkte eines
Radiusvektors d, der nur der Bedingung geniigen muss, gegeniiber der
Wellenlange gross zu sein, so zeigt dieselbe folgende Kigenschaften. Die
bewirkte Verschiebung ist senkrecht zum Radiusvektor, liegt in der durch

Radiusvektor und Verschiebungsrichtung in dw gelegten Ebene und hat

die Grosse ;‘d,;a‘{g g(bt—d)- (14 cos9)sinzy, wo 9 und % die Winkel zwischen

Radiusvektor einerseits und Wellennormale resp. Verschiebungsrichtung
in dw andererseits bedeuten. Diese Formeln sind von Stokes auf Grund
der Elasticitiatstheorie abgeleitet worden?) und haben abgesehen von der
Beriicksichtigung der Polarisationsverhaltnisse und der Neigung der

1) Stokes, On the dynamical theory of diffraction. Trans. of the Cambr. Phil. Soc.
Vol. IX. p. 1. 1849.
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Elementarstrahlen zur Wellennormale vor allem gegeniiber den Fresnel-
schen den Vorzug, bei der Anwendung auf eine Vollwelle die Phase
richtig zu geben.

Was zweitens den Vibrationszustand der Welle anbetrifft, so wollen
wir von demselben zundchst in genetischer Weise eine Vorstellung zu
gewinnen versuchen.

Wir betrachten zu diesem Zwecke eine ebene Welle mit geradlinigen
und unter einander parallelen Schwingungen, deren Amplitudenverhiltnisse
und damit deren dynamische Moglichkeit wir in suspenso lassen. Wir
stellen uns weiter vor, dass diese Welle sich in der Richtung der zu ihr
Senkrechten fortbewegt und auf diesem Wege Verzogerungen erfihrt, die
um eine bestimmte Normale herum (axial) symmetrisch sind. Diese Ver-
zogerungen sollen schliesslich in einem beliebigen Augenblicke den Ge-
sammteffekt bewirkt haben, ein um jene Normale symmetrisch liegendes
kreisformiges Stiick unserer Welle in eine (concave) Kugelcalotte zu
verwandeln.

Einen solchen Process kann man bekanntlich physikalisch mit Hilfe
eines Cylinders verwirklichen, falls dieser die Eigenschaft besitzt, einen von
der Axe nach dem Mantel zu 1n bestimmter Weise abnehmenden Brechungs-
exponenten zu besitzen.

Es fragt sich nun, wie sind die Polarisationsverhaltnisse dieses so
deformierten Wellenteiles. Da wir uns den Process rein geometrisch
denken wollen, also das Auftreten besonderer eventuell dynamisch be-
dingter polarisatorischer Effekte von vorneherein ausschliessen, so ist
folgendes klar. Alle Schwingungsrichtungen auf dem betrachteten Teil
der Kugelwelle fallen in die Curven, die durch den Schnitt dieser Kugel ?)
mit der Schaar derjenigen parallelen Ebenen entstehen, welche die Nor-
malen und Schwingungsrichtungen unserer als Ausgangselement betrach-
teten ebenen Welle enthalten.

So liegt die Sache rein geometrisch betrachtet. Stellen wir nun
aber weiter die Forderung, dass diese Bewegung nach dynamischen Riick-
sichten eine freie elastische Schwingung sein soll, so diirfen die Intensitéts-
oder Amplituden-Verhiltnisse nicht willkiirlich sein. Als freie elastische

1) Die Schwingungen sollen in der Wellenfliche oder deren Tangentialebenen stattfinden.
2*
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Welle miissen ihre Punkte gleiche Phase besitzen, denn fiir solche Wellen
gilt das Princip der Erhaltung der Schwingungsdauer. Ferner ist einzu-
sehen, dass infolge der Erfahrungsthatsache, dass fiir die Erklarung der
Erscheinungen des Lichtes die Compressibilitit des Aethers nicht bean-
sprucht werden darf, die Verschiebungen in jeder der oben genannten
Ebenen gleich gross sein miissen. Stellen wir weiter die Forderung, dass
innerhalb der Wellenfliche keine Reibungen vorkommen sollen, so resul-
tiert daraus, dass die Bewegung in der im Raume fixiert gedachten
Wellenfliche in einer einfachen (periodischen) Drehung dieser Fliche um
eine Axe bestehen muss, die zur urspriinglichen Schwingungsrichtung und
zur Symmetrielinie senkrecht steht und durch das Centrum der Welle geht.

Die vorliegenden Betrachtungen sind, wie man sieht, keineswegs
streng dynamischer Natur, sondern sollen vielmehr im wesentlichen nur
unsere Anschaunung unterstiitzen. Wiirden wir auf Grund dieser Einsicht
unsere Aufgabe!) behandeln, so wiirde dieselbe mehr unter einen mathe-
matischen als physikalischen Gesichtspunkt fallen. Diese Beschrinkung
ist jedoch keineswegs notig, denn die fiir die Kugel plausibel gemachte
Art der Bewegung ist aus den Elementen der Elasticitéitstheorie ohne
weiteres als moglich herzuleiten und ist in der That der einfachste Fall
der Bewegung auf einer kugelférmigen Wellenfliche.?) So weit iiber das
rein theoretische Problem.

Was den wirklichen Zustand einer urspriinglich ebenen, geradlinig
und gleichgerichtet polarisierten Welle, die durch die ungleich verzogernde
Wirkung eines Objektivs eine Durchbiegung erfahren hat, anbetrifft, so
ist derselbe ja allerdings ein anderer, da beim Hindurchtreten des Lichtes
durch das Objektiv neue polarisatorische Effekte auftreten.’) Indessen
wird derselbe bei einer kleinen Anzahl der dioptrischen Trennungsflichen
fiir méssige Kriimmungen derselben und geringes Oeffnungsverhiltniss
des Objektivs sicher nicht viel von dem obigen abweichen.?)

1) Die fiir eine wenig von der Kugelgestalt abweichende Wellenform eintretenden Modifi-
cationen sollen hier als unbedeutend betrachtet werden.

2) Kirchhoff, Optik.

3) Bratuschek, Zeitschr. fiir wiss. Microscopie . . Bd. IX. 1892. p. 145.

4) Sehen wir von der strengen Beriicksichtigung dieser besonderen Effekte ab, so ist klar,
dass wir auch den oben geschilderten Zustand nicht in aller Strenge vorauszusetzen brauchen; die
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Die zweite beschrinkende Annahme war die Kleinheit der Neigung
der Elementarstrahlen gegeniiber der Wellennormale. Was es mit dieser
jedoch fiir eine Bewandtniss hat, lasst sich leicht schitzen. Nehmen wir
zu diesem Zwecke zunichst wieder eine sphirische Wellenfliche an, so
ist bekanntlich in der Fokalebene fiir das mte Minimum, also den m ten
dunklen Ring, der halbe vom Scheitel aus gerechnete Oeffnungswinkel (y)

anniahernd durch den Wert 5% (0,22 4+ m) gegeben, worin 2 B die lineare

Oeffnung und 4 die Wellenlinge des angewandten Lichtes bedeutet. Nach
der Formel von Stokes kommen die Cosinus der Winkel 9 und 90—y
vor. Nun ist offenbar 90—z hochstens gleich ¢ und im Durchschnitt
nur halb so gross, ferner erreicht 9 nur im Maximum die Grosse des
vom Scheitel aus gerechneten Winkels », wir werden also hochstens
2 — (1 -+ cos y) cos y
2
lassigen, falls wir den Faktor (1 - cos J)sin 7 in der Stokes’schen Formel

Glieder von der Grosse gegeniiber der Einheit vernach-

gleich 2 setzen. ft +§°S 11008 ¥ lasst sich aber mit geniigender Nihe-

rung durch 2 2 darstellen. Vernachlissigen wir also z. B. Glieder, die
hochstens 0,23 -10~° betragen gegeniiber der Einheit, so kénnen wir —
die mittlere Wellenlinge des Lichtes zu 0,55-10~° mm angenommen — die
Rechnung bis zu einem Ringe, der durch die Gleichung 0,22 +m = 2 R
gegeben ist, als gesichert betrachten, oder mit anderen Worten, bis zu
einem Ringe, dessen Index der Anzahl der Millimeter des Durchmessers
der Oeffnung gleichkommt. — Man sieht also, dass jene Voraussetzung
im Falle der Kugelwelle fiir nicht sehr kleine Oeffnungen und fiir den
beobachtbaren Teil der Beugungserscheinung') in der Fokalebene gleich-
giltic ist, da sie immer von selbst in grosserer Anniherung als notwendig
erfillt erscheint.

Schwingungen auf der Kugelwelle kdnnen vielmehr auch ganz beliebige kleine Drehungen und
Anmplitudeniinderungen erfabhren. Gleiches gilt natiirlich auch fiir eine nicht sphiirische Wellen-
fliche. Indem wir uns vorbehalten, bei anderer Gelegenheit einen einfachen Fall mit Beriick-
gichtigung der durch das Objektiv in den Polarisationsverhiiltnissen bewirkten Modification zu
behandeln, wollen wir hier den obigen theoretischen Vibrationszustand voraussetzen.

1) Meines Wissens sind nicht iiber 14 Ringe beobachtet worden.
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Gehen wir jetzt von der sphéarischen Welle zu der mit Aberration
behafteten iiber, und ziehen wir dabei nicht bloss die Bildebene der
Centralstrahlen in Betracht, sondern die Bildebenen sdmmtlicher Zonen
und auch noch die niachste Umgebung beiderseits, so sieht man, dass erst
diese Momente die Betonung der Voraussetzung ndétig machen.

Es 1st tibrigens unmittelbar klar, dass wir die vorliegende Annahme
auch in anderer Weise, ndmlich so aussprechen konnen, dass geringe
Neigung der Wellenfliche gegeniiber den benachbarten Teilen einer sich
anschmiegenden Kugelflache, oder noch anders, geringe Fokusdifferenzen
fiir die verschiedenen Zonen voraussetzen. Dass aber auch diese Annahme
keineswegs enger Natur ist, folgt daraus, dass nur die Cosinus der betrach-
teten Neigungswinkel in die Formel eingehen, also von vorneherein nur
Grossen 2. Ordnung, die Winkel als solche 1. betrachtet, vernachléssigt
werden.

Die gemachten Voraussetzungen scheinen uns nicht ein sicheres Urteil
iiber die Vernachlassigungen zu erlauben, welche wir begehen, wenn wir
an die Stelle des fiir unsere nicht spharische Welle dynamisch moglichen
Polarisationszustandes den oben skizzierten fir die Kugelfliche méglichen
substituieren.’) Andererseits aber ist es — die Moglichkeit einer conti-
nuirlichen Aenderung des Vibrationszustandes bei stetiger Aenderung der
Form der Wellenfliche zugegeben — sogar wahrscheinlich, dass bei der
von uns vorausgesetzten Kleinheit der Abweichungen der Wellenfliche in
Radiusvektor und Neigung, nur Glieder 2. Ordnung vernachléssigt werden,
wenn man die Abweichungen als solche 1. betrachtet.

Bei der vorliegenden Unsicherheit wollen wir, ohne auch nur zu
versuchen, die Moglichkeit der Vernachliassigungen plausibel zu machen,
diese letztere einfach als neue Voraussetzung behandeln. Wollten wir
iibrigens eine der fritheren gleiche genetische Vorstellung als begriindet
ansehen, so konnten wir aus dieser Voraussetzung wenigstens den die

1) Hier ist eine Bemerkung zu machen. Im Allgemeinen sind fiir jede Form einer freien
elastischen Welle eine ganze Reihe von Vibrationszustiinden moglich; wenn wir nun hier nur von
einem einzigen gesprochen haben, so soll darunter derjenige verstanden sein, welcher bei einer
kontinuirlichen bis zum Verschwinden fortgesetzten Verkleinerung der fiir die nicht sphirische
Welle charakteristischen Constanten durch eine Reihe dynamisch méglicher Zustinde zu dem
obigen fiir die Kugel auf ebenfalls — falls dies iiberhaupt méoglich ist — continuirlichem Wege

hinfiihrt.
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Schwingungsrichtung betreffenden Teil herausnehmen und liessen dann
bloss die Frage nach der Amplitude offen. Da jene strengere Begriin-
dung indessen fehlt, so mogen beide Teile in der Voraussetzung bleiben.

Diese letztere enthilt jedoch noch eine Unbestimmtheit, namlich die
der Art und Weise, wie der Vibrationszustand auf der Kugel auf die
nicht sphérische Flache iibertragen werden soll. Da dies bei unserer
mangelnden dynamischen Einsicht etwas willkiirlich ist, und hochstens das
Motiv, moglichst geringe Abweichungen auf den beiden Flachen zu er-
halten, also z B. die Vibrationszustiande auf moglichst benachbarte Punkte
zu ubertragen, von Bedeutung sein konnte, so haben hier die analytischen
Riicksichten auf Einfachheit in Verbindung mit dem Schwingungszustand
der Kugel ein entscheidendes Gewicht, und wir treffen mit Riicksicht
hierauf unsere Bestimmungen in folgender Weise.

Die Bewegung in unserer Wellenflaiche soll der Amplitude nach
durch eine einfache periodische Rotation um eine feste Axe gegeben sein.
Diese Axe soll durch den Mittelpunkt der im Symmetriepunkte sich an-
schmiegenden Kugel gehen und senkrecht zur Symmetrielinie liegen. Was
zweitens die Richtung anbetrifft, so sollen die Vibrationen in den
Schnittlinien der zur Drehungsaxe senkrechten Ebenen mit der Wellen-
fliche stattfinden. Die Bewegung soll also stets innerhalb der Wellen-
fliche vor sich gehen. Statt der ersteren Bedingung, wonach die Ampli-
tude dem Abstand eines Punktes der Wellenfliche von der genannten Axe
proportional ist, kénnen wir iibrigens auch die andere substituieren, dass
sie dem Abstand der die Schwingung enthaltenden geraden Linie von
jener Axe proportional sein soll. Denn dies wiirde nur auf Vernach-
lassigung von Grossen 2. Ordnung hinauslaufen, wenn wir wiederum die
Abweichungen der beiden Wellenflichen in Radiusvektor und Neigung als
solche 1. Ordnung betrachten.

Gehen wir schliesslich zu unseren beiden letzten Voraussetzungen
iiber, so ist dariiber nur zu sagen, dass die Abweichungen der Wellen-
flichen i1m Radiusvektor fiir praktische Zwecke hochst wahrscheinlich
kaum eine Wellenldnge betragen diirften.

Pricisieren wir jetzt unsere Annahmen noch einmal, so kéonnen wir
kurz sagen. Ks wird vorausgesetzt:
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1) Die Benutzbarkeit der Stokes’schen Formeln unter Zugrunde-
legung eines im Grenzfalle der Kugel dynamisch moglichen Vibrations-
zustandes.

2) Die Kleinheit der Storungen der Welle in Radiusvektor wund
Neigung.

3) Die Beschriankung auf die der Axe nahen Punkte der Bildebenen
der verschiedenen Zonen und deren nidchster Umgebung.

Wir haben bisher eine Voraussetzung nicht erwahnt, ndmlich die
der Beschriankung in der Grosse des Oeffnungswinkels und geschah dies
aus dem Grunde, weil die Précisierung derselben in bequemer Weise sich
erst spiter geben lasst. Bisweilen ist diese Grosse namlich fast ganz
ohne Einfluss und kann dann die einfallende Welle fast halbkugelformig
sein; bisweilen aber miissen wir auch, wie z B. bei dioptrisch weniger
corrigierten Systemen, eine starke Beschrinkung im Oeffnungswinkel ein-
treten lassen.

Keine einengenden Voraussetzungen sind dagegen nétig in bezug auf
die Anzahl der Aberrationsglieder und kann in dieser Beziehung die Auf-
gabe in voller Allgemeinheit behandelt werden; nichtsdestoweniger wollen
wir jedoch der Einfachheit halber uns auf die der 4. und 6. Potenz der
linearen Oeffnung proportionalen Glieder beschrianken und uns begniigen,
an den betreffenden Stellen darauf hinzuweisen, dass keine principiellen
Veranderungen in der Entwicklung bei Mitnahme beliebig vieler Glieder
eintreten wiirden.

Wir wenden uns jetzt zur Aufstellung der Grundformeln und haben
zu diesem Zwecke zunichst das Coordinatensystem und die Bezeichnungen
zu wahlen.

Den Anfangspunkt des ebenen, rechtwinkligen Coordinatensystems
verlegen wir in den Scheitel (Symmetriepunkt) des begrenzten Wellen-
stilckes, die 2z Axe senkrecht zur Wellenfliche (positiv in der Richtung
der Fortpflanzung des Lichtes gerechnet), und

die # Axe parallel der Vibrationsrichtung im Scheitel.?)

1) Ueber die positive Richtung der # und y Axe brauchen wir schon aus Symmetriegriinden
keine Bestimmung zu treffen.
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Ferner seien:

z, 9, 2 die Coordinaten eines Punktes der Wellenfliche,

Genptang X des untersuchten ,Bildpunktes,

{ die Zeit,

¢} die Schwingungsdauer des angewandten Lichtes,

4 die Wellenldnge desselben,

d die Entfernung eines Punktes der Wellenfliche von einem ,Bild-
punkte“,

R der Radius der kreisférmigen Begrenzung,

dw ein Element der Wellenfliache.

Schliesslich fithren wir noch die Gréssen 7, ¢, ¢, ¥ durch die
Gleichungen # = rcos ¢, y = rsin¢, § = @cos x, 7 = @sin 7 ein.

Indem wir jetzt in den Stokes'schen Formeln unter g (bf) nicht
eine Verriickung, sondern die Geschwindigkeit derselben verstehen, —

was ohne weiteres gestattet ist — und dieselbe in der Form A4'sin?2 né’;—

ansetzen, gilt es zuniichst, die Variabilitit des Faktors 4" mit dem Orte
auf der Wellenfliche darzustellen.

Um dies thun zu konnen, brauchen wir die Gleichung der Wellen-
fliche. Es ist wichtig, derselben eine Gestalt zu geben, welche einerseits
in den vorkommenden Formeln zu analytisch einfachen Ausdriicken fithrt
und andererseits die durch die Abweichungen von der Kugelgestalt ver-
anlassten Wirkungen leicht iibersehen lasst. Wir wahlen die Form:

2 9 . r 2 r +
(f — 2)* + er* =%, worin & den Ausdruck 1 4 ¢ (7) ~+ & (-f,) e
bedeuten soll. Fir ¢ ¢ ...= 0, also ¢ =1 geht dieselbe offenbar in

die Gleichung einer Kugelfliche vom Radius f iiber. Ebenso ist klar,
dass im allgemeinen Falle / die Vereinigungsweite der Centralstrahlen

bedeutet. ¢, (;), &, (-%)4 etc. sollen das erste, zweite etc. Aberrationsglied
heissen.?)
Was die Gestalt der durch die obige Gleichung darstellbaren Wellen-

fliche anbelangt, so moge hier kurz folgendes bemerkt werden. Be-

1) Diese Bezeichnungsweise weicht insofern von der iiblichen ab, als man gewdhnlich das
in der Gleichung der Wellenfliche mit & multiplicierte * hinzurechnet und dann von Gliedern,
welche der 4., 6. Potenz der linearen Oeffnung proportional sind, spricht.

Abh. d.II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIIIL Bd. I. Abth. (17) 3
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schrinken wir uns auf ein einziges Aberrationsglied, so liegt die Fliche
ganz auf einer der Seiten der im Symmetriepunkte sich anschmiegenden
Kugel und zwar im Falle eines positiven Gliedes auf der concaven (der
den ,Bildpunkten“ zugewandten), 1m Falle eines negativen auf der
convexen Seite. Sind zwel Aberrationsglieder beliebiger Ordnung vor-
handen, so koénnen wiederum die beiden vorigen Fille eintreten; unter
anderem geschieht dies immer dann, falls die beiden &s gleiches Vor-
zeichen haben. Ist letzteres nicht der Fall, so kann die Fliche sowohl
ganz auf jeder der Seiten, wie auch zum Teil auf der einen, zum Teil
auf der anderen liegen. Letzteres vorausgesetzt liegt sie, wenn man vom
Symmetriepunkte aus nach dem Rande zu geht, zunichst auf der concaven,
falls das Zeichen des niedrigeren Aberrationsgliedes positiv ist, auf der
convexen, falls es negativ ist etc. Wir erhalten also, wenn wir bloss auf
die Lage der Fliche zur sich anschmiegenden Kugel Riicksicht nehmen,
folgende Typen, wobei der Symmetrie wegen’) immer nur die Hilfte der
Welle gezeichnet ist.

Bei einem Aberrationsgliede Fig. Ia und Ib,

bei zwei Aberrationsgliedern die vorigen und Fig. IIa und IIb,

.. drei 4 saimmtliche fritheren und Fig. Illa
und IIIb ete. Ueberhaupt erhalt man, falls man zu einer um 1 hoheren
Anzahl von Aberrationsgliedern iibergeht, immer zwei Typen mit je einem
Schnittpunkte mehr, als die vorausgegangenen besassen, zu sidmmtlichen
fritheren Typen hinzu. — Alles dies 1st aus den Elementen der Algebra
klar und bekannt.

Wir wollen weiter, um spater nicht aufgehalten zu werden, von
einigen fiir die Beurteilung von Vernachlissigungen wichtigen Grossen
auf Grund unserer fritheren Annahmen die Grenzwerte oder wenigstens
deren Grossenordnung bestimmen. Ks sind dies die Grossen & resp.

e-——l:sl(%)ﬂ—{— ()4—}- e SrymRhd
,u,—__—2el(;') +36(% )—-}—463(f)6—{—...

1) Da in der Gleichung der Wellenfliiche 2 f — 2z mit 2 ohne Aenderung vertauscht werden
kann, so ist dieselbe gegeniiber einer zur Axe senkrechten durch den Punkt o, o, f gehenden Ebene

I —— — —

symmetrisch.
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Was die erstere, also » anbetrifft, so gelangen wir zu dem genannten
Zwecke sehr leicht auf dem folgenden Wege.

Wir haben bereits frither erwiahnt, dass die Abweichung der Wellen-
flache von der Kugelgestalt im Radiusvektor kaum eine Wellenlinge be-
tragen darf. Nehmen wir nun den vom Punkte o, o, f gezogenen Radius-
vektor, so ist die genannte Abweichung gleich /—Vy»*  (F—2)? oder
mit Benutzung der Gleichung fiir die Wellenfliche f/ — V2 4+ (1 —¢)»2
Setzen wir als Maximalwert hierfiir 4, so muss, da f bereits nach den
Voraussetzungen der Stokes’schen Formeln gegeniiber der Wellenlinge
gross sein sollte, mit hinreichender Naherung

(e — 1) (?)2< -2;' 1)

sein. Da & — 1 fast immer in Verbindung mit dem Faktor (Z)z vor-

/

kommen wird, so mag die Ungleichung in der vorliegenden Form stehen

bleiben.
Wir wenden uns weiter der Grenzbestimmung fiir ¢ zu. Differen-

tiieren wir zu diesem Zwecke die Gleichung der Wellenfliche, so er-
halten wir:

o2 __9(err)  9(er?)
25, —29) =—— = —5""2r oder.

2 -\ 4
z_i.(f—z) =r{l+ 2¢ (;) -+ 3 & (%) ~+ .

=7r (1 4 w 2)

Der Umstand, dass in der vorliegenden Form fiir @ ein Differential-

quotient vorkommt, und u« selbst durch eine Differentiation gewonnen

werden kann, lasst darauf schliessen, dass wir zu einer Grenzbestimmung

fiir © gelangen werden, falls wir die Neigungsabweichungen unserer

Wellenfliche gegeniiber der bekannten Kugelfliche, oder, was ungefihr

auf dasselbe hinausliauft, die Richtungsdifferenz zwischen Normale und

dem vom Punkte o, 0, f nach dem fraglichen Punkte gezogenen Radius-
vektor betrachten.

Nennen wir die Winkel zwischen der z Axe einerseits und der Nor-

male resp. dem Radiusvektor andererseits 1’ resp. 1), so bestehen offen-

1) In der iiblichen analytischen Bezeichnungsweise wiirden dieselben #—v’ und w— heissen.
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bar die Gleichungen f:z = tg ¥ und g’; = tg ¢/ und demnach
/ )
te () — ) = ai f:z
dg  Jink
54 dr f—2

: P s - .
Ersetzen wir hierin é_f- durch (2) f-?—z (1 4+ u), so ergiebt sich
v

tg (1;1' — w) — u f:
1+ () a+w

und hieraus das gesuchte u zu

1+ (2,) e/ —o

3 /
Fa (f: z) tg (v —y)
oder mit Beriicksichtigung der Gleichung der Wellenfliche zu

2
) Laktt i)
g\ —@)- = o\ 2
A1 > 2) (_:7) t‘g ("/”“V’)

Wir haben es nun zwar als Voraussetzung hingestellt, dass die
Neigungsabweichungen, also auch 3 — ¥ klein sein sollen, und hitten
bei der Wahl der Gleichung der Wellenfliche die Erfiillbarkeit derselben
controlieren miissen, wollen jedoch hier umgekehrt aus den Abweichungen
im Radiusvektor und der Gleichung der Wellenfliche selbst die Neigungs-
abweichungen (wenigstens der Grossenordnung nach) bestimmen.

Es i1st nun zundchst plausibel, dass bei dem vorliegenden Typus der
Wellenfliche die Neigungsabweichungen, bei einer gegebenen Anzahl von
Aberrationsgliedern und gegebener Maximalabweichung 1im Radiusvektor,
dann die grossten Maximalbetrige erreichen konnen, falls moglichst viel
Schnittpunkte der beiden Flichen!) vorhanden sind. Dies sei der Fall

9

—— e = —— - ——— —— —— =

1) Wir rechnen hier wie im folgenden die Flichen immer nur bis zur Begrenzung.
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Wir wollen nun weiter annehmen, dass die Bogen, in welche ein Meridian-
schnitt der Wellenfliche durch jene Schnittpunkte geteilt wird, annéhernd
gleich gross sind und die Bogen selbst als Kreisbogen betrachtet werden
konnen.') Die Maximalabweichungen in der Neigung finden dann selbst-
verstindlich in den Schnittpunkten statt und lassen sich darstellen durch
die halbe Differenz oder Summe der Centriwinkel, welche den beiden benach-
barten Bogen (der Wellenfliche namlich und der bekannten Kugelfliche) an-
gehoren, oder wenn man mit %, ¢, 4, die Sehne und die beiden Radien

der flachen Bogen bezeichnet, naherungsweise durch 'Z“ 31 L j ) Nun ist
1 2
aber andererseits die Summe oder Differenz der Pfeilhdhen der Bogen

durch 1 (_‘_ﬁ_rz_ﬂ)2 {_{_}: + :}:} gegeben, und demnach der Neigungswinkel an den

Endpunkten durch das Produkt aus % und dem grossten Abstand der

beiden Bogen. Soll dieser letatere Faktor hochstens 4 betragen, und
nehmen wir 2# Schnittpunkte der beiden Flichen an, so ist also tg (v — v

oder ' — 1 gleich oder kleiner als 4 # 4 dividiert durch den halben Meridian-

bogen der Wellenfliche oder mit Verstirkung der Bedingung: ' — v 2 é%{'

Die zuletzt gemachten Voraussetzungen iiber die Grosse der einzelnen
Bogen und ihre Gestalt brauchen natiirlich keineswegs erfiillt zu sein,
andererseits aber handelt es sich fir uns auch nur darum, ein Urteil
iiber die Grossenordnung von ¥ — w und damit von w zu gewinnen
und es wird in den meisten Fiallen gleichgiltig sein, ob ein Neigungs-
winkel unter Umstianden das Zehnfache des soeben festgesetzten Wertes
erreicht.

Wie man sieht, wichst die Maximalgrenze der Neigungswinkel mit
wachsender Anzahl der Schnittpunkte; wir diirfen diese also micht, ohne
gleichzeitig die Maximalgrenze fiir die Abweichungen im Radiusvektor
herunterzusetzen, beliebig wachsen lassen. In der That aber diirfen wir
auch, um nicht enorme Weitlaufigkeiten der Rechnung zu haben, hoch-
stens 4 bis 5 Aberrationsglieder zulassen, die also ihrerseits hochstens 3
bis 4 Schnittpunkte bewirken konnten. Demmach ist o — ¢ fiir alle

1) Da es uns nur auf die Bestimmung der Grissenordnung von g ankommt, ist die Frage
nach der Moglichkeit dieses Falles ziemlich gleichgiltig.
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Arten der jetzt iiblichen Objektive eine kleine Grosse. Ist nun ! :3 be-

triichtlich grosser als ' — w, so ergibt sich ,u;. A "Uf.___-:'. f und also
; r f 4nk r\3 4nl
der Maximalwert von ,u?, ANl e der von w (’—‘.) AN e 3)

Alles dies natiirlich nur auf Grund der fritheren vereinfachenden Annahinen.

Da nach den fritheren Festsetzungen die Amplitude und damit die
Vibrationsgeschwindigkeit eines Punktes der Wellenfliche demm Abstand
desselben von der durch den Vereinigungspunkt der Centralstrahlen ge-
legten zur y Axe Parallelen proportional sein soll, so miissen wir den

Faktor 4" durch 4 -—?
zeichnen soll und demmnach A4 ersichtlich die Amplitude der Vibra-
tionsgeschwindigkeit im Symmetriepunkte bedeutet. Denke
ich mir jetzt durch jenen Punkt der Wellenfliche eine zur z Axe senk-
rechte Ebene gelegt, so ist der Abstand 9 die Entfernung zweier Punkte
mit den Coordinaten «,z und o, f, also durch Vz* - (f—2)* gegeben.
Dieser Ausdruck kann mit Hilfe der Gleichung der Wellenfliche auf die
Form Vf* — y* 4 (1 —¢)»* gebracht werden und es wird demnach die

Amplitude der Vibrationsgeschwindigkeit ¥ iy _|; G smaiod 4

Wiirden wir an Stelle des Abstandes der betrachteten Geraden
von einem Punkte der Wellenfliche den Abstand jener Geraden von
der die Schwingung enthaltenden Tangente nehmen, so hitten wir
offenbar nur ¢ mit dem Cosinus des Winkels zwischen dem ersteren Ab-
stande und der Normalen (des Schnittes der Wellenfliche mit der Ebene
y = Const) im fraglichen Punkte zu multiplicieren. Dieser Cosinus lisst
sich durch

darstellen, worin & den genannten Abstand be-

(f—2)+ 2*(1 4 u) T
VT et =) =2l e
darstellen, worin w« unseren Ausdruck 2 g, (%)2 —+ 3 & (—;;y —+ .. bedeutet.

Bringen wir den Cosinus auf die Form

1
VP 1 w z* : ]/ 1. w2z -+ u® e
(F—2aP+2*(1 +u) Cf— et (14w’
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so sehen wir, dass in der Differenz desselben gegeniiber 1 hochstens

Glieder, die mit u* multipliciert sind, vorkommen. Da nun — ausser
2

z

F—2F+20+w
2

eine Grosse von derselben Ordnung wie (1) ist, so ist das mit «* multi-

f
o - . . [ 4nk)? .
plicierte grosste Glied von der Grossenordnung ( et ) und es sind
demnach die nach den beiden Annahmen gefundenen Ausdriicke fiir A’

selbst fiir die meisten Mikroskopobjektive hinreichend gleich.
VA= F =g
f

wir mit der gleichen Beschrinkung auf nicht allzu grosse Oeffnungs-
winkel — z. B. bis auf solche von 120° — fiir die meisten Objektive

den Faktor Vf*—2+ (1 —¢)»> durch Y2 —2* ersetzen, denn die be-

gangene Vernachlissigung erreicht nur ein geringes Multiplum von &

f

Wir wenden uns jetzt zur Darstellung des Flichenelementes unserer
Wellenflaiche. — Indem wir mit N die Grosse der Normale bis zur
Symmetrieaxe bezeichnen und die bereits frither eingefithrten Winkel ¢

und w!) benutzen, erhalten wir fiir dasselbe: dw = Nsinydg- Ndvy

= N2sinydyde. Da nun aber sin&,u:-iX und tgip:::—z—f- 1st, so er-

fiir Systeme mit sehr grossem Oeffnungswinkel —

Benutzen wir nun den ersteren - A, so konnen

gibt sich der Reihe nach:

d(_?J_.e)
r*dy-deg r*cos* Ydeg - oz o or d g
dw = : — . d\=—)=r= : —
sin Y s Y or ¥ WEAY
or ok (Sr)

Ersetzen wir hierin g—; durch den aus 2) genommenen Wert 7{—; (1 + w),

¥ ( r )

g (ﬁ) . [—2/ | cidi

also o durch o

or f—=z

und machen die gleiche Substitution nach Ausfithrung der Differentiation

— -— e ——

1) pag. 127 und 130.
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f—a

in dem Gliede , 80 erhélt der Ausdruck fiir das Flichenelement

die Form:

dw = rdrdg- — (f"z)z‘l"’z(l‘l‘#)_

- 1+(:2,) @

oder mit Benutzung der Gleichung der Wellenflache:

rdrde P+ r(Q—e+n)
f—2 V4 {0 + w>— s

Entwickle ich diesen Ausdruck nach steigenden Potenzen von ;, SO er-

gibt sich mit der fiir die Beurteilung der Vernachléassigungen zulidssigen

Beschrinkung auf das erste Glied /- r;.zidzq’ { 14 ‘f;z (1—e&—u? -4 - }

. : ) ; A
Es werden also hier wiederum Glieder von der Grossenordnung —- und

; f
( 7 _{_ ) 4;;2')2 vernachlassigt, falls wir den Ausdruck fiir das Flachen-
element in der Gestalt 7.~ ;l:ciq; annehmen.

Es handelt sich weiter darum, die Verschiebungen resp. Vibrations-
geschwindigkeiten in einem ,Bildpunkte“ nach den hierfiir geltenden
Regeln zusammenzusetzen. — Nach Stockes liegt die bewirkte Ver-
schiebung senkrecht zum FElementarstrahl und in der durch diesen und
die Verschiebungsrichtung in dem Element der Wellenfliche gelegten
Ebene. Wir hétten also 1n der iiblichen Weise die Verschiebungscom-
ponenten nach jeder der Coordinatenaxen zu addieren und diese Summen
wiederum zur Resultante zusammenzusetzen. Zu diesem Zwecke haben
wir zunidchst die Verschiebung am Ende eines Elementarstrahles mit dem
Cosinus der Neigung desselben gegeniiber der Axe zu multiplicieren.
Es 1st nun nach dem bereits frither angedeuteten klar, dass infolge der
grossen Niéhe der in betracht kommenden Teile zur Axe und der vor-
aussetzungsmassigen Kleinheit der Longitudinalaberration wir ohne grossere
Einbusse an Genauigkeit an Stelle der wirklichen Neigungswinkel die
fiir den Punkt o, o, /, also den Vereinigungspunkt der Centralstrahlen

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIII. Bd. I. Abth. (18) 4
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giltigen substituieren koénnen; denn es werden hierbei von vorneherein
nur Glieder von der Ordnung des Quadrates des Winkels vernachlissigt
werden, welcher vom Scheitelpunkt der Welle aus gerechnet die in be-
tracht komimende (beobachtbare) Erscheinung umfasst. Substituieren wir
aber die genannten Winkel, so ergibt sich infolge des vorausgesetzten
Polarisationszustandes, dass nur fiir die z und 2z Axe ein von Null wesent-
lich verschiedenes Resultat vorhanden ist, dass dagegen der fiir die y Axe
gebildete Ausdruck nur durch die Abweichungen der Fliche von der
Kugelgestalt bedingt ist und mit ihnen verschwindet.

Wir hitten demnach nur die Cosinus der Neigung der Vibrations-
richtung gegeniiber den ersten beiden Axen zu bilden und hier mit den
Ausdruck fiir die Vibrationsgeschwindigkeit in einem betrachteten Punkte
zu multiplicieren, um durch Summirung iiber das wirksame Stiick der
Wellenfliche die resultierenden Componenten in einem Bildpunkte zu
finden, wollen jedoch nichtsdestoweniger zum Zwecke einer strengeren
Begriindung auch den Ausdruck fiir den 3. Cosinus geben.

Nach den Voraussetzungen, die wir iiber die Vibrationsrichtungen
auf der Wellenfliche gemacht haben, sind diese durch die Schnittlinien
der der zz Ebene parallelen Ebenenschaar mit der Wellenfliche gegeben.
Legen wir nun durch ein Element dieser Schnittlinien und den Punkt
0, 0, f eine Ebene, so liegt nach der Stokes’schen Regel die von diesem
Element herriihrende Elementarschwingung des Punktes o, 0, /' in dieser
Ebene und senkrecht zur Verbindungslinie des Elementes mit diesem
Punkte, oder, was dasselbe ist, sie liegt in der Normale einer durch die
genannte Verbindungslinie senkrecht zu jener ersten Ebene gelegten
zweiten Ebene. Bezeichnen wir die Coordinaten dieser beiden Ebenen
mit z,, y,, 2, Tresp. Z,, Y., 2 sowle beliebige den Neigungscosinus ihrer
Normalen gegeniiber den Axen proportionale Grossen mit ¢, 3y, 71, @, 35y 7o,

so gelten die Gleichungen: o, %, + 8,9, + 7, (2, —/f) = 0

und t Zy + PBate + y2 (B —1F) = 1,
wobel augenscheinlich dem Umstande bereits Rechnung getragen ist, dass
die beiden Ebenen durch den Punkt o, o, / gehen sollen. Sie sollen aber

weiter auch durch den Punkt z, .z gehen und dies liefert zwei weitere
Gleichungen, namlich:
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o, 4+ Yy +yvi(z—f)=0 und
%+ By +y:(6—1)=10
Da nun ausserdem die erstere ein Linienelement der durch den
Schnitt der Wellenfliche mit den Ebenen y — Const gebildeten Curven

enthalten und die zweite auf der ersten senkrecht stehen soll, so kommen

nach den Regeln der analytischen Geometrie drei weitere Bedingungs-
gleichungen hinzu, néamlich:

adx -+ p,dy + 7, dz = 0,
ty 0~ [ [3) 7271 =0

und die durch Differentiation der Gleichung der Wellenfliche mit Beriick-
sichtigung von y — Const gewonnene:

rgg—;dx+2.vdx-e—|—2(z—f)dz=0.

. Y e, ;
Indem wir nun zunichst 5 bilden, erhalten wir aus

g—; — ::2; — %;—v{e, (-;—.)2—{—282 (—;:.)4—}—}

rﬂ?_sda; = 2242 le, (?)2 —+ 2 &, (7:)4 }

dx /

und es geht demnach die differentilierte Gleichung der Wellenfliche mit

/

Beriicksichtigung von & 4 &, (;‘) 19, (?)‘Jr. — 14 uwinzds(l-+ w

+ (2—f)dz = 0 iiber. Um die gesuchten Cosinus moglichst einfach
darzustellen, eliminieren wir aus dem Gleichungssystem :

3Ly =+ Po Yo 4+ Y2 (82 —1) = 0
L% By + y2(2 —F) =0

a0~ P2 + 727 =0
die Grossen «,, [3,, 7, und erhalten

Ty Yg & — I
x y & —f|= 0 oder

Ctl ﬂl 71
Yy —e—rp) + ¥ —Fe

zy) + &@p —ya) = 0.
4*
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Demnach sind die gesuchten Cosinus —

Wn—2e—rB)Y+@—Ffou—ay)?+ @ —ya)?
abkiirzungshalber R gesetzt —

Y7, —&—1[P; g—fo,—zYy, zp, —uya,
Vh o e v
I selbst lisst sich in der Gestalt:
@492 42— @ +6i+7)—@autyp+2—Fn)

oder wegen za, + y 3 +2—fy, = 0 in der Form

——— e,

R = (z*4+9y*42—12) (ef 4 B + 73)

schreiben. Es handelt sich jetzt noch darum, e, f3,, 7, oder vielmehr
ithre Verhaltnisse durch die Coordinaten der Wellenfliche darzustellen.
Wir eliminieren zu diesem Zwecke in #ahnlicher Weise wie vorher die
oy, [y, 7, aus dem Gleichungssystem:

o + Py +7(B—1F) =0

oz + fy 4+ yi(e—171)=10

o, dx ~+ v, dz =50

und erhalten:

53; y ¢ —f| =0,

oder mit Beriicksichtigung der Gleichung zdz (14 w) 4+ (z—/f)dz =10
und nach Ausfithrung der Determinante:

ryzsl+w) S+ (—22- 1 Eu—s—Ft2—fly-2—F) =0

Da in dieser nach z,, ¥, 2, linearen Gleichung die Coefficienten dieser
drei Grossen den e, [3,, 7; proportional sein miissen, so kénnen wir die-
selben in die Ausdriicke:

yyl_z—fﬁg_ z—fa,—xy, zp—ye,
VR ) VR ’ VR
an Stelle der «,, [3,, y, substituieren. Die gesuchten Cosinus bekommen
dann die Gestalt:
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e—F{e—r24y2+22(1+w)h:VR
s—f-y-z-u:VR
—afs—f2+ 1+ p@+9)}: VR
und mit Benutzung der Gleichung der Wellenfliche:
e—f{{*+ (1 —e&r+ a®u}: VR
i—f-y-z-u: VR
— o {f?*-F (1 s+ )r*} T VR,
wobel /R selbst die Form:
VE+OQ—rV{PP—yr+A—er*+a2u} {P+(1—8r*+22u} +22y? u (1 + u)

annimmt. — Wiirden wir an die Stelle dieser Ausdriicke die fiir die
Kugel giltigen

2 vlnis 0 —Z
]/fl__ y?" ? sz_yé'

setzen, so wiirden fiir Systeme von nicht allzugrossem Oeffnungswinkel

) A
nur Glieder von der Grossenordnung - und M’ , also von der letzteren

I [—=

vernachléassigt werden.

Recapitulieren wir jetzt die Vernachlassigungen noch einmal, welche
beim Uebergang von der Kugel zu unserer Wellenfliche eintreten miissen,
um die in der Formel fiir die Lichtwirkung ausserhalb des Cosinus und
der Faktoren (1 4 cos J)sin 7 auftretenden Ausdriicke durch solche wie
bei der Kugelwelle ersetzen zu konnen. Dieselben waren bei der Dar-
stellung der Amplitude von der Grossenordnung von % und ( ’._f_ 3-4;;2“)2,

bei dem Flichenelemente wiederum von der Grossenordnung des letzteren

Ausdrucks und bei der Darstellung der Neigungscosinus der Verriickungen

gegeniiber den Axen von der Grossenordnung von 2 und éﬁf‘ Voraus-

[ f—&

gesetzt war hierbei ferner noch die Beschré,nkung auf die Nachbarschaft
der Fokalpunkte der verschiedenen Zonen und geringe Longitudinalaber-
rationen. Ist fiir einen Fall die Vernachlissigung der beziiglichen Glieder
gerechtfertigt, so konnen wir die von einem Flichenelement der Wellen-
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fliche herrithrenden der z und z Axe parallelen und hier allein in betracht
kommenden Componenten der Vibrationsgeschwindigkeit in einem Bild-
punkte nach der Formel von Stokes durch?!):

RS e U T t
X = W 7 -sz__ﬂ-Acos 2”(5_1) und
17 e f_.?_'drd(p.]/f”——yz. x 0 $anng
22d f—= Foatga= i hee (6 3} e
Rl | b o 0d
X-——é—a-z-rdrdrpcoa'-;?n R und
Z: 4 rdr.d(,. ¥ '0082"!(}———@)
2da Py L

ausdriicken, wo ¢ die Entfernung des betrachteten Punktes vom Flachen-
elemente bezeichnet.

Das fiir X gewonnene Resultat hat ein gewisses Interesse wegen
seiner Einfachheit; es besagt, dass bei einer Kugelwelle — unter Voraus-
setzung der Beschriankung auf die dem Centrum der Welle benachbarten
Punkte und der Anwendbarkeit der Stokes’schen Formeln mit Zugrunde-
legung des friither skizzierten dynamisch moéglichen Polarisationszustandes
— die von der Variabilitit der Amplitude mit dem Orte, die von der
Ersetzung des Wellenflichenelementes durch ein Element der Oeffnungs-
projektion auf den Schirm und die von der Beriicksichtigung der Neigung
der Schwingungsrichtungen (der Elementarstrahlen) im Bildpunkte her-
rithrenden Faktoren sich fiir die # Componente gegenseitig compensieren;

B A, At e BRI ] ' : =2
VI st apmlich indieser. dar erstere, I der zweite und L —%

f f—z sz —
der dritte Faktor. Diese Faktoren haben bei Voraussetzung eines ge-

ringen Oeffnungsverhaltnisses sehr wenig von 1 verschiedene Werte, so

dass sie z. B. fiir den gewdhnlichen Fernrohrtypus (I = -3101) kaum in

3

betracht kommen. Fiir photographische Objektive von grésserem Oeffrrungs-

ez A gl
verhaltniss (z. B. i

) beginnen die maximalen Abweichungen gegen-

1) Der variable Faktor von 4 is-t bei der in der Formel von Stokes vorkommenden Diffe-
rentiation als constant zu betrachten.
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ither 1 schon merklich zu werden und fiar mikroskopische Objektive
endlich (bei einer Beanspruchung derselben auf Bilder, die in der Niihe
der Fokalebenen zustande kommen) kénnen

zu kleinen Bruchteilen, und kann zu einem grosseren Multiplum

e
der Einheit werden. /
Ber1 der unter den obigen Voraussetzungen hier gegebenen Erweite-
rung der Grundformeln auf Systeme mit grossem Oeffnungswinkel tritt
die Schwierigkeit auf, dass fiir eine bequeme analytische Entwicklung das
betrachtete Gebiet in der Nédhe des Wellenmittelpunktes immer mehr ein-
geengt werden muss; doch 1st dies andererseits auch insofern in gewissem
Masse statthaft, als mit wachsendem Oeffnungsverhiltniss die Dimensionen

der Beugungserscheinung zusammenschrumpfen.

Wir wenden uns nun zur weiteren Entwicklung der Componenten
fiir die Vibrationsgeschwindigkeit, die unter den frither charakterisierten
Vernachliassigungen die Formen:

A t d

“—________..- ) 2." e b | i _r
X &= 57 7 rdrdgcos 7(@ l) und
A z t d
Z——g'l'(;'rd"'d‘/“'f —-2003271, 5—1—)

erhalten haben und jetzt itber die ebene kreisformige Begrenzung zu in-
tegrieren sind. d lasst sich als Entfernung eines Punktes z, 7, # von einem
Punkte & #, £ oder, wie wir lieber schreiben wollen, & 7. f 4 J durch

(x — &2 + (y — 7?4+ (¢ — f' -+ 0)? ausdriicken oder mit Einfithrung der
fritheren Grossen », ¢, 0, 7 durch

7 —2rgcos (g —z) + ¢* + (F— 9 + 20 f—2) + 92

Ersetzen wir hierin /' — 2z durch den aus der Gleichung der Wellenfliche
(f— 2% -+ er®? = [? genommenen Ausdruck, so ergibt sich:

A =7*4(1—e)r*—2rocos(p—x) + 0+ 29V —er* 1+ 0>

Wir wollen uns nun zunéchst einmal orientieren, welche Werte oder
vielmehr von welcher Grossenordnung o Werte annehmen kann, falls
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f-+ 0 den ganzen Fokalbereich der verschiedenen Zonen um-
fasst.!) — Die Projektion einer Normale N auf die Symmetrieaxe hat
augenscheinlich den Wert

- ) : g~ Ly [izie
Pe oder — infolge der Relation £y e (1 + w) ey
o9

Addieren wir hierzu 2, so ist die Summe die Entfernung eines Fokal-
punktes vom Scheitel der Welle und wir erhalten demnach

()\ZZ—-'— [ e f = (f""'z)ﬂ

14w 14
Ist nun « eine kleine Grosse, — und es soll dies bei uns immer der
Fall sein — so ergibt sich aus fritheren Formeln fiir die Grossenordnung
f2

2 :
von w diejenige von O zu 47 4 - also digjenige von (-—rf) ) zu 4 n L

R

Wir betrachten jetzt zunichst d, insofern es unter dem Cosinus-
zeichen vorkommt. Bevor wir dasselbe indess in eine Potenzreihe ent-
wickeln, wollen wir eine kleine Transformation vornehmen, um den Giltig-
keitsbereich der ersten Potenz zu erweitern. Zu diesem Zwecke schreiben
wir d in der Form: |

d=Vf+20f+0+0—ar~2rees@g—p + ¢ +20 {fo—ev"’—-f}

P b . 2 27-9 2 26’ [ 3 1
__(f+d')]/1+(l-—e)(f d‘) (f—{—d)“cos((p x)+(f—|—d +(f—|—d)zll/l P 1
Geben wir dem Wurzelinhalt die Gestalt 1 4 7, so ergibt sich fiir

2

72< 1 der Ausdruck: 1 — - — 2

2 8 ,
auf die erste Potenz von 7, so vernachlissigen wir in dem Wurzelaus-

Beschrinken wir uns demnach

2
druck fir kleine = eine Grosse, die geniigend genau durch % dargestellt

2 e
ist, und demnach in 4 im wesentlichen eine Grosse (f - J) %—- Diese

Grosse muss ein kleiner Bruchteil der Wellenliange sein, falls das charak-

1) Damit soll nicht angedeutet sein, dass {iber diesen Bereich iiberhaupt nicht hinausge-
gangen werden soll; es hat jedoch kein grosses Interesse, dies in erheblichem Masse zu thun.
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teristische der Erscheinung hinreichend genau wiedergegeben werden soll.
Wir wollen diesen Bruchteil in der Weise festsetzen, dass das Quadrat
jedes der 4 = zusammensetzenden Glieder

Ly () L2 Lhh P
(1 e)( .), TR (p — %), T und

201 | |
(F+0p° 1V bl ekl
mit [ +——(-3 multipliciert kleiner als 10“‘3). sein soll.?) Da 0 gegeniiber f

eine klelne Grosse sein soll, kénnen wir diese Bedingung hinreichend auch
m der Form:

g(l—f-)“’ (—’—;)4< 10—32.; I(Qi?;e -

) <10-*4
_f_(g) -3 [ 26[ o f 2___ }2 —3 7
o7 2975 =) e(f.) 1] <1024
aufstellen.
Was die erste derselben anbelangt 80 ka,nn sie 1nfolge unserer

fritheren Festsetzung (1 — a)( ) <-——— durch _f< 10~? ersetzt werden

und ist also fiir alle vorliegenden Constructlonen von selbst erfiillt. —
Die zweite beschriankt, da sie ¢ enthilt, die Moglichkeit, bei der ersten
Potenz stehen zu bleiben, auf Punkte innerhalb eines gewissen Abstandes
von der Axe. Um diesen Abstand schitzen zu koénnen, erinnern wir uns
des frither bereits erwiihnten Ausdrucks fiir den Radius des #’ten dunklen
Ringes in der Fokalebene eines dioptrisch vollkommen corrigierten
Systemes. Substituieren wir denselben fiir ¢, so koénnen wir die zweite
A* (0,22 + m)*
8f
b 022+ my?
16 f

Die dritte Bedingung 1ist fiir ¢ < 2 B — und das soll uns geniigen —
auf Grund der zweiten erfiilllt. Was schliesslich die vierte:

< 10774, oder — 4 gleich

Ungleichung auf jeden Fall durch

< 1 ersetzen.

0,55 - 107% genommen — durc

1) Damit ist selbstverstiindlich zugleich auch die Bedingung erfiillt, dass die Produkte je

zweier dieser Grissen mit f —gé multipliciert < 10—34 sind.

Abh. d.II. CL. d. k. Ak. d. Wiss. XVIII Bd. I. Abth. (19) 5
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129 l/ P W 10—
anbetrifft, so konnen wir fiir méassige Oeffnungswinkel dieselbe hinreichend

genau in die Form
2
Lo(F-e e ) <1072

bringen. Um einen Einblick in dieselbe zu bekommen, benutzen wir fiir

J seinen oben geleiteten ,mittleren Maximalwert 4 n 4 P und erhalten,

da ¢ — ausser fiir sehr kleine Oeffnungswinkel — nach unseren Vor-
292 2
aussetzungen sich wenig von 1 unterscheidet 2")‘,}“ < 107?14 oder nT =< 1

Diese Bedingung ergibt also entweder, wie die erste, einen Minimalwert
fir f, oder bei gegebenem [ einen Maximalwert fiir die Neigung unserer
Wellenfliche gegeniiber der sich im Scheitel anschmiegenden Kugelfliche.

Nachdem so die Bedingungen fiir die Moglichkeit, alle iibrigen
Potenzen von 7 ausser der ersten zu vernachléssigen, erdrtert sind,
konnen wir den Ausdruck von d in der Form:

(e—1) #* 7o 0*
A gEld s +6°°B("° 2T 3+ 0)

f—l—d{l/l ¥

schreiben. — Man kann fragen, ob in den fiir die Int-egration in betracht
kommenden Gliedern

(e—1)7*  rocos(p—7) df “/1 o 1}
2¢+9’ T f+d F+0 M

ohne die vorher gesteckten Grenzen der Genauigkeit zu verlassen, /- O
sich durch f ersetzen lasst. Es zeigt sich, dass dies fiir das erste Glied

unter der Bedingung %g 10~% der Fall ist, wahrend fiir die beiden

anderen Glieder die Genauigkeit im Allgemeinen sehr darunter leiden
wiirde. Dagegen ist es noch moglich, in dem letzten Gliede fiir ein
nicht allzu grosses Oeffnungsverhiltniss ¢ = 1 zu setzen. Um dies ein-
zusehen, entwickeln wir dasselbe nach Potenzen von &¢ — 1 und erhalten
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erc)l/l—-—{ | (1;8).;:- . é-(il:g);(;Y)}

T f‘*

ek 2
Da nun (1 5 €) ( ;) <% war, s0 werden von dem Klammerinhalt bei
/)

"o e ' r . -
méssiger Grosse von — nur Glieder von der Gréssenordnung —, und dem-
/ f
L 61 L) L
nach von d nur solche von der Grossenordnung — - vernachléssigt.

y

Soll letzteres < 107* 4 sein, so kommen wir auf die obige Bedingung
0 o : (1 —¢) »
7 < 107° unter welcher in dem Ausdruck S
[+ & f gesetzt werden konnte, zuriick. Diese Bedingung mag daher

statt finden.
Es eriibrigt uns schliesslich noch, den Ausdruck ]/1 - ;— nach

an Stelle von

Potenzen von — zu entwickeln; dies gibt

;
| S Y R L r xS
: 2(;’) 8 (f) 16 (f)
und werden wir die Glieder soweit zu beriicksichtigen haben, als das
Produkt eines solchen und J' unseren frither festgesetzten Betrag 1074
iberschreitet.

Wie man sieht, liegt hier die praktische Grenze fiir die Grosse
des Oeffnungsverhiltnisses. Man wird iibrigens auch nur ungern héhere
Glieder, als die Darstellung der Aberrationsverhiltnisse erfordert, zu dem
Zwecke hinzunehmen, die Betrachtung auf die grosseren d’s entsprechenden
Ebenen auszudehnen. Fiir 0 = 0 ist das Oeffnungsverhiltniss am wenigsten
beschrankt und kann fir den Fall einer kugelformigen Wellenfliche be-
liebig gross angenommen werden. Mit wachsendem (absoluten) Werte

von J nimmt dasselbe jedoch bei Festhaltung einer bestimmten Anzahl
von Potenzgliedern rasch ab. Andererseits kann man sich bei dem ge-

brauchlichen Fernrohrtypus (— ~3 3 und bei 2 Aberrationsgliedern
bereits auf das Glied —1- % fiir die Fokalebenen aller Zonen beschranken.

Nehmen wir diese Beschrankung nicht an, wohl aber die, in dem Wurzel-

ausdruck & = 1 setzen zu kénnen, so lautet nunmehr der Ausdruck fiir d:
5*
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L d 0 (Exl)gs 1) rie s
el SRRy ey e v el e i e

f-,-d{ () () }

oder nach Potenzen von » geordnet:

, Nl Q?
d=f-4 9 S(f+ 0) f+dcos((p—x) 2 )‘—l-(f ( )

(7)4{1 Oty quﬁ_} (r)ﬂ{l i __gf’\}

/ 8 f 0. % 2(FH-9) f/. V16 F 4 = 2(f 4 0)
Nachdem so ¢ mit Riicksicht auf seine Stellung unter dem Cosinus-

zeichen oder mit anderen Worten auf die Phase discutiert worden ist,

bleibt mnoch das ausserhalb stehende gewissermassen die Amplitudenver-

haltnisse der Oeffnungsprojektion mitbestimmende @ ibrig und es fragt

sich, mit welcher Genauigkeit kann man dasselbe durch einen Mittel-
wert ersetzen.

Wenn man bedenkt, dass die grossten Variationen von ¢ in der
durch den betrachteten Bildpunkt und die Symmetrieaxe gelegten Ebene
auftreten, so lassen sich leicht die Grenzwerte von d finden. Bezeichnen
wir namlich dieselben mit d; und d,, so ist offenbar

P= 0+ (¢ — 7+ ) und &= — @) +(— 7+ )
und es kann demnach das Verhiltniss der halben Differenz der Grenz-

d,2—; % mit geniigender Genauigkeit
0

durch —3 dargestellt werden. Fiir diese Grosse aber lisst sich aus

{it
unserer fritheren Bedingung S ( 7 )< 107? 2 mit Zugrundelegung von
107°1/1,1
Vrf
sieht, héngt derselbe nur von f ab und ist fiir einigermassen bedeutende
f hinreichend klein, so dass wir in der That das variable d durch einen
Mittelwert (d,) ersetzen konnen.

werte zur Grosse selbst, namlich

= 0,556 - 10® leicht der Maximalwert finden. Wie man

Wir erhalten demnach fiir die die Vibrationsgeschwindigkeit in
einem ,Bildpunkte“ bestimmenden Componenten die Ausdriicke:
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A ¢ sunfik 0 0* re
“X—zdosz’d’d¢°°s2”[@ LA A D )

i 4] e )
+(5) 31 7+ (5) it + 5 3rs)

6 2
(}c)s{llﬁz(rla) o grierss) ]

e ] 1 t f+ 0
""Z"'-2d0;_fj"d"d‘:"‘f_z°°32”[@ =] ]
oder, indem wir » = s B setzen und die Abkiirzungen
2w Ro (R) _l 7_'.(__)4[1_ of L 71
AF+0) r+6 R T S e R ]
AL RY[1 of e S
s ( ) B 7L 3 } WE = etc. einfithren,
#R’. [z + 2 ¢
_X_2dol J‘fsdsd(p-cos[2nl@ 7 VAET]
k / k
+lscos(¢—x)+—é’-s2+2s44 62.95{ ]
it Pt 8 : cos [2 7 {~} + <]

T Lot jSQdSCOS‘P'dfp-VI_E(%)zs?

Ersetzen wir in dem letzteren Integrale — und es ist dies auf Grund

unserer fritheren Voraussetzungen bei Vernachlassigung von Grossen von

der Ordnung von i moglich —

/

1
l/1~ (Rﬁz durch l/l
SEERST =< wLieg 3 o
f
und entwickeln die Wurzel in eine Potenzreihe nach s, 80 erhalten wir:
e Sy LR T doll L L (EY o2 1 8 (BY 4
_Z_zdol'Tffs ds - cos ¢ d(p11+2(f)s —|—8(f)s

5 (R)® (¢t f+0 ¢* ;
—{—-1—(—5(7) se..}-cos[2n1@ 7 5% (F - 9) - {8 cos (¢ — x)

; A
2 ot (R ! 6
+ s —+ 4:.9 —|—ng]
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Um jetzt die Intensitit in einem Punkte zu finden, haben wir den
Mittelwert der kinetischen?) Energie pro Volumeinheit iiber das Zeitinter-

)
vall @ zu bilden. Dies gibt J = 5 [S~ 1% d¢ oder nach Ausfiihrung
0

der Integration nach {:

?2 AR22 R2 ;
T Ga) e+ (F) @+ 2z,

wo X,, X,, Z,, Z, die Bedeutung:

-"X ]. k k
-X;} =5 }Effs‘“d‘l’c?s["SCOB(fP-x)—I-;-;'(-">'2~—1)—I——i(s‘*- 1)

=t Sin
+ 26— 1)
17)=zlJtasengao 145 (7)o" +5 (7)o + )

158 cos (¢ — z) + }

COs
sin

haben sollen.?)
Die Integration in den Integralen ist dabei nach ¢ von 0 bis 22
und nach s von 0 bis 1 zu erstrecken. Beziehen wir die Intensitit S
auf die im Centrum einer Kugelwelle vom Radius / und der Oeffnung
R herrschende und vernachlissigen wir die kleinen aus der Abweichung

des d, von f herriihrenden Betrige, so kénnen wir
5 > R\? > 5
J=X+ X +(7) @+ 2

setzen. Sollen die letzteren Vernachlassigungen nicht geschehen, so miissen

2
wir X7+ X7 4 (»—{B) (Z; + Z3) noch mit (d£)2 multiplicieren.
/ 0

1) Neuerdings hat man angefangen die Intensitiit als den Mittelwert der gesammten
Energie zu definieren und ist dies ohne Zweifel rationeller. Vergl. Volkmann, Vort. iiber die
Theorie des Lichtes 1891).

ko ki ko k1 kg

J : : : ko o k1 4 Ko 4 . L SO 57
2) Die vorliegende Form, in der zu 5. i st, 6 s noch 5’ 1’ 8 hinzugefiigt

worden sind, ist gewiihlt worden, weil dieselbe fiir die Rechnung giinstig ist; fiir das Resultat
ist die Addition natiirlich ohne Einfluss (vergl. Struve loc. coll.).
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II. Entwicklung der Fundamentalformeln fiir grossere Abstinde von
der Symmetrieaxe der Welle,

Wir wollen die vier fir X, X,, Z,, Z, erhaltenen Integrale zunichst
nach ¢ integrieren. Schreiben wir dieselben in der Form:

= %ffsdsd(p[cos (lscos ¢ — z) cos{%’- (1 —s?) ]2 (1 — s%)

+%(1 oty 36)} —~+ sin (/s cos ¢ — y) sin {%’ (1 —s% 72 (1— 8%

a2 gl o 9| ete

und beachten die Relationen:

cos(lscosqp— ) = J,(ls)—2J,(ls)cos2(p—y) + 2 J,(Is) cos 4 (p—y) —..

sin (lscosqp—y%) = 2 J; (Is)cos (o — x) — 2 J; (Is)cos 3 (¢ — ) <4 . .,

worin J,, J;, J, . . die durch
WS L1, @s)* | (Is)*
Valhis) = 2" Il (n) ll 2-2n+2 ' 2.4.-20n+2.20n+4 4
B el () s |
2:.4.6-2n42-2n+4-20n4+6 }

definierten Bessel’schen Functionen bedeuten, so erhalten wir, da alle nach
¢ periodischen Glieder verschwinden, fir X, und X,
1
(ks 2 ey 4 ks 6\\
X, = 2|sdsd,(ls)cos 3-(1—-—-3)—5—-(1- (1—-.5')—}——6-(1——3 )’
0 ,

1
X,=—2[sdsJ,(s)sin [ (1—s?) 4+ (1—34)-1-%(1—3)6}
0

In der gleichen Weise miissen wir Z;, und Z, behandeln. Da in
diesen noch der Faktor cos ¢ hinzukommt, so bleibt von den obigen

Reihen fiir cos (Is cos ¢ — ¥) und sin (/s cos ¢ — y) nur das mit cos ¢ — ¥
multiplicierte Glied iibrig und es ergibt sich, wenn man cos ¢ - cos (¢ — %)
vermittelst der Relation 2 cos ¢ - cos (p — ) = + cos (2¢ — %) + cos % in
einen periodischen und einen nicht periodischen Teil zerlegt, fir Z, und Z,:
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e .jszds{l +%(€£)2 % g’ (%)44‘ } J; (L) sin {% (1 —s?)
+%U—wﬂ+%a—4%

1
2 RS

2, = 21008 ¥ -0 s*ds {1 -I—%— (_ng) e % (EF) - } J; (L s) cos {%’-(1—3%—}-...}

Die vorliegenden Integrale sind, wie man sieht, von dem Azimutal-
winkel in einer Bildebene (y) abhingig und zwar dem Cosinus desselben
proportional. Da der Winkel, wie aus den einfithrenden Gleichungen
§ = gcos g, 1= ¢sin y erhellt, von einer zur x Axe parallelen Richtung
aus gerechnet wird, so verschwinden die Z, und Z, fir alle in der
y 2 Ebene liegenden Punkte und erreichen ihre Maximalwerte fir die
Punkte der z z Ebene. Hat das optische System einen kleinen Oeffnungs-
winkel, so sind jedoch die Beitrige von Z;, und Z, zur Intensitdt sehr
gering, da die Integrale in Z;, und Z, im allgemeinen von der Grossen-
ordnung von X, und X, sind, und ihre Quadrate im Intensititsausdruck

mit, (?)2 multipliciert sind.

Was zweitens die Integration nach s anbelangt, so liegt es nahe, zum
Zwecke derselben die in den Integralen vorkommenden Cosinus- und Sinus-
glieder nach Potenzen von s zu entwickeln. Wir thun dies mit Hilfe
des Taylor’schen Lehrsatzes und erhalten z B. fiir den Cosinus, wenn

wir noch
=)+ + B =0 =

setzen:
(kq ke, P) k, 3
cos!=-2(1—o 2 (1 — o 2 (1= g2\ '= ¢o8
1z (1—9) + ( )5 ! ) ¢
| | S 1] = 2 3 3
sl iy 5 ?_cw 4 | 2% cos u = 0 | o coz,u g b
" lo=0 ’ 0 0=0 1 2 ¢* o=0 1°2 i o0 g=0gi =2 3
A3 G\% o" cos u o™
n=~0 90" lo=0 AH (”)’

wobei der Abkiirzung halber 17 (n) fir 1-2-3..n gesetat ist.
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Demnach wird X, zu:

j'sds J, (1 5) - L i bl

0 n—O[

o

s-uﬂ
o=10 H(n)

oder, falls eine gliedweise Integration gestattet ist?),

O 2" cos u 1 1

2 2% ' 2n+l_ . i

”2:_(‘, 505 o, T f ds - Jy(ls)
0

Das in diesem Ausdrucke vorkommende Integral fs2 "Tlds J,(ls)
lasst sich leicht vermittelst partieller Integration finden. Bekanntlich ist:

Jw” J,_y (w)dw = w" J, (w) und demnach

o J_isyas = ——;—s" J. (),
0

wo r eine beliebige ganze positive Zahl bedeuten mag. Mit Benutzung
hiervon ergibt sich:

S 8

2n--1
[ontrde, J, (o) = STt (T 20 fase g ) 4
0 0
< 2n £y 8 - ¢ :
fs“ J, (ls)ds =~ ZJe(ls) "”'Z s -js“"" Jy(ls)ds
0 6
J’Sgﬂ_l J2 (J.S) e S‘-n—lle(ZS) 213;4 ; f’92"_2J3 (ZS) ds etc.

0 0
und demnach:

f‘92”+1 Jy(ls)ds g2n+1 J, (g s) O ;. 2", Jy (13)

0

20 —1 I3 ($) 2n-2n— 2 - ‘211——-4.52”_°--—-——~—|—-..

+2n-2n—2 -3 75 7

1) Es mag dies hier nicht untersucht werden, da wir sogleich einen direkten Weg zur Dar-
stellung der Intensitéitscomponenten zeigen werden.

Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIIL Bd. I. Abth. (20) 6
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Setzen wir diesen Wert, nachdem wir s = 1 genommen haben, in
den obigen Ausdruck fiir X, ein, so wird derselbe zu:

9 J1 (1) o2 ‘ % cos i 1 J (l) E 9‘“ COoSs o 10
. l 00" |g—=o0 H(ﬂ)] 1 aaﬂ 0= H(”)‘
2 o (1) S " cos u n-n—1
23 U3 A
i 9ikp ;{ 20" |o=1 II(n) }

Die hierin vorkommenden Summen lassen sich nun, wie ein Blick
auf unsere frithere Entwicklung fiir

k, ]
cos {72 (1 —0) + 2 (1 — a?) + 2 (1 — o9)
lehrt, ausfithren und zwar sind dieselben der Reihe nach:

2% cos
8 02 IO' =1

d cos u
o0

COS

) )

0=1

o=1

Wenden wir demnach das Zeichen D" an, um zu bezeichnen, dass
nach einer » maligen Differentiation nach ¢ ¢ = 1 zu setzen ist, so
erhalten wir fiir die Componente X;:

X =2- /i ()- D cos u 22%5@ Dlcos u -+ 23 —J—?’z—é(—l—) D? cos w

--24-{‘35——21)3003#-{—...

In dhnlicher Weise konnten wir auch die tbrigen Componenten
erhalten; die iiberraschend einfache Form des Resultates scheint indess
bereits einen noch direkteren Weg anzudeuten und diesem wollen wir
uns jetzt zuwenden.

Wir werden dabei auch die Componente X; noch einmal behandeln.
Der Weg besteht darin, auf X, direkt die Methode der partiellen Inte-
gration anzuwenden, wobei wir wiederum die Gleichung

S

[sd,(s)ds="7-J,0s)

U

oder vielmehr die durch die Substitution ¢ = s* aus derselben ent-
standene
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o

r—1
foﬂ

0

|
&)

J,@Vsydo =9 L ¥

benutzen werden.

Substituieren wir in die Ausdriicke X,, X,, Z,, Z, ebenfalls ¢ fiir s2
so erhalten dieselben die Formen:

1
= JJ,, (1) cos - do
0

1
XiaZ __f.fo (Vo) sin wdo
0
1
e coszf]/&_ {l —i—%(?—) g+ %(?) 0% + ..}-Jl (lVo)sinudao

Zg__cos,fr{1+2(3) AT \ (1Y o) cos wdo

Es ergibt sich nun:
(]

f J, (1) cos u d

0

— J,(UVe) 2 i) sl
el 2 Ve - LVt d
- 0

fV‘J(zVa o b it g A OV %fan(zVo“)a%"s‘“

o

o2 o2 . 3 3 9 ._3;_ X 3
[0 yo) 5t ag = T8k, 90" B lVe) | B (58 ) T8k 4,
0

20*

0

etc. und demnach mit Einfithrung der Grenze ¢ = 1 und mit Anwendung
unseres Symboles D":

J, (D)
!

J3 ()
3

b, — D° cos u -— 2° D! cos u -} 28 D*cos u — .

also unser fritherer Ausdruck.

Da die angefithrte Operation die FEigenschaften des Cosinus nicht
6*
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beanspruchte, sondern vielmehr an Stelle des Cosinus jede andere Function
gesetzt werden kann, so erhilt man fiir X,:

(Z)D"smu,——-2°J(Z)Dlsmu,+23 3()D gin oo — . .

Wir wenden uns jetzt zu einer analogen Entwicklung der Functionen
Z, und Z, und schreiben zu diesem Zwecke dieselben in den Formen

R

Z, =2, cosy+2Z" cosy- %— (f)2 - Z," cos % g (?)4 + ..

Z, = Z,co8y-t+2Z, cosy - ;_(1;)2 L7 cos;g-fg— (Z;’_)* sl wo

1

1
(Ve di@vaysinudo, 2 = (Vo (Vo) cospda
0

0

N
|

1 1

722 e j oVa J,(1Vo)sinudo, Z,' = f 6o J,(Ve)cos i do

0 0
1

1
fo“‘ Vo J,(0Vo)sinudo, Z,” = f *Va Jy(1Va)cosudo ete.
0

0
Betrachten wir nun die Function

N
|

IVE Ji(lVe)f(0)do,

so konnen wir in analoger Weise wie oben dieselbe durch partielle Inte-
oration in eine nach Bessel’schen Functionen fortschreitende Reihe von

der Gestalt:

lo - Jl/a OJZG 17
SEAULY o GRS R EACLRE 0 S

entwickeln. Setzen wir hierin ¢ = 1 und f(¢) der Reihe nach = sin g,
o sin w, 0% sin u etc. resp. cos wu, o cos w, 6* cos w ete, so erhalten wir:
J, (l)

Zl = 2 5 ‘DO sin wo— 22 le() .Dl Sin 124 + ‘)5 Jl(l)

J, (l)

DPeinu — ..

Z, = o 7 ()Do(osm u)—22

D' (osin w) +2* 7+ D (o5in ) —
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Z =9 & l(l) D cos u — 2° ( ) D! cos w— 2° ——‘L—@— D* cos w— .
Z. ng(l) D’ (0 cos ) — 2* =2 (D D! (0 cos w) -+ 28 = J (l) D* (0 cos u) —

Die Frage nach der Convergenz der Reihen fiir die X und Z er-
ledigt sich leicht in folgender Weise.

I & I jan),
st |
na J”(l)-—Z“H(n){l 2:2n4+2 ' 2:4.204+2:2n-}4 el I5g
so kann man fir jedes reelle / von einem gewissen » an 290 @ Gurch

lu

! (1 —J,) ersetzen, wo J, einen Bruch bedeutet, der mit wachsendem

1 (n)
n sich der Grenze 0 ndhert. Betrachte ich nun allgemein die Reihe:

F(l) =

so kann ich die Glieder derselben von jener bestimmten Stelle » an nach
dem obigen durch

Ll(of(0)0=0—22£222_g_) le(o) i 23J 3 D2f( o=

I(l o") ] (1— ﬂ+1) " (1 - dn-{—") w1 Pl |

ersetzen. Dieser Ausdruck convergiert sicher, falls die Reihe der Moduln
der Glieder

1 1

n—1 n | n-1 £
H(n)D f (0), II(n—}—l)D f (o), H(n+2)D B Acshe

convergiert. Nehme ich nun den Punkt 1 zum Ausgangspunkt einer
Potenzreihe, so kann ich die Function /(1 -+ o) solange in eine conver-
gente Potenzreihe nach o:

DF@)+DF0)- L+ DF() o+ ..

entwickeln, als /(1 + o) eindeutig, endlich und stetig bleibt. Falls dies
der Fall ist, convergiert aber auch die Reihe der Modulglieder; demnach
convergiert unser obiger Ausdruck solange, als /(1 - 0) eindeutig, endlich
und stetig bleibt. Da dies fiir alle von uns betrachteten Functionen
COS it, 0 COS W, G2 ¢cos w..., sin w, o sin w, 0® sin w ... fir endliche Werte
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des Argumentes der Fall ist, convergieren die von uns gegebenen Reihen
von einem bestimmten Gliede an fiir jedes /.

Was weiter die Berechnung der Reihen anbelangt, so handelt es
sich, da fiir die Bessel’'schen Functionen — wenn auch nicht voll ge-
niigende — Tafeln vorhanden sind, jetzt um die explicite Darstellung
der mehrfachen Differentialquotienten. Man sieht nun zunichst ohne
weiteres, dass die in Z”, Z,". .. und Z,), Z/”. .. neu auftretenden
Coefficienten sich auf die in X,, X, oder %,", Z, vorkommenden redu-
cieren lassen. Nach bekannten Regeln ergibt sich ndmlich, wenn man

den Ausdruck

nn—1)(rR—2) .. n—m—1
b e S Dl 5N

mit », bezeichnet,

m
D" (osin u) = D"sin -+ n, D" 'sin u
D (o*sinu) = D*sinpu+2.-n D" 'sinu+2-1n D" *sin u ete.

und die analoge Formelserie, in der der Cosinus an die Stelle des Sinus

gesetzt ist.?)
Wir haben uns desshalb nur mit der Darstellung von D" cos ¢ und

D"sin u zu beschaftigen und werden natiirlicher Weise die Hilfsmittel
hierzu zum Teil der Theorie der hoheren Differentialquotienten entnehmen.
Speciell benutzen wir folgenden Satz: Es sei eine beliebige Function von ¢
h = h (o) gegeben und von dieser eine Function # (h) = f (0); alsdann
besteht zwischen dem »ten Differentialquotienten von f nach o (/™ (9)
und der Reihe der Differentialquotienten von # nach % eine lineare
Gleichung von der Form:

f(0) = T F W)+ ks B0+ -+ s B (),
worin die W Functionen bedeuten, die nur von % abhédngen und in der
Gestalt:

W, = |2 {k (0 4 7) — K (a)}"’

T T=90

1) Wollen wir eine successive Reduktion der D (¢* cos u) resp. D (¢* sin p), niimlich auf
D (6%=1 cos u) und D (o*—1 sin w), so ist auch dies leicht bewirkt, indem:

D7 (6* sin u) = Dn (o%=1 sin p) + ny Dn—1 (ok=1 sin u)
D (6% cos u) = Dn (%=1 cos 1) 4 ny Dn—1 (%=1 cos p).
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oder auch

an km on . hm -1

an hm—?
2
mo 3 9 O'" ml h b,

= ms, h —

g% " 2 g"

dargestellt werden koénnen.!)
Setzen wir in dieser Formel fiir %

u=(1— 0)%0“ +(1_02)];—1+(1——-G3) -%-2

und fir # €' = cos u -+ isin w, so erhalten wir:

3» e'.f S e"l“’ El. .i | W2 2.2 | WS_ 2.3 l : \ 'pV" 2:”
1 ' II(2) 8% ) 70 ) R ' I (n) |

oder bei Einfiithrung des Wertes 0 = 1

% ool

n > O 1 W” SN
D" (cos o ¢ 8in ) = e

9
! 11(2)z ~+ .. 4 H(n)z.

Dabei kann ¥, nach der zweiten Darstellung (zweite Zeile dieser Seite)
durch D" (u™) ausgedriickt werden. Wir erhalten also schliesslich durch
Trennung des Reellen vom Imagindren die Reihen:

" BT T S 2y D (u®
"ot =501 D" (u) D" (u1®) l D* (u®)
D'sin u = e e T e 4%

welche, wie aus der Entstehung hervorgeht, bei ”"~’

brechen sind.

oder «" abzu-

Obwohl mit diesen Formeln die Berechnung von D" cos ¢ und
D" sin « bereits ziemlich einfach ist, so ist dennoch der Wunsch nach
einer vollstindig expliciten Darstellung noch berechtigt. Da es sich nun
in den vorliegenden Formeln um die Differentiation von Potenzen einer
Function handelt, so kann man auf jedes der Glieder D" («") den obigen
allgemeinen Satz noch einmal anwenden; man kommt aber unmittelbar
zu der schliesslichen Darstellung, falls man nur fiir W, die erste Form
benutzt. Thun wir dies, so erhalten wir fir W, den Ausdruck:

} 33; : { w(o—+41)— (0)}

m

R
dac

1) Vergl. z. B. Schlémilch, Compendium der hdheren Analysis, Bd. II, pag. 5.
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Da nun u (0) fir ¢ = 1 verschwindet, so erhalt v (¢ 4+ 7) — u (0) fiir den
gleichen Wert 6 = 1 die Form:

20T n+ 2n—T g i a
oder nach Potenzen von = geordnet:

___T{ko'l"];l'i']fz_ | T(]lil | 7;2) | 72%_}

Fiithren wir jetzt an Stelle von k,, k,, %k, drei neue Grossen ein, die
durch die Gleichungen

ko + &, + F, e ks

3 = o, i3+ =i =
definiert sind, so geht der Ausdruck fir W, in
e 3” ’ 9 m
(Y {T((z—|—br+cr)} "

iiber. Differentiieren wir diese Form nach der Regel fiir ein Produkt,
in dem wir 7™ als den einen, (¢ + b = + ¢ %™ als den anderen Faktor
betrachten, so verschwinden in der entstandenen Summe alle anderen
Glieder ausser demjenigen, bei welchem die Differentiation an 7™ gerade
m mal ausgefithrt wird; diejenigen namlich, bei welchen sie weniger als
m mal ausgefithrt wird, behalten eine positive Potenz von 7 iibrig und
verschwinden desshalb mit =z, da der andere Faktor endlich bleibt; fir
diejenigen aber, bei welchen sie mehr als m mal ausgefithrt wird, ist
natiirlich der erste Faktor auch ohne einen speciellen Wert fiir v gleich
Null. W, lasst sich infolge dessen in der Form:

| n—m (06 + bt + ¢ T2)m

ogn—m =0

(— l)m n,, 7 (m)

schreiben.

Wir wollen nun zunichst einmal den Specialfall ¢ = 0, also %k, = o
behandeln, in dem also nur ein Aberrationsglied, das der 4. Potenz der
Oeffnung proportional 1st, vorkommt. Entwickeln wir (a -+ b 7)" nach
der binomischen Regel, so ist das Glied, welches hier allein in betracht
kommt, da alle #ibrigen verschwinden, dasjenige, welches 7" ~™ enthilt,
also m, _,a@*™"-(b7)"—™ Wir erhalten also fir den » — m ten Diffe-
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rentialquotienten desselben m, _, ¢~ " ~™ .1 (n — m) und demnach
fir W,,: (— 1)"n, IT(m) T (n — m)m, _, a™ " "™ Diese Form lasst
1T (n)

sich noch etwas vereinfachen; da namlich n, = S Tt — ) und ent-
= I (m) . : : 4 o
sprechend m, _,, = Hin - ILCw 1st, so ergibt sich fiir T
m H(”) L alm—n jn—m
(—1) Il (n —m) 11 (2 m — n) ¢ : '

Da wir nun weiter den Vorzeichenwechsel in den Reihen D" cos « und

m (m —

o b darstellen konnen, so erhalten wir:

D" sin w durch

m (m-1) H(n)
" —_— S 1-2 y
D" cos = —( l) I (n — m) 11(2 m—n)

a? m — n bﬂ —_m

und fir D" sin u den gleichen Ausdruck. Die Summenzeichen beziehen
sich dabei in der Darstellung von D" cos v auf die geraden m bis zu
n— 1 resp. » und in der Darstellung von D" sin @ auf die ungeraden
m bis zu m = n — 1 resp. n. — Was den Anfangswert von m fiir die
beiden Reilhen anbetrifft, so ersieht man aus der Gleichung:

VV”‘ == éa;:‘ {(a s I) T}m T=0

unmittelbar, dass jedes m den Ungleichungen # — m > 0 und # — 2m < 0
oder der damit identischen m < n < 2m geniigen muss, da sonst die ent-
sprechenden Glieder verschwinden. Wir miissen demnach auf Grund der
Thatsache, dass in D" cos ¢ nur gerade, in D" sin ¢ nur ungerade m vor-
kommen, die vier Fialle, dass n eine Zahl von der Form 4p, 4p -+ 1,
4p 4+ 2, 4p + 3 1st, trennen und erhalten folgende Uebersicht:

Form von =»- D" cos u D" sin u
Anfangswert, Endwert von m - Anfangswert, Endwert von m
n | | | n -+ 2
4 YL o n | 5 n—1
n -+ 3 n—+1
4p+ 1 = g SR ! n
n -+ 2 | n
4 p 2 - j : n | = n— 1
n -+ 1 n -+ 3
49—+ 3 : n— 1 T i n

Abh. d.IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss, XVIII Bd. I. Abth. (21) 7
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haben also

@’ etc.?)

50
Nehmen wir z. B. » = 5, so sind die Anfangs- und Endwerte fiir
m in D° cos u resp. D’ sin u hiernach 4,4 resp. 3,5. Wir
D’ cos u
) 11 (5) 87 3 £
= T I ° b = 20 ¢’°b und D’ sin w
11 (5) s - ALAD) x 2 5
}n(z)ﬂ(l)ab H(s)a_GOab——-a.
Es ergibt sich auf diese Weise folgende Tabelle:
I cog=z.0 ]
Dlicosip="%.0
D’cos w = — @
DPcosu =—6ab
Dicosu = — 12 + o
DPcosu = 20a®h
6 = IE(0) i daar s S
D% eos it = @ 0@ a’ b a
7 L 1 (7) . A3 11 (7) 5
D" cos u = 13 I b’ a H(S)ba
8 = T ARRIRE, 24 IT (8) 2 4 | II(8)
D008 5= T Ta03 ¢ o) AT S
D' sin uw = 0
D'sin u = —a
D? sin u = — 2 b
DP sin . = <= a®
Disin u = 4 12a° b
DPsinu= 60ab’—a
6 . L IT (6) 3 f(6). 4
DP sintu = H(S)H(O)b H(I)H(4)ab
B an == = (121)(;1) 3 b’ a® + a’
G ke II (8) g 9 11 (8) 8
1 81 — H(3)H(2)ba : H(I)H(G)ba ete.

1) 11 (0) soll gleich 1 sein.
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Nach Erledigung dieses Specialfalles, der wegen eines spiteren Bei-
spiels etwas ausfithrlich dargestellt ist, wenden wir uns jetzt wieder der
allgemeineren Formel fir W, zu. Es war

Wm m o {
H(m)_( 1)" n, o mla—|—bt—|—cr}

T=0

und es handelt sich jetzt darum W,, explicite durch @, b, ¢ auszudriicken.
Wir zerlegen zu dem Zwecke ¢ + b7 -+ ¢ 1% in zwei Faktoren o + 37
und ¥ + Jd 7, so dass also die Beziehungen ey = a, By + 0 ¢ = b,
B 0 = ¢ gelten.

Es ist nun zunichst klar, dass fiir alle Werte von m, fur die
n—m > 2m ist, W, verschwindet; demnach tritt zu der Beziehung
n — m > 0 die weitere n — 3 m < 0 hinzu. Entwickle ich nun unter
Benutzung der fir die mehrfache Differentiation eines Produktes gelten-
den Regel

an-—m

3 gn—m l(a + [JT) (/ + J T)J

in eine Reihe von Gliedern, so erhalte ich:

an —Mm

e {(a A8 iy =k 2 'f)}
n—m (y - d 7)™ 2, (a -+ g " aﬂ—m——l (y + d7)

=t B8 =5 o et e e
2 (e + p’ ?,')’“ n—m—2 (7 + ) 7)™ Qn—m (et _|_ ﬁ 7)™ e
+ (n oy m)2 Q72 ; Q gn—m—2 } T } X Qgn—m y (}’ + J T) .
3 w5 T(n - m) ak (a + p’ ,r)m n—m—k (y _|_ o L')’"’
PR k drk Qgn—m-k

In dieser Summe héatte sich die Zahl £ eigentlich iber alle ganzen
positiven Zahlen von 0 bis » —m zu erstrecken, es ist indessen leicht
zu sehen, dass eine Reihe von Gliedern wegfallt. Es sind dies nédmlich
alle diejenigen, fir welche entweder » —m —#k oder k£ grosser als m ist.
Wir konnen demnach fir 4 die Bedingungen n — 2m —£<0 und £ <m
festsetzen. Fithren wir jetzt in derselben Weise wie frither (pag. 48
und 49) die Differentiationen an

ok (C! ﬁ z\m n—m—k x
=, ';;k ) und g n—m—k (/ —l_ J T)

7#
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aus, so erhalten wir v = 0 gesetzt fiir den ersteren Ausdruck:

-_-_!1 (”_'l 3 m—k 2k . :
R R (% fiir den zweiten

und demnach fiir ihr Produkt:

7 I (m) - H (m)
IL(m—Fk)IL(2m—n + k)

I ('m') as2m—n~k Sn—m—k
IT2m—n-+k) 4 ¢

: am—k ﬁk ?/2'"—"'“" ‘)‘n—m—k

Hiermit ergibt sich:
n—m f

soms (@ + BD G + 30

I (77' e 7”) - 11 (m) 11 (’m) am-—-k /3& 2m—n~-k ‘)‘n—-m.—-k
k) Hn—m—Fk HQRm—n-+k)II(n—Fk 4

worin die Summe iiber alle Werte & von » — 2m bis m zu erstrecken ist.

Es 1st von vorneherein klar, dass die W und damit die Ausdriicke
fiar D" cos u und D" sin u nach a, b, ¢ rational sind, andererseits aber
sind mindestens einige der Werte «, /3, #, &' in bezug auf dieselben Grossen
a, b, ¢ irrational. Wir haben es demnach mit einer scheinbaren Irratio-
nalitit der W zu thun und stellen uns die Aufgabe, diese zu beseitigen.
Betrachten wir zu diesem Zwecke zunachst den in der obigen Summe
vorkommenden Faktor oa"—* 3% p2m—n+k g=min—k g0 kiénnen wir demselben

die Form ; :
: |\ H—mi—k ’ k N—inm—
e @) (0 ot o ey = () (O

geben. Aus Grinden der Symmetrie der Faktoren ¢ 4+ 7 und y + J' 7
und wie auch direkt leicht einzusehen 1st, wenn man in das unter dem
Summenzeichen stehende Glied an Stelle von & n—m —1Fk substituiert,
miissen ferner in jener Summe je zwei gleich weit von den Enden ab-
stehende Glieder den gleichen vor den Potenzen von «, 3, 7, d stehenden
Faktor besitzen. Nehme ich demnach je zwei solche Glieder zusammen,
so erhalte ich:

H(n_m) H(M) H(m) "II é k (1 w—m—Kk
zll(k)ﬂ(n——m——k).I'I(?,m—n—{-k)ﬂ(m——lﬁﬂ (a) (y)

ok ‘8 n—m-l—kl
*‘(;) b4 el
und hierin 1st die Summe in bezug auf % nur iber die Reihe der Werte

l' ——t

—

'
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n—m

von n— 2m bis 5— Zu erstrecken. — Der Inhalt der Klammer ist,
wie man sieht, eine rationale symmetrische Funktion der Grossen g- und
3—;—; da nun diese die Wurzeln der algebraischen Gleichung a—b7 4 ¢72 =0

sind, andererseits aber nach einem bekannten Satze der Algebra jede
rationale und symmetrische Funktion der Wurzeln einer Gleichung sich
rational durch die Coefficienten dieser Gleichung ausdriicken lisst, so
haben wir hier nur die Theorie der symmetrischen Funktionen anzu-
wenden, um zu einer in g, b, ¢ rationalen Darstellung der W zu gelangen.
Schreiben wir zu diesem Zwecke den Ausdruck

e o |

Lred e e G

oder wegen I =r¢c ay =a, ( _Z_ )”-m—k { ( % )n—-m—-Qk (g)ﬂ—m—-—i’k} ,

so handelt es sich nur noch darum, die Summe der # — m — 2 k ten

Potenzen der Wurzeln der quadratischen Gleichung a — b7 + ¢72 = 0
darzustellen. Es ergibt sich, wenn wir zur Abkiirzung # —m — 2k

in der Form

— n setzen, 5 5
G I = (P
L Dl e 1D IO
e R b e o g g
wobei der letzte Wert von u die grosste in ™ 2% onthaltene

—

Zahl 1st.

Setzen wir den gefundenen Ausdruck in die obige Summe ein, so
erhalten wir

an—m {a b T cz-}m
DL }7-' =0
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2 Il (n — m) I (m) - I (m) " ( ¢ )n—m-—k

T Im—m—k MHCm—nt+kdm—k \a

k=n—2m

() s ()2 2822 27 (%) ~.4,

worin die Summe, wie hier noch einmal erwdahnt werden mag, sich iiber
alle positiven ganzzahligen Werte von £ erstreckt, die der Ungleichung:

n—2m<k< 5

geniigen und worin der Klammerinhalt mit demjenigen Werte von w ab-

zubrechen hat, welcher der grossten in - 2% enthaltenen ganzen

Zahl gleich 1st.
Wir konnen jetzt die Ausdriicke fiir D" cos @ und D" sin u fertig
hinschreiben; dieselben lauten:

mm-1)

Do g (B ) s

: =) IT (m)

m (m~-1) Qu—m "
ZE(— 1) ' nm a;n:?:i" {a+bT+CT} i) und
. nim—1)

D" sin w = 2(-—— ]) 1.2 vfin

IT (m)

m (m-}=1)
= 21y kg

on—m

SRR {a + bt + 072}m

T=0

und erstreckt sich die Summe in D" cos u auf alle geraden, die in D" sin w
auf alle ungeraden der Ungleichheit m < » < 3 m geniigenden Zahlen.
Wir wollen beziiglich der Anwendung dieser Formeln zwei Beispiele
geben, namlich die Bildung von D'cos w und D*sin u. Was zunichst
den letzteren Ausdruck anbetrifft, so kommt wegen m < 4 < 3 m und weil
m ungerade sein muss, fiir dasselbe nur der Wert 3 in Betracht. Setzen
wir nun die Werte fir # und m in die Ungleichung fiir %, némlich

n—2Im<k < n_—z-m ein, so ergibt sich — 2 <k < } und es kann dem-

nach %k, da es eine positive Zahl sein muss, nur den Wert 0 annehmen.
Wir erhalten also:
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8 1 1

romn Ton 1ere ” G) (7) =12

Nehmen wir weiter D cos u. Die Ungleichung m <7 < 3 m liefert die

Moglichkeit, dass m — 4 oder 6 ist. Fiir m = 4 ergeben sich dann die

zugehorigen kaus — 1 <k< 3 zu 0 und 1, fir m =6 aus — 5Tk <}

zu 0. Demnach erhélt man nach Ausfithrung der Rechnung
Dicosuw=4-5-6-7(@db®*t+3abec)—7-6a°b.

In dieser Weise lisst sich folgende Tabelle berechnen.

1)4 sin u =

D¥eos wi= 1

D'cosu = 0

Dfcosn = — @*

D’cosu=—6abd

Dicospu =a*—120*—24ac

DPcosu = 20a>b—120b¢

DPcos u = a® + 180 a° b* + 120 a® ¢ — 360 ¢*
Dicosu = 840 a b® 4 2520 a°bc — 42 @® b ete.
D’an =0

D'sin u = —a

DPsin u = — 20

DPsin u = a® — 6 ¢
Disin uw = 12 a* b
DPsin u = —a®> 4+ 60ad®* -+ 60a°c
Dsin w=720cb + 120 6> — 30 a* b.
Obwohl die hier gegebene Darstellung der Differentialquotienten
nicht zu compliciert und wegen ihres independenten Charakters von
Wichtigkeit ist, diirfte es doch von Interesse sein, auch andere Dar-

stellungen z. B. solche recursiver Natur kennen zu lernen. Um zu diesen
auf moglichst einfachem Wege zu gelangen, fithren wir in

. k ;
p= 2 —0)+ FA—0Y) + 21—

an Stelle der & unsere Grossen «, b, ¢ ein. Dieselben waren durch die
Gleichungen
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kot ki Fg k, AN k,
2 R 1

definiert und man erhilt nach a, b, ¢ geordnet:
u=(1—o0)a—(1—0)2b+ (1 —o0)lec.

) : : . : : gre i .
Fihre ich nun in dem #ten Differentialquotienten - - eine Differen-

= C

tiation aus, so ergibt sich

g | g . . . |
32’” :ao-n-—-l{(_a’z—'_sz(l_”)_3(}3(1——0’)2)3'”‘}.

s 3¢ con—1 g ~on—1 (_6'.," (== 0')) _on—1 ((1 — 0)2 8'.”)
= = @il 12108 f Set o :

oder, falls ich in jedem der zwei letzten Glieder die Regel fiir die mehr-
fache Differentiation eines Produktes anwende und darauf ¢ — 1 setze:

Die* = —iaD7e® —2.1ib(n—1), D" *e* —3.2.1.4¢c(n—1), D" 2e*

Diese Formel gibt durch Trennung des Imagindren und Reellen
unmittelbar die Recursionsformeln:

D"cosu = a D" 'sinw -+ (m—1)2b D" *sin u + 3 ¢(n—1)(n—2) D" 3sin u
D'sinu=—aD"cosu —(m—1)2bD" *cosu— 3¢c(n—1)(n—2) D" *cos u

Es bedarf keines Wortes, dass man daraus D" cos «w durch lauter
Differentialquotienten des Cosinus darstellen kann, doch ist dies uniiber-
sichtlich und hat keinen Nutzen.

Eine weitere und zwar sehr einfache Beziehung zwischen benach-
barten Differentialquotienten ergibt sich durch Differentiation von D" e™
nach a, b, ¢; man erhalt namlich dadurch:

aDu et’,u Q 234 - w

e D {z (1—o)e }
oD e™ ks I ), )2 gt
2P windp {z(l oY }
o Daﬂcc:'# — + e {Z (1__0)3 em}

oder wiederum mit Benutzung der Regel fiir die mehrfache Differentiation
eines Produktes:
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o D et

7 gy DY e

e Dn g : :
=7 = —21.1tn, D*2e*

o Dn ettt . :
¥ = —3:21.2n;, D" %e#

Durch Trennung des Reellen und Imaginiren fliessen hieraus die
Formeln: |

a_Dn . 3 SO
O AT —Visin w, D" sin U o DAY conits
oa : 2a |
2 D" cos B 3.D* sin
2b S =n(n—1) D**sin u, 3% M=—n(n——1) D2 cos u
o D* cos ) : 3 D" s
5 : it — n(n_l)(n_z) Dn—-3 sin ‘Ll., 2 cln ﬂ:: L= n(.n__. 1)(n___2)Dﬂ—3cos ‘L&

Dieselben sind fiir die Bildung von D" {* u ausserordentlich bequem.

Nehmen wir z B. an, es handelt sich um die Bildung von D° cos u;
D’ sin w, D*sin w, D®sin u haben die Werte

— @ + 60ab®+ 60a*c, 124a°b, a®* — 6 c.

Durch Integration dieser nach a resp. b resp. ¢ und Multiplication mit 6
resp. 6 -5 resp. 6 -5 -4 ergeben sich die Grossen

— a® 4+ 180 a® * 4+ 120 a*¢, 180 a®b?, 120 a®c — 360 c2

Da nun die D"$* w von a, b, ¢ unabhingige Grossen nicht enthalten
konnen, — sie sind sogar homogen, falls man a, b, ¢ der Reihe nach die
erste resp. zweite resp. dritte Dimension zulegt — so ergibt sich fir D° cos w«

—a® 1+ 180a*%* 4 120 a®c — 360 ¢

Wenn wir frither gesagt hatten, dass fiir die Moglichkeit unserer
Darstellung die Anzahl der Aberrationsglieder voéllig gleichgiltig sei, so
diirfte dies aus dem vorangegangenem einleuchtend sein. Praktisch wiirde
am meisten die independente Darstellung von D" cos ¢ und D" sin r durch
die Grossen a, b, ¢ Weitldufigkeiten besitzen, doch besteht keinerlei prin-
cipielle Schwierigkeit, dasselbe Verfahren bei Anwesenheit von beliebig
vielen der Grossen a, b, ¢ etc. zu benutzen.

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIIL Bd. I. Abth. (22) 8
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ITI. Entwicklung der Fundamentalformeln fiir Punkte in der Nihe
der Symmetrieaxe.

Wir wenden uns jetzt zu einer zweiten Entwicklung der Functionen
X und Z. Um zu der ersten zu gelangen, hatten wir bei der partiellen
Integration die mit einer passenden Potenz von s oder ¢ multiplicierte
Bessel’sche Function integriert und infolge dessen als Coefficienten Diffe-
rentialquotienten erhalten. Dies Verhdltnmiss kann man aber auch um-
kehren und damit ergibt sich eine zweite Darstellung. Betrachten wir

zunichst X, und -— X,, so besassen diese die Form
1
fJO(zVE)si"::jda.
Wir nehmen allgemein :
| L @Vo)f (0)da
0
und benutzen bei der partiellen Integration die Formel:
2 = — " g ()

oder vielmehr die aus dieser durch die Substitution @ = l}/¢ hervor-
gehende:

a(o"'?'J,(lv";)) o 3
57 o 5 LA J,.+1(ZVO')-

Es ergibt sich:

faevar@as=aave fraaotk fosnaveds froas
fo—% J; (lVE)doj:f(a)do =l (ZVE)fj:f(a) d o*

+2£forr"‘ Jz(tw)fff(o)daﬁ...,
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also

Jhava) f@do=J,0Vo) [f@ do+50-15,0Vo) [ [1(0) do?

+“§50-1 /s (ZVE)ff_ff(“)dO?' —+ ... und fir 0 =1

[5@Ve) f @) do = J,0) [Fo)do + J, (J)J"ff(a) do?

+2a0ff froawt ..

Fithren wir hier eine analoge Bezeichnung wie frither ein, namlich
das Symbol S" mit der Bedeutung, dass nach der » fachen Integration
einer Funktion zwischen 0 und o6 ¢ = 1 gesetzt werden soll, so ergibt

gsich fir X, und X,:

X, = Jy (1) 8" cos p + - J; (1) S 08 i + o J; (1) §* cos

X, = Jy () 8" sin o + + J; () § sin w4 o5 Jy () S*sin g0 4 .

Was zweitens die Z anbelangt, so haben dieselben die Gestalt:

| Vo 4 tV5) 9 (0) do,

wo ¢ (o) eine der Funktionen sin w, o sin u, ¢®sin u etc. resp. cos w,
o cos w, 0° cos w etc. bedeutet. Setze ich nun in den obigen Formeln
an Stelle von

ff(o)da ¢ 9 (),

1) Dass bei der partiellen Integration der Punkt o = 0 keine Schwierigkeit macht, folgt

oy = [n
daraus, dass ¢ 2 Ju (IV o) fiir abnehmende o sich der Grenze on 1T (n) nithert, also endlich bleibt.

8*
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so erhalte ich unmittelbar:

(Ve 4, Vo) g (0)do = 61, (V) |09 (o) do

O 6 0

i g J2<zv‘a)ffog(a) do* + o3 0=1 J, Vo) [ [ [09 (@) do* + ..

0 00

Demnach ergeben sich mit Benutzung des Symboles § die Formeln:

Z' = J,() 8" (o sin u) 4 é— Jy (1) 8% (0 sin u) —{—-—é;- Jy () 8% (0 sin u) 4 ..

2/ = J,() 8 (@*sin ) + = J; (1) 8 (6% sin ) + 55 J; () 8° (0% sin ps) - ..
ete. und

Z, = J,() 8" (0 cos ) + 5 Jy () 8 (6 cos ) + o5 Jy () 8* (0 cos ) + ..

Z, = J, (1) 5" (0® cos u) 4 —;— J, (1) 8% (0® cos u) + —;— Jy (1) 8® (0% cos 1) + . .

etc.

Was die Convergenz dieser Reihen anbetrifft, so lasst dieselbe sich
unmittelbar einsehen. Da namlich die mehrfachen Integrale offenbar
kleiner sind als diejenigen, in denen man den Cosinus oder Sinus durch
die Einheit ersetzt hat, so sind S” (¢* cos ) und S” (¢ sin 1) kleiner als

1 1 ]

R k2t e
absoluten Betrage der Bessel’schen Funktionen fiir reelle Argumente nie-

mals die Einheit iiberschreiten, so ist die Convergenz fiir jeden reellen
endlichen Wert von ! klar.

Nimmt man hierzu die weitere Thatsache, dass die

Es ist nun zuniichst wieder leicht einzusehen, dass S” (0" cos ) und
S” (o* sin ) sich linear durch eine Reihe von %4 -+ 1 Gliedern von der
Form 8™ (cos w«) resp. 8™ (sin u) darstellen lassen. Durch partielle Inte-

gration ergibt sich namlich:
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(2]

o. .fo"f(o) do™ = j{ .fdo”‘lfo"f(o) do

0

J
f fdo““l fk 1f(o-)do~-_”k L £ (6) do®
Jl-fo dom fors 0 do— [ o i aom

Um in derselben Weise ¢ vor das erste Integralzeichen zu bringen,
bedarf es einer #» — 1 maligen Wiederholung der eben ausgefithrten Ope-
ration, von denen jede ein Glied

o o

J. : .fa""l f (0) do"t!

0 0

liefert; demnach erhalten wir:

o o g o o o

| Jotr@de =0 [.. [oif (@) do"—n .. [0 (o) do+

0 0 0 0 0 0

oder fiir 0 = 1 bei Anwendung des Symboles J
Sn (a.k f(()')) — Sn (O.k-—l f((f)) e W Sn+1 (O-k—l f(()')).

Wiirden wir S" (6" f(0)) durch Glieder von der Form S™ (¢"%F (o))
ersetzen wollen, so haben wir die eben gefundene Formel nur auf die
beiden rechts stehenden Glieder noch einmal anzuwenden, um die Formel:

S" (0 f(0) = §" (6" *F (o) — 2n St (6*2f (@) + n (n+ 1) S"F2 (6" 2 F (0))
zu erhalten. Allgemein ergibt sich:
8" (0" f (@) = 8" (0) + (—n) kS (o) + (—n) k- k—1 8 f(0)
4+ . . (=) k(k—1)..k—m—1)8"™ f(0) 4+ ... I

1) Das _Zeichen (—n),, 1st in vollstéindiger Analogie zu der friiher gebrauchten Bezeichnung

n,, fir den Ausdruck _ln (—n ;— 1) (—=n ; 2) .. (=m ; m 1) benutzt.
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Um diese Formel zu beweisen, werden wir zeigen, dass, wenn sie fiir
k gilt, sie auch vermoége der Gleichung

S* (6" f(0)) = 8" (6" f (@) — n 8"t (0" f (0))

fir & -+ 1 besteht. Bilden wir namlich die rechte Seite dieser Gleichung
unter Anwendung der in Frage stehenden Relation, und greifen wir hier-
bei diejenigen Glieder heraus, in denen S"™ f (o) als Faktor vorkommt,
so erhalten wir:

(—n). k:(k—T1)..(k—m—1)8% Ff (o)
—n(—m 1)y kil =T )i (k — B — ) B* 2 £i(0).

Die Summe dieser beiden Glieder ergibt sich zu:

n k — n— 1
(—n), (k+1)-k...(k4+1—m—1) 8" f(o'){ k;n-l 1
—n (_ s +_!.).'1'___L1“.}
(— 2w (B + 1))’
oder, da, wie leicht abzuleiten,
2%, e M M {I(?‘ 1 l i“) ( n = l)m—l it ?_73
(— 7)) = (— 1) T — D) I ()’ also e :

1st, zu

(—n), (k+Dk..FE+1—m— 1)8"m £ (o).

Dies aber ist das allgemeine Glied von S” (6" f (0). Die fragliche
Relation besteht also allgemein, falls sie fir irgend ein %4 gilt; da sie fiir
k = 1 oder k¥ = 2 oben bewiesen wurde, so ist sie demnach allgemein
richtig.

Setzen wir fiir f (o) cos w oder sin w, so haben wir uns demnach
nur noch um die » fachen Integrale dieser beiden Grissen zwischen den
Grenzen 0 und ¢ zu kiimmern.

Wir wollen nun zunichst Reduktionen dieser Integrale auf einfachere
Formen suchen und dies in zweierlei Weise thun, ndmlich diese n fachen
Integrale entweder auf Differentialquotienten des einfachen
Integrals der gleichen Funktion nach @, b, ¢ zuriickfithren, oder die-
selben durch ein einfaches Integral einer anderen Funktion aus-
driicken. Ersteres wird dann hauptsichlich von Nutzen sein, wenn das
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Integral entweder ganz ausgefiihrt werden, oder in einer Form dargestellt
werden kann, in der die Differentialquotienten ohne Schwierigkeit sich
bilden lassen; letzteres muss im entgegengesetzten Falle geschehen. Ausser-
dem konnen wir auch noch das » fache Integral linear durch eine von
der Ordnung des hochsten Aberrationsgliedes abhéngige Zahl von 1, 2,
3 .. fachen Integralen der gleichen Funktion darstellen.

Was nun zunéchst die erstere Reduktion anbetrifft, so ergeben sich
fiir die Differentialquotienten von S™ () nach @, b, ¢ die folgenden Werte:

o Sn (it ' 3
36(: )-_: —I—ZS"{(l-——O)CM},
. 90r () | A o
3 _-—zS{(l———-a)ge’},
d.8% (e)

i {(1 — oy e"ﬂ}.

Integrieren wir nun in jedem der rechts stehenden Ausdriicke einmal
partiell, indem wir 1 —o¢ als den einen und e* resp. (1 — o) ¢® resp.
(1 —o0)’e™ als den anderen Faktor betrachten, so ergibt sich z B. fiir
den ersten Ausdruck:

¢ 8" (1 — o) f e -+ f fe‘”} =S {(1 — a)fe"‘“'} -+ 2 .S*F (™).

Indem wir in &hnlicher Weise den ersten Teil hiervon behandeln,
erhalten wir schliesslich:

i(1 — o) S"e" + niS" (e") oder ni S" (e).

Ebenso ergibt sich:

I L T ‘*n+II Al :’H‘

57— == S l(1 0) e Iund
98" () "l ah awad [ e el

= = +en S l(1 o)el.

Diese beiden letzteren Ausdriicke konnen schliesslich durch eine noch-
malige resp. eine zweimalige dhnliche Behandlung in die Formen:

—i(n+ 1)n S+ e" und in(n + 1) (n 4 2) " "
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gebracht werden. Trennen wir jetzt in denselben sowie in den Differential-
quotienten von S"(¢¥) nach a, b, ¢ die reellen von den imagindren Be-
standteilen, so ergibt sich das Reduktionssystem:

98"‘305‘“:1] 1) (— ), 8" sin w, 9Sﬂsm#:__.]]1 — n), 8™ cos u
3a oa |
) S’; ZOS# — IT(2) (— n), 8™+ sin 4, 0 S’;sbm# = — I1(2) (— n), 8"t cos
n ¢ d S g1
3 Sacos “o_ 17 (3) (— n), 8"+ sin w, S" sin u — — I7(8) (— n); 8"+ cos u.
¢ o A

Dasselbe stimmt mit dem frither fiir die mehrfachen Differential-
quotienten gegebenem vollstindig iiberein, falls an Stelle von n —n
gesetzt wird; es hat vor jenem den Vorteil voraus, die mehrfachen Inte-
grale durch Differentiationen einfacherer zu geben, wihrend jenes
umgekehrt die mehrfachen Differentialquotienten durch Integrationen
einfacherer ergab. Ein Beispiel fiir seine Benutzung mag spiter folgen.

Eine weitere Reduktionsformel ergibt sich durch Betrachtung des

Integrales
1

f(l — o)' e do.

Integrieren wir dasselbe partiell, indem wir (1 — 0)" als den einen,
e als den anderen Faktor betrachten, so ergibt sich der Reihe nach:

1 o

f(l — o) e = nj(l — 0)”"‘]3““ d o°
0

0 0

1 o o
= n(n — l)b’f(l —o)""gbfafe"‘da
O O O

=nn—1)(n—2) rl(l — 0)""3fffe"" do

1
schliesslich f(l — o)t e¥ = IT(n) S* (e¥)

0
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und es sind demnach

1 '
n n o1 ______!__#_ n—1
S" cos u resp. §” sin u durch TAFETE 6[(1 o) cosudao

1
' 1 n—1 o3
) o df(l — o) 'smmudo

darstellbar, oder auch, indem man o durch 1 — o ersetzt, durch

1
II(n—1)

1
J' 0" cos (@0 — b o> 4 ¢ 0®) und

0

1 lﬂ—l - 2 3
]_I(n-—l)fa sin (@ 0 — b o® 4 ¢ 6°).
0

Wie man ohne weiteres sieht, lassen sich die vorigen Reduktions-
formeln aus diesen in adusserst einfacher Weise ableiten. Um nun diese
Integrale auszuwerten, werden wir am einfachsten die vorkommenden
Cosinus und Sinus nach Potenzen von ¢ entwickeln und dann integrieren.

Dies liefert:

1 [ 1 deos (@o — b o* -+ ¢ 6®) 1
n-1 — | .
FEECos i = I (n) ln 10, do 6=0 l-(n-+2)
% cos (@ 6 — b 0* + ¢ 0%) 1
| |
| d o* 6=01-2(n+3) ' ..}und
: 1 [ 1 2sin (@ 0 — b 0* + ¢ 0%) 1
n--1 - ; e el I
P S e do om0 -+ 2) "

oder mit Einfiithrung unseres fritheren Symboles D™, welches bedeutete,
dass nach einer m maligen Differentiation nach ¢ ¢ = 1 gesetzt werden

sollte,

1 D cos u 1
H n n--1 e _ At =k N
(n) 8" cos g : "D
D¥cos e 1 D3 cos u 1
e S
1-2 n+43 1-2:-3- n+4
| 5 Dt sin 1
-1 = L
IT(n) "7 sin u = i e
D¥an. s 1 D? sin p 1 ‘

I s — .
" 1.2 248 1:.2.83 a44'

Abh. d. 1I. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIII Bd. I. Abth. (23) 9
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Da die hier vorkommenden Differentialquotienten bereits friither
betrachtet worden sind, so konnen wir die Berechnung von S"' cos u
und 8" gin ¢ als erledigt ansehen.

Eine dritte Reduktion der = fachen Integrale auf einfachere ergibt
sich, wenn wir die Ausdriicke:

o" cos (16 — b o® 4+ ¢ 6®) resp. 6" sin (a6 — b 6* + ¢ o)
nach o differentiieren und die entstehenden Formen
no"lcos(ao—bo’+co’) —d"(@—2bo 4 3co’)sin(ac—Dbo® 4 co’),
n "' sin ( ; )4-0"(@a—2bao -+ 3 cd®) cos( . )

gliedweise zwischen den Grenzen 0 und 1 integrieren. Wir erhalten:

1

1
cos (@ —b+c)=.nfo"‘lcos(an-—-bo"’—|—co3)-—a fa”sin(-;-’-)do
0

0
1

1
+ 25 [‘n’”"" sin (<)do — 3¢ fﬂ”+2 sin (<) d ¢ und
‘

0
1 l 1

sin(a—0b -+ c¢) = nfo""l sin (=) do 4+ a fa“ cos(—=)do —2b fo""" cos(=~)do

0 0
1

-+ 3¢ fo"+9 cos (=) d o,

0

oder, indem wir von den Beziehungen

1

. COS

7 repi B8 :fo’c. — bao® 5

(r) S o M= Sm(ao bo* +co’)do
0

Gebrauch machen:
cos (@ — b -+ ¢) = IT (n) 8" cos u — a [T (n) 8" sin u
4+ 2bIT(n—+1)8"Psinu — 3¢ IT(n- 2) S sin u
sin (@ — b -+ ¢) = I (n) §"sin u -+ a IT (n) 8" cos u
—2bMI(m-+1)S"cosu + 3¢ lI(n—- 2)S"cosu
Im Falle # = 0 miissen diese Gleichungen durch
cos(@a—b—-+c¢)—1=—alS"sin u-4+2b85%sin u—3-2¢8°sin u
sin (a—b +¢) = 4+ a8 cosu—2b8S%cosu—~+3-2¢8%cos

ersetzt werden.
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Wie man sieht, haben wir mit diesen Gleichungen die Moglichkeit
gewonnen, die mehrfachen Integrale fiir den Fall der beiden ersten Aber-
rationsglieder linear durch das ein- und zweifache Integral auszudriicken.
Wichst die Ordnung des hochsten Aberrationsgliedes um %, so wichst
damit im allgemeinen die Anzahl der zu dieser Darstellung nétigen Inte-
grale um 2 %. Bequem werden diese Formeln desshalb nur bei dem ersten
oder den beiden ersten Aberrationsgliedern sein.

Nachdem so die allgemeinen Formeln fiir die vorliegende Art der
Darstellung, die nach Produkten aus Potenzen mit positiven Exponenten
und Bessel’schen Funktionen fortschreitet — und naturgemiss besonders
zur Berechnung der Intensitdt fiir kleine / verwandt werden wird, —
gewonnen sind, wollen wir uns wiederum dem Specialfalle ¢ = 0 zu-
wenden, in dem also nur das der vierten Potenz der Oeffnung proportionale
Aberrationsglied vorhanden ist. — Nach der eben gegebenen Formel ist
es moglich, die saimmtlichen in den X und Z vorkommenden Coefficienten
linear durch die Integrale

1 1
fsin(ao—baz) d o und fcos((m—bog)do
0 0
auszudriicken; wir werden jedoch, um dies moglichst einfach zu thun,
von der Benutzung dieses Weges absehen und uns der Yifferential-

gleichungen

o 8" sin u
oa

d 8™ cos u
°a

—= —n 8" sin & und = -+ n 8" cos wu,

oder vielmehr der mit diesen aequivalenten

2 Sn (8'-'“')
oa

=P8 ()

bedienen. Man sieht nun zunichst, dass man auf Grund derselben
St e¢* durch einen = fachen Differentialquotienten von S (e*) nach a
ausdriicken kann. Differentiieren wir zu diesem Zwecke von den Relationen

) Sn es‘ﬁ

o = ¢ n ST e
2 Qn—1 ez‘p. } -
-—'-S?-a — =4i(n—1) 8"

9*
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38’::—2 el’ﬂ_ : et
o —=i(n—2)8" e
» 1 il 5 .
i =% 1S
o a

die zweite 1 mal, die dritte 2 mal etc. nach ¢ und multiplicieren die
rechten und linken Seiten der entstehenden Gleichungen mit einander, so
erhalten wir

on Sl ettt ¢ .
i +1 git
Gog - — ) o i1 i

Nun kann weiter S*e” in der Form

1

] o — [ 0%
re'(“ ' d o

0

oder vermoge der Substitution g— — bo = 7)b durch

(l =
-— Vb

P a> 2V
g4 f e ‘“da
Vb _a

Ve

o

dargestellt werden.

Um diese Funktion » mal nach @ zu differentiieren, wollen wir zu-
nichst die allgemeine Regel fiir die » fache Differentiation eines bestimmten
Integrales geben.') Das bestimmte Integral sei

B
W= |f@nrda,

worin z die Integrationsvariable, » ein Parameter und « und /3 die von
v abhangigen Grenzen bedeuten mogen. KEs handle sich um die » malige

1) Es mag hier bemerkt werden, dass eine von Schlémilch in seinem Compendium der
hoheren Analysis (3. Auflage Bd. I pag. 425 gegebene Formel unrichtig ist. — Der Irrtum liegt
darin, dass Glieder als identisch betrachtet (und gegeneinander gehoben) sind, in denen einerseits
zuniichst Differentiationen und dann Einfilbrung von Grenzen und in denen andererseits zunéchst
Einfiihrung der Grenzen und dann Differentiationen zu geschehen hatten. Die folgende Ableitung
léisst erkennen, welche Glieder gemeint sind.
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Differentiation nach ». Differentiieren wir zunéchst einmal, so ergibt sich,
falls die nétige Bedingung

i
Li o i
Jvlio J”,’f” (x”"l'ed’*’)d-’ﬁ}—o (0<e<1)

erfilllt ist, — und wir wollen diese sowohl wie die analogen im weiteren
Verlauf der Untersuchung in Frage kommenden Bedingungen als erfiillt
ansehen —:

oW _

dv af_(xtr) d x4 f(f,s ) f(“? 7’)§_j

a

oder, wie wir im Interesse einer einheitlichen Bezeichnung schreiben wollen,

9W

37‘(50 ”)dx—l—lf(:r V); -—-—‘f(x:”)’

Differentiieren wir Jetzt ein zweites Mal und machen wir die fiir unseren
Zweck geniigende Annahme, dass ¢ und [ nur linear von » abhingen,
so ergibt sich:

W j32f<x,v). @y | 28 | af@)
o v? o v? l ow ; CRY o o 3

o J «

+ 55 [f@9), 55 — 5 (@) 5

Die Weitertithrung der Betrachtung liefert die allgemeine Formel:

on 2 on=1¢ (g v 9 |on—2f (z, yn—1 |
W-__-:.___é. IE ) 1[ f_(— 7’) _}_... I _.f(x,);)
o LR o 1 ﬂ o oyt 2 ﬁ ol ik 1 | ﬂ
d « =t (w8 [ (&, ”) n—1 l
i 5—1!- { N il ’a l 3;; Qyn—2 + + 3’)”... f(x: 7’) a]
Wenden wir jetzt diese Formel auf unser Beispiel an, so ergibt sich
a2 (L R T
aﬂ (Sl e;'!..'.) a" e_b 2 l;? l b
s T ke STl — {73
Yo =5 55 e ar
a Y

2V
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162 .9 bat oy
+ 1 n—1 (84 b ) : : 9 |an—2 (34 b ) i
2V 9! Vs ¢ oa dar~* s
on—1 et (a — &)
+ L5 | a a”—l
$.4%°% e o8
—— e R ( —— — 72
1 n—1 £84b ) 7 + 2 on—2 ed:b R ) . | n—1 g0
2V Cl 2Vs °a g2 2V T T e
Demnach 1st
0, -2
St (git) = " 4b E’_‘_‘i’ﬂ Himd Q1 (o =
aoF= dar i II (n) (") 2 b II (n)’
worin =, die Summe:
a — a
2 n 2 2 _—
LU MY O TS A "L i) [2VF 43
on—1 6’4b | ) on—2 84b
o an—l _aﬁ ¥ | P a P a’”_..g a
2Vo 2Vs
a
S0 s ey ;21/ N _Vb_
on—1 ‘—47)- “17% |
—+ ... 4 1 |8 s ,
2V
und das Zeichen | — die Differenz | — }ﬂ — ‘ ~— | bedeutet. Dies
a | (4

ist die gesuchte Darstellung, welche das einfache Integral linear enthilt
und es gilt jetzt nur noch, dieselbe zu vereinfachen. Entwickeln wir zu

diesem Zwecke die Klammerinhalte, so ergeben sich fiir dieselben die
Werte

; A
e e l4ib L0 o %
_—— q — IO
(3"“—"’ 1)e 4b ¥ 0 (o) — 1) e 4b M e
2ar! Ja d a2
hue i a®
t a 7
‘ TIFpciadl — 41 -1 i (a—b
+£ (€@ _1)e 40 ol AN S G o @ O — 1)
oa* d a3 B s 0 g1 :

Zur weiteren Vereinfachung benutzen wir die bereits friiher (pag. 46
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und 47) gebrauchte Formel fiir die Differentiation der zusammenge-
setzten Funktionen fiir den Specialfall, dass 2 = @* ist und erhalten: )

om F (a®) RS m (m—1) S e e
) —(@af F®(a) + 222 @ oy F" (o)
. m(m— 1) (m—2) (m — 3) (2 a)"—4 F™2 (g2) - adar
‘ ) LR X+ ?
i a?
F (a*) = e4? gesetzt,
s a2 :
am g4 b s i o m(m )b |, mm—1)(m—2) (m—3) ( b \?
e s
Fir m = 1, 2, 3, 4 erglbt sich daraus:
7 a?
9 S
—G5 ¢4 _ia
g da = 2
s 9‘2? N[ 2L B
TN S A (L |
2 da “(26) [1 b1 i
i a2 s
— ——- 934 4| 82 b
40 | o
: Qa3 ( ) 11 K za*}
i a2 s
——— 44D ia 4-3 b ! D M A TR
4b i o | |
z d a* _( ?) {1 ' 1 2a® ! 1 -2 (ia”' }

ch
M

und demnach fir =), =,

il etla=0r— 1

=" — 1) il

: .\ 2 . 2 : ) o o
23 e (3'(“"5)_ 1) (%%) {1 { 2-1 b } l [(et(a-b) et l)za’l | 22 es(a—b)

1 ia® 3a] 20| |
= {4552 51 e (i (4 2120

| o [ ila=b) | 28 gi(a=D)
+§a}i .l(e 1) 2b} 2% e etc.

1) Vergl. Schlémilch, Comp. Bd. I, pag. 6.
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Entwickeln wir diese letzteren Ausdriicke und setzen dieselben in die
Gleichung

__1a? a“ i_a2
S”‘H (6"“) — e an Sl (3““) 2y
dar 20 H(n) i’

so erhalten wir durch Trennung der reellen und imaginiren Bestandteile
folgende Tabelle:

§? (cos ) = 2 8 (cos ) — 22 =7
§% (sin 1) = 5% S' (sin w) sl :bb) =
S? (cos 1) = ; 5 ) 8 (cos ) 4+ 17 S' (sin w) = (: b_ 2 { 1 4 é%}

Al 1 7a)? S (si ol L cos(@a—0b) [, |, a a
8° (sin u) = 5 (é"f;) (sin w) — 7 S" (cos u) 5 l1 - 57, 3
4 1/ a)\s a i sin (a — b) ([ a \* a
Flem =y (z_' b) {cos i) -+ g (B ) 125 {(2 b) Fop 1}

cos (@ — b) — 1
Sy Az

: 1 =5 2

. sin (@ —b) 1 (a 4
m 122 125 2b) ete.

Die Kenntniss der Coefficienten der vorliegenden Entwicklung ist
hiermit fiir den Specialfall ¢ = 0 auf die Ermittelung der Integrale
S'(cos 1r) und S'(sin w) zuriickgefithrt. Diese selbst sind den soge-
nannten Fresnel’schen Integralen aequivalent und also, da fiir diese Tafeln
existieren,!) als bekannt anzusehen. Bei Vorhandensein der beiden ersten
Aberrationsglieder wiirde analog die Kenntniss der Integrale

f::); (¢ + Bo*+ yo*)do und

1) Fresnel, Memoire sur la diffraction de la lumieére 1818, Oeuvres complétes. 1 p. 319.
Gilbert, Recherches analytiques sur la diffraction de la lumiére. Mem. couronn. de I’Acad. de
Bruxelles, XXXI 1862. Lindstedt, Zur Theorie der Fresnel'schen Integrale, Wied. Ann. 17. 1882,
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foﬁi‘ﬁ(ao+ﬂ02—l—703)do,

oder, da das Argument der periodischen Funktion durch eine Substitution
auf die Form o« o 4 ¢ 0 gebracht werden kann, die Kenntniss der
Integrale

f:gf(aa-{-ﬂo‘*)do und fsi(:f(aa 4+ Bo®)odo

erforderlich sein. Da diese ausser der Grenze noch einen Parameter ent-
halten, also von zwel Argumenten abhéngen, so ist es nicht praktisch

- Tabellen fiir dieselben anzulegen; man wird vielmehr, da diese Argumente

nur von der Gestalt und den Dimensionen des wirksamen Teiles der
Wellenfliche oder anders ausgedriickt von den Constructionselementen
eines Systemes abhangen, fiir jeden einzelnen Fall die Werte derselben
berechnen. Uebrigens ist das erste der Integrale mit dem von Airy bei
Gelegenheit der Theorie des Regenbogens berechneten identisch und also
infolge dieser und zum Teil einer Arbeit von Stokes!) als bekannt an-
zusehen. —

Wir wollen jetzt noch eine dritte Entwicklung unserer X und Z
geben, deren Benutzung allerdings vor der vorausgegangenen keine Vor-
ziige hat, ausser insofern, als hierzu die Kenntniss der Werte der Bessel-
schen Funktionen nicht notwendig ist. Um die vorkommenden Coefficienten
mit den bereits gegebenen in einfacher Weise zu verbinden, wollen wir
eine fiir alle Elementarstrahlen identische und demnach fiir das Intensi-

tatsresultat gleichgiltige Phasenverinderung vornehmen, némlich die
Koy By (%
Db 805516
kommen damit auf unsere urspriinglichen Ausdriicke

vermindern. Wir

Argumente der Cosinus und Sinus um

1
"Xl — COsS ko | k] 2 k2 3
X, ""JJO(ZV")sin(z i —}——Gla)da und

’ 1

Z™ Lesin [k k K 4 :

,Z(;,n)szl(l]/g)-Va-o ; (-—éqo—}-—joz—}--a?—os)da zuriick.
0

COS

s — I

1) Airy, loc. coll.; Stokes, On the numerical calculation of a class of definite Integrals and
infinite Series. Trans. of the Cambr. Phil. Soe. Vol. IV, Part I oder Math. and Phys. Papers

Vol. II pag. 329.
Abh. d. II. CL d. k. Ak. d. Wiss. XVIIIL Bd. I. Abth, (24) 10
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Setzen wir nun in diese die fir J,({})e) und J; (!}Vs) geltenden

Potenzreihen:
1% g2 [8 g

SRR #2 w (o)
Jo(tVo) =1 +z 4.2.4 2:4.6:-2:4-6 - 2(“ )2"(11(n))2

n=0

sV il b I g2 s g ]
/o) = —2 | ;
JI(Z] o-) 11 2'4 | 2‘4:'46 2'4'604068'..1

__ We e (12 o)»
i T M e Ve T ey e

=\

so ergibt sich bei gliedweiser Integration (diese ist hier gestattet):

(_ 1)” 22” " COS k 9 ]b
X T 2 92"(ﬁ‘;’e—))—"'f dosin (—2_ Tr + 5 )
0

n=>=u

Z(m) O\ )n [2n+1 - & k k /s
mn S Ry By 21 %3 -3
Z("')'“Lf)2n+lﬂ(n) I (n 1)f0 005(20+4° +6O)do
0

Da weiter nach einer fritheren Formel (pag. 65)

1

[ —oyemdo= 1@ s+ @),

0

also auch

1
0

1st, so erhalte ich:

’X2 227 I1 (n) sin

n=~=u

‘Zm (—1)" 2nt IT (n M) qutmtsin [& 7: I .
Z‘"') 2 22T () IT (n -+ 1) gt Cos {20 (1—0) +- 1(1'—0)2—“ “62(1—0)3}

n=0

Wie man sieht, hat man bloss an Stelle von @, b, ¢ In unseren
: k ki & S £
fritheren Formeln —é‘—’, ——-f, —;—52- zu substituieren, um zu den Ausdriicken

fir 8"t in der vorliegenden Entwicklung zu gelangen.’)

1) Diese Substitution kann unter bestimmten Umstiinden eine Identitiit sein. Da nimlich

o+ ks + E ky+ 2k k
a, b, ¢ in der Weise von kg, k4, k; abhiingen, dass a = o+ 21+ %= 1—1; 2, c= _é_, 80
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IV. Allgemeinere Feststellungen iiber die betrachtete Lichtwirkung.

Obwohl auch jetzt die numerische Rechnung bisweilen noch ziemlich
weitlaufig ist, wollen wir uns doch mit diesen drei Entwicklungen be-
gniigen und uns den ausgezeichneten Werten der Intensitit zuwenden. —
Die X und Z und demnach auch die Intensitit hingen ersichtlich von
den Grossen I, k,, k,, k, oder I, a, b, ¢ ab. Da diese ihrerseits Funk-
tionen der Oeffnung, der Brennweite, der Entfernung eines Bildpunktes
von der Axe und von der Fokal-Ebene der Centralstrahlen und schliesslich
der Aberrationsglieder sind, so lassen sich infolge dieser Mannigfaltigkeit
in sehr verschiedenen Richtungen Untersuchungen beziiglich ausgezeich-
neter Werte der Intensitit machen; es ist jedoch andererseits zu bedenken,
dass infolge des rein physikalischen Charakters des Problemes eine Reihe
von Eigentimlichkeiten kein hervorragenderes Interesse haben.

Was speciell die Frage nach den Maximis und Minimis der Intensitit
betrifft, so kénnen wir zunachst einmal nach der Lage derselben fiir einen
bestimmten Typus und eine gegebene Bildebene fragen und erhalten fiir
die Bestimmung die Gleichung

aJ R & 2
37 = 0, oder wegen J = Xi + X5 + 7‘) (2 + Z3)

3 X 32X R\*(, 9Z A
Ximy T A gy ()‘) {Zl 57 Z.__-é-f}:o.

Benutzen wir weiter fiir die Bildung der hierin vorkominenden Differential-
quotienten die bekannten Relationen

vk ke k . LR D
braucht fiir die Identitit von @, b, ¢ mit 59, _f’ 6? nur die einzige Bedingung ky -+ ky = 0

erfiilllt zu sein. Dies besagt, wenn wir auf die Bedeutung von %y und %, zuriickgehen, im wesent-
4 6
lichen, dass 4(?) 81+6(§) &o = 0 sein muss, oder dass fiir die Randpunkte des benutzten

Teiles der Wellenfliiche unsere friihere Grosse © = 0 sein muss; da aber diese fiir die Neigung der
vorausgesetzten Wellenfliche gegeniiber der Schmiegungskugel im Symmetriepunkte bestimmend
war und mit dieser sich annullierte, so liefert die obige Substitution fiir die S#+1 das nimliche
Resultat, falls die von dem Bildpunkte der Centralstrahlen nach dem Rande der Oeffnung gezogenen

Radien auf der Wellenfliiche senkrecht stehen.
10*
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e
37 (—Jd)=—0"J,, und
Ol gy L
31 T y=—19
so erhalten wir (aus den Gleichungen pag. 43, 44 und 59) fiir
3 X, 3 X,
37 und 37
die einfachen Ausdriicke:
d X,
_é_l“ J, (1) COS J, (1) coS J, (1) COS
— o Ys 0 2 1 ~ 1 g8 2
QIR Pt ADINY Ds' S E"lz- Dsin‘u f 423 Dsin‘u
2l
9 X,
3Z“___ | ZJ(Z) COS | PJ (0) g 7COS
b, J(Z)S‘Qm ) S(sm ) ' o (sm")—‘_”
ol

wihrend aus der dritten Entwicklung (pag. 184) sich fiir diese Grossen
die Formen

N\D
(— l)n [2n—1 2 cOS []b l
Z 22n—1 JT (ﬂ == 0 1) S i sin 120 (1 e ) —l_ (1 &4 )2 + 6 (1 e O)SJ

n=0

ergeben. Um fiir die Differentialquotienten der Z Componenten ebenfalls
einfache Ausdriicke zu bekommen, miissen wir die beziiglichen Ausdriicke

pag. 44, 45 in der durch die Gleichung

g‘é"‘laaz("zi) +"z['

angedeuteten Weise, und die pag. 60 nach dem Schema

of _ (Y f
o T Wl l

behandeln. Es ergibt sich fur die Glieder der Z:

aZim)

oy J (Z) 0  ym—1 Sin ) J (3) 1( Gm-18i0 ) _1_1 A
8 Zm) T D ( cos ' ) cos ™ ) l Z(””
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und



00074072

(187) : 77

) Z}’") ng)

0 l m Sil] Z 2 m - l
sz = h O (") + 5 HO S ("omp) + .. — 1,

2l !

Fir die 3. Entwicklung erhalten wir durch gliedweise Differentiation:

o Z™

i e w @Gu4=1)P*II(n+ m) quymyq sin J& k
aZéﬂl} P =3 ﬂ;o (__ 1) 22n+1 . H(n) . H (n 1) S COS {"é‘g (1 o O) —I—' Zl- (1 e 0)2

o1l

e

O

Allgemeinere Schliisse aus diesen Formeln zu ziehen, diirfte bei der
Compliciertheit der vorkommenden Ausdriicke ziemlich schwierig sein;
dieselben haben indess die Bedeutung, bei der Durchrechnung die Orte
der Maxima und Minima mit unvergleichlich grosserer Schirfe zu liefern,
als dies die Berechnung des Intensitdatsausdruckes thun kann. KEine Be-
griindung dieser Bemerkung ist iiberfliissig.

Wir koénnten nun weiter die Frage stellen, wo liegen bei gegebener
Gestalt und Grosse der Wellenfliche, falls ich die Bildebene (0' oder im
wesentlichen %;) nmicht als fest voraussetze, die Punkte kleinster und
orosster Intensitit, mit anderen Worten, wo liegen die Stellen grosster
und kleinster Concentration der Energie im Raume. Zur Beantwortung
derselben hitten wir aus den Gleichungen

o oJ

37 =0 53 = 0
oder mit hinreichender Né#éherung

3 J 93T

o und & zu berechnen; es bedarf indess kaum der Andeutung, dass selbst
fiir die einfachsten Verhiltnisse eine allgemeinere Bestimmung dieser
Werte die grossten Schwierigkeiten hat und auch hier nur eine weit-
gehende numerische Durchfithrung des Problemes die erforderlichen Auf-

schliisse gewihren wird.
Ganz ahnlich steht es mit der Frage mnach der Pointierungsebene
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und dem Auflésungsvermogen bei vorgegebener Construction. Was die
erstere anbetrifft, so ist zundchst zu bemerken, dass eine priicise For-
mulierung der Kigenschaften dieser KEinstellungsebene von vorneherein
iiberhaupt nicht gegeben werden kann, und dass andererseits, falls wir
auch willkiirlich eine Definition festsetzen wiirden, wir doch nur auf dem
Wege numerischer Rechnung eine Lagebestimmung erhalten diirften.
Falsch wiirde es auf jeden Fall sein, die relative Grésse des centralen
Lichtscheibchens ') als Charakteristikum fiir die Einstellungsebene zu be-
nutzen, da die Grosse und vor allem die Intensitit der folgenden Ringe
unbedingt mit beriicksichtigt werden muss. Aus diesem Grunde haben
die leicht aufzustellenden Bedingungen fiir das Minimum des centralen

Scheibchens
0J 0 3%

G R T e

keine besondere Bedeutung. Da weiter die Lichtverteilung in der ,Ein-
stellungsebene im wesentlichen das Auflésungsvermégen bedingt, so sind
auch alle Fragen, die mit diesemn zusammenhéngen, nur durch numerische
Rechnung und eine Art subjektiver Beurteilung zu erledigen.

Von allgemeineren Feststellungen sind dagegen zwel ohne weiteres
moglich. Die erstere derselben ist negativer Natur und besagt, dass in
unserem allgemeinen Falle, also bei Vorhandensein von Aberrationen und
Ausdehnung der Betrachtung auf Bildpunkte ausserhalb der Fokalebene
der Centralstrahlen eine Proportionalitiat zwischen den ,Dimensionen® der
Beugungserscheinung und der Wellenlinge ceteris paribus nicht mehr
besteht. Die genannte Proportionalitit erklart sich bei dem Typus der
Frauenhofer’schen Beugungserscheinungen, wo also k&, &, k, ete. = 0 sind,

bekanntlich daraus, dass nur noch das Verhéaltniss % in den For-

meln vorkommt. In unserem Falle ist, wie man sieht, dies nicht mehr

richtig; 4 tritt auch ausser in Verbindung mit ¢ auf.

Die zweite allgemeinere Feststellung bezieht sich auf die Mdoglichkeit
des gleichen Charakters der Lichtwirkungen?) zweier Wellenflichen. Denken

1) Unter dem centralen Lichtscheibchen wollen wir den Bereich bis zum ersten Minimum
verstehen, obwohl dieser unter Umstiinden sehr wenig Bedeutung haben kann.
2) Die Lichtwirkung soll blos durch Amplitude und Phase, oder erstere allein charakterisiert sein.
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wir uns namlich zwel Wellenflichen, so ergeben sich fiir dieselben aus
den Grundformeln gleiche Lichtwirkungen offenbar dann, falls 1) %, &, %,
fiir beide Fliachen gleiche Werte haben, 2) das gleiche fiir den Faktor
von ¢ in ! und 3) den Faktor vor den Doppelintegralen pag. 37 der
Fall ist. Es miissen also die Grossen

n# R 0 7 el il ol ) SR

FL A A+ A(f fd')(f) ’ I(T) @ 7+ 8 g ote

L7+o " Lo
in beiden Fillen dieselben sein. Man erhilt daraus ohne weiteres, dass

auch R, —?,
sich fiir jede derselben mnatiirlich ebenfalls eine Relation angeben; der
Uebersichtlichkeit halber wollen wir uns indess auf den Fall beschrinken,
wo mit hinreichender Genauigkeit

R A T s P A 4

_&.l S I(_f_") Elf; _(_32 — 7'-('—"':) ng...
gesetzt werden kann, was nach unseren fritheren Ausfithrungen fiir kleinere
Oeffnungswinkel,) z. B. solche wie beim iiblichen Fernrohrtypus, hin-

und % f identisch sein miissen. Was &, & .. anbetrifft, so lisst

reichend erfiillt ist. KEs muss demnach %, ;?4 . . ebenfalls gleich sein. —
Die Bedingungen unter denen zwel Instrumente in den zur optischen Axe
senkrechten Ebenen gleiche Lichtwirkungen ergeben, kénnen wir demnach
in zwel Arten zerlegen, namlich einerseits solche, die von der Construction
des Instrumentes abhéingen, und andererseits solche, die sich auf die Art
der Zuordnung der zur optischen Axe senkrechten Ebenen beziehen. Die
Bedingungen der ersten Art besagen, dass bei gleicher linearer Grdsse
der Oeftnung die Brennweiten sich umgekehrt wie die Wellenlingen der
benutzten Lichtart verhalten miissen, und dass die Aberrationsconstanten
&, & ... den Quadraten der ersten, zweiten, .. Potenz der Brennweite
proportional sein miissen. Die Bedingung der zweiten Art ordnet die
Bildebenen in der Weise zu, dass sich je zweil entsprechen, die der Brenn-
welte proportionale Entfernungen von den Fokalebenen der Centralstrahlen

haben. — Stellen wir speciell noch die Forderung gleicher Wellenlinge,

1) Fiir grossere Oeffnungswinkel treten nur unbedeutende Modificationen ein.
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also gleicher physiologischer Wirkung, so fallen die beiden Fille zu-
sammen. — Die oben gestellte Bedingung vollstindiger Gleichheit der
Schwingung nach Amplitude und Phase ist offenbar sehr eng; begniigen
wir uns desshalb einmal mit der Proportionalitit der Amplitude unter

Wahrung der ,Dimensionen“ der Beugungserscheinung. Es fillt dann
2

(F+0) 2
hinweg und die iibrigen fordern, indem wir uns wiederum auf den obigen
Fall, dass 0 gegeniiber /' vernachlassigt werden kann, beschrinken, die

Gleichheit der Ausdriicke o (5;_) 04, & f, & f... Ohne diese Bedingung

im allgemeinen Falle zu betrachten, wollen wir sofort i als gleich auf-
fassen und erhalten dann den Satz: Zwei Objektive liefern fiir die gleiche
Lichtart der Phase nach gleiche, der Amplitude nach proportionale Licht-
wirkungen, falls 1) das Oeffnungsverhaltniss dasselbe ist, 2) siammtliche
Aberrationsconstanten den Brennweiten umgekehrt proportional sind und
3) je zwei Bildebenen in gleicher Entfernung von der Fokalebene der
Centralstrahlen sich correspondieren sollen. In diesem Falle herrscht also
auch fir die Lichtwirkung in einer durch die Axe gehenden Ebene
Proportionalitit und die Zuordnung kann demnach sozusagen verzer-
rungsfrei geschehen, mit anderen Worten, die Dimensionen der Beugungs-
erscheinung sind hier im (in betracht kommenden) Raume gewahrt.
Wir kénnen nun noch weiter gehen und nur eine Proportionalitit
der Dimensionen zweler Beugungserscheinungen nebst Proportionalitit
der Intensititen in den Punkten je zweler zugeordneter zur Axe senk-
rechter Ebenen?!) fordern. Es wire dann offenbar nur die Gleichheit der

Ausdriicke
Oy RAY s [ (B\°
7(7") ’ 7(7) ‘15 I(?) i
oder fiir gleiche Wellenlingen die von

) (g;—,)z, f(‘-?-y S

notig, d. h. es miissten solche Ebenen als correspondierend betrachtet
werden, deren Entfernungen vom Fokalpunkte der Centralstrahlen den

die erste Bedingung, ndmlich die der Constanz des Ausdruckes

1) Nebst gleicher Phase.
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Quadraten der Oeffnungswinkel umgekehrt proportional sind, und ausser-
dem noch Proportionalitit der Aberrationsconstanten zu gewissen Con-
structionselementen bestehen.

Um die gegebenen drei Fille, von denen der erste der speciellste,
der dritte der allgemeinste 1st, noch einmal anschaulich zu machen,
kénnen wir sagen, dass in ersten vollkommene Gleichheit der (mechanisch
gemessenen) Intensitdt herrscht, dass im zweiten dies durch eine (natiirlich
relativ gleiche) Verinderung der Amplitude in der urspriinglichen Wellen-
fliche und dass im dritten dies durch diese letztere Operation und einen
geometrischen Vergrosserungs- oder Verkleinerungsprocess erreicht werden
kann.

Wenn die bisherige Discussion die Gleichheit der %” sowohl nach
Grosse wie Vorzeichen zur Grundlage hatte, so ist andererseits jedoch
auch unmittelbar einzusehen, dass fiir die Erzielung gleicher Lichtwirk-
ungen, sofern man nur die Intensitit beriicksichtigt, eine Gleichheit dem
Vorzeichen nach gar nicht erforderlich ist. Untersuchen wir desshalb
einmal den Fall entgegengesetzter Vorzeichen der %” und beschrinken
wir uns dabei der Uebersichtlichkeit halber gerade wie bisher auf kleine
Oeffnungswinkel. — Wie man sieht, miissen dann sowohl J wie die &*
fiir die verglichenen Fille entgegengesetztes Vorzeichen haben. Nehmen
wir dies an, so gelten alle vorigen Betrachtungen. Das entgegen-
gesetzte Vorzeichen von o besagt, dass von den zwei verglichenen Licht-
wirkungen die eine innerhalb, die andere ausserhalb der betreffenden
Fokalweite der Centralstrahlen liegt, das entgegengesetzte Vorzeichen der
&s, dass die Wellenflichen sich insofern unterscheiden, als allen nach
vorn (im Sinne der Lichtbewegung) durchgebogenen Partien der einen
nach hinten durchgebogene der anderen entsprechen und umgekehrt,
wobei die Verbiegung von der Schmiegungskugelfliche ihren Ausgangs-
punkt nehmen soll. Fiir den Specialfall, dass beide Objektive gleiche
Brennweite und Oeffnung haben, kénnen wir auch sagen, dass entgegen-
gesetzten Aberrationen der Intensitit nach gleiche Lichtwirkungen ent-
sprechen, falls man nur den Sinn der Durchwanderung der Bildebenen
verschieden nimmt. Von den frither beschriebenen Typen (p. 18) ist
also nur die Hilfte zu untersuchen, was in anbetracht der weitliufigen
numerischen Rechnung ein grosser Gewinn ist.

Abh. d. IL. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIII. Bd. I. Abth. (4 11
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Hiermit wollen wir schliessen, eine numerische Rechnung soll in dem
vorliegenden Aufsatz nicht gegeben werden, weil dieselbe einerseits
nur dann einen Wert hitte, falls sie bis zu einer betrichtlichen Aus-
dehnung durchgefiithrt wiirde, und weil andererseits der Umfang dieser
Abhandlung in diesem Falle noch erheblich vermehrt wiirde; wohl aber
soll diese numerische Untersuchung in allernéchster Zeit erfolgen.

Jena, Februar 1893.



