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EINLEITUNG

Systematische differentialgeometrische Untersuchungen zu den Geometrien des Er-
langer Programms liegen bisher, auBer fiir den klassischen, bewegungsinvarianten Fall,
vor allem vor fiir die volle projektive Gruppe und fiir die Gruppe der inhaltstreuen
Affinitidten (BrascHKE [1]).}! Hingegen hat die Gruppe der homogenen Affinititen nur
gelegentliches Interesse gefunden (SALkowsKI [1], MAYER [1]), was vor allem darauf zu-
riickzufithren sein diirfte, dafl die Resultate dieser Geometrie nicht translationsinvariant
sind und daher, wie es zunéchst scheinen mag, keine unmittelbar anschauliche geometrische
Bedeutung haben. Nun ist diese Gruppe der homogenen Affinititen aber gerade die Auto-
morphismengruppe eines Vektorraumes, und die Geometrie dieser Gruppe — die ,,zentral-
affine’* oder ,radialaffine’* Geometrie — kann daher auch aufgefaf3t werden als Geometrie
im Vektorraum. Vektorriume aber sind fiir die Geometrie von groBer Bedeutung, weil sie
als Tangentialriume differenzierbarer Mannigfaltigkeiten auftreten. Insbesondere er-
scheinen Hyperflichen im Tangentialraum einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit als
Eichflichen in der allgemein-metrischen Differentialgcometrie, u. a. der FinsLERschen und
der CartaNnschen Geometrie. Eine zentralaffine Differentialgeometrie der Hyperflichen
muB also fiir diese Geometrien von Interesse sein.

Auch im Hinblick auf diese Anwendungenwird in dervorliegenden Arbeitdie Differential-
geometrie der Hyperflichen in Vektorrdumen aufgebaut, und zwar in einer von den fri-
heren Darstellungen von SaALkowskI und MAYER wesentlich verschiedenen Weise und ohne
Dimensionsbeschrinkungen (Kapitel IT). Als grundlegend dafiir erweisen sich die osku-
lierenden Quadriken der Hyperfliche, die wir in Kapitel I ausfiihrlich behandeln. Obwohl
spezielle oskulierende Quadriken seit DarBoUX und LiE in der Affingeometrie eine her-
vorragende Rolle spielen und W. HaAck [1] solche Quadriken in der affinen Liniengeometrie
wesentlich benutzte, scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein, daB sich die ganze
Affingeometrie der Hyperflichen auf oskulierende Quadriken griinden 1aft. Das gilt
iibrigens nicht nur fir die zentralaffine Geometrie, sondern auch fiir die inhaltstreu-affine
Geometrie, die uns hier nur am Rande interessiert; wir werden das in I, § 3 ausfiihren. In
der zentralaffinen Geometrie fithren die oskulierenden Quadriken mit festem Mittelpunkt
O auf geometrischem Wege zu einer von der Hyperfliche erzeugten RiEMANNschen Metrik
im Vektorraum, die in ganz anderem Zusammenhange von E. R. LorcH [1] gefunden wor-
den ist und die die Anwendungsmaoglichkeiten der zentralaffinen Geometrie erweitert.
Neben der die Metrik erzeugenden ,,Eichfliche* £ kann nun ndmlich eine zweite Hyper-
fliche F (oder auch ein anderes geometrisches Gebilde, z. B. eine Kurve) als Untermannig-
faltigkeit dieses RiEMANNschen Raumes betrachtet werden. Diese zentralaffine Differential-
geometrie der Flichenpaare bildet eine direkte Verallgemeinerung der elementaren Fli-
chentheorie, die sich ergibt, wenn % die Einheitssphire einer euklidischen Geometrie ist.

Neben Anwendungen auf die allgemein-metrische Differentialgeometrie (Kapitel IIT)
behandeln wir in der vorliegenden Arbeit noch das Raumproblem mit den hier bereitge-
stellten Hilfsmitteln (Kapitel I1II, § 4).

1 Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit.



8 Einleitung

Der uns interessierende Sachverhalt (Hyperfliche in cinem Vektorraum) tritt auch in
der Funktionalanalysis auf: Ein BANAcH-Raum ist ein (i. a. unendlichdimensionaler, voll-
stindiger) Vektorraum mit einer konvexen Eichhyperfliche. Viele Teile der vorliegenden
Arbeit geben auch Beitrige zur Differentialgeometrie der BANAcH-Riume. Esist im Inter-
esse der Kiirze darauf verzichtet worden, dies jeweils im einzelnen auszufithren; diejenigen
Abschnitte, die auch fiir unendlichdimensionale reelle Vektorrdume gelten, sind durch
cinen Stern * gekennzeichnet, und wenn in einem Abschnitt nur einzelne Sétze auch fiir den
unendlichdimensionalen Fall gelten, so sind diese Sitze in gleicher Weise hervorgehoben.
Die Beweise gelten dann stets auch fiir unendlichdimensionale Riaume, wobei lediglich die
folgende Uminterpretation der Formeln vorzunehmen ist: Alle Differentiationen sind im
Sinne der FrEcHETschen verallgemeinerten Differentialrechnung zu verstehen, und die
Formeln der Tensorrechnung sind in dem Sinne basisfrei aufzufassen, wie das in fritheren
Arbeiten (LavawiTz [1], [2]) ausfithrlich begriindet worden ist. Ubrigens kann diese Inter-
pretation der Tensorrechnung auch im endlichdimensionalen Fall angewendet werden und
bietet dann gegentiber der {iblichen Auffassung den begrifflichen Vorteil eines basisfreien
Rechnens mit Vektoren und Tensoren.!

! Herrn F. LoBELL verdanke ich den Hinweis auf die bisher anscheinend unbemerkt gebliebene Tatsache,
daB bereits GRAssMANN [1] im Besitz eines weitreichenden Differentialkalkiils in Vektorriumen war und also

als Vorldufer von GATEAUX, FRECHET u. a. in der Entwicklung der verallgemeinerten Differentialrechnung
anzusehen ist.



KAPITEL I.
DIE OSKULIERENDEN QUADRIKEN EINER HYPERFLACHE

Unsere Betrachtungen beruhen wesentlich auf den eine Fliche in einem Punkte in zwei-
ter Ordnung beriihrenden (oskulierenden) Quadriken. Wir untersuchen in diesem Kapitel
solche Quadriken und beschiftigen uns besonders mit ihren Schnitten durch die zur Tan-
gentialebene parallelen Hyperebenen. Dabei werden sich einige neue Beziehungen zur
Geometrie der inhaltstreuen Affinititen ergeben.

Wir sctzen hier stets voraus, dal} die betrachteten Hyperflichen viermal stetig differenzier-
bar seien.

*§ 1. Die Definition der oskulicrenden Quadriken einer Hyperfliche

Zu jedem Raumpunkte A7, der nicht in der Tangentialhyperebene 7'(P) der Fliche E
im Punkte 7 gelegen ist, gibt es genau eine Quadrik Q,,(P), welche A zum Mittelpunkt
hat und £ in P oskuliert. Dabei darf 4/ auch ein Fernpunkt sein. Aus der Definition der
zweiten Fundamentalform der bewegungsinvarianten Differentialgeometrie folgert man
sofort, daf3 die Schnitte von Q,,(P) mit zu 7'(P) parallelen Hyperebenen homothetisch zur
Dupinschen Inikatrix von £ in P sind, weil in die zweite Fundamentalform nur die Ab-
leitungen bis zur zweiten Differentiationsstufe eingehen.!

Eine fir uns wichtige analytische Darstellung der oskulierenden Quadrik Q,, () fin-
det sich im wesentlichen bei DELENS [1]. Sie ergibt sich in folgender Weise. Man definiere
cine reellwertige Funktion #(Y) fiir alle ¥ = M + a(X—M) im Innern eines Kegels mit
Spitze M durch

F(Y)=F(M+ a(X—M)) =a

fiir @ > o und alle X auf der Fliche Z, die in einer hinreichend kleinen Umgebung von P
liegen. Dann gilt:

1.1.1.2 Die oskulierende Quadrik Q,,(P) ist gegeben durch g, ,(P)(Y' — M) (Y* — M*) =1
mit
\ 2 FE(P)
£aP) = 7

1 Alle diese sehr einfach zu beweisenden Tatsachen sind bei ScHEFFERS [1] ausgefiihrt; die Verallgemeine-
rung auf beliebige Raumdimensionen ergibt sich ohne weiteres. — Ubrigens hat bereits Dupin [1] selbst
seine Indikatrix iiber die zur Tangentialebene parallelen Schnitte eines oskulierenden Paraboloides ein-
gefiihrt. Man vergleiche dazu auch Krupra [1].

2 Satze, Hilfssitze usw. werden in folgender Weise numeriert: I1.3.5 bedeutet den fiinften Satz in § 3 von
Kapitel II.

Miinchen Ak. Abh. math..nat. 1950 (Langwitz) 2



10 Die oskulierenden Quadriken einer Hyperfliche

Der Beweis 148t sich am einfachsten so fithren, da man g,,(#) derart bestimmt, daf3

G(¥) = F(Y)—gu(P)(¥' — M) (Y — M)

fir ¥ = P von mdoglichst hoher Ordnung verschwindet. Nach einfachen Umrechnungen
mit Hilfe der EuLERschen Homogenititsrelationen ergibt sich die Bezichung

1 R F2(P)

Gl = {*2‘ o ) }(Y’.—M") (Y*— M% + R,

wobei das Restglied £ von mindestens dritter Ordnung in ¥ — M ist. Soll also G(Y) in
Y = P von zweiter Ordnung verschwinden, so erhilt man als cindeutige Festlegung von
(symmetrischen) g, () tatsichlich die behauptete Bezichung.

Schneidet man £ und Q,,(P) mit einer p-dimensionalen Ebene A durch 47 und P (2 < p),
so erhilt man aus der soeben bewiesenen Darstellung (I.1.1) der oskulierenden Quadrik:

1.1.2. Die Quadrik H M\ Q,,(P) hat den Mittelpunkt M und oskuliert die in I gelegene
(p — 1)-dimensionale Fliche H (\ E im Punkte P.

§2. Die ebenen Schnitte der oskulierenden Quadriken

Wir wollen in diesem Abschnitt die zur Tangentialebene parallelen Mittelpunktsschnitte
der oskulierenden Quadriken genauer untersuchen. Uber die lange bekannte Tatsache, da83
ein solcher Schnitt homothetisch zur Dupinschen Indikatrix ist, hinaus wollen wir jetzt
folgende schirfere Aussage beweisen:

*1.2.1. Sei e eine zur Tangentialhyperebene T (P) parallele Hyperebene und seien Q,,(F),
Qi (P) oskulierende Quadriken, deven Mittelpunkte M, M' in & liegen. Dann sind die
Schnittfiguren q,q von Q (P, Qi (P) mit € zueinander kongruent ; g wird durch diejenige
Translation von ¢ in q' iibergefiihrt, welche M in M’ iiberfiihrt.

Beweis. Wir wissen aus § 1 bereits, da} die beiden Schnittfiguren ¢, ¢’ &hnlich und
dhnlich gelegen sind. Daher wird der Beweis gefiihrt sein, wenn gezeigt ist, daf die Schnitt-
strecken von ¢, ¢’ mit der Geraden M M’ zueinander kongruent sind. Diese Schnittstrecken
diirfen auch imaginir sein; lediglich den Fall, da3 M/ M’ Asymptotenrichtung von ¢ ist,
miissen wir zunichst ausschlieBen und spiter gesondert behandeln. Es kommt also jetzt
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nur darauf an, diejenigen Kurven zweiter Ordnung zu betrachten, die in der Ebene P M M’
liegen, die Schnittkurve dieser Ebene mit der Fliche im Punkte 2 oskulieren und M, M’ als
Mittelpunkte haben. Nach der Bemerkung I.1.2 werden diese Kegelschnitte namlich ge-
rade die Schnittkurven der Ebene P M M’ mit den beiden Quadriken Q,,(P) und Q,,,(P)
sein. Wir fithren ein cartesisches Koordinatensystem (xy, %,) in dieser Ebene so ein, dal3
flir die Schnittkurve der Ebene mit der Fliche eine Gleichung

Xy = 23 (%)

besteht mit
(A) 2 (P) =0, 23(P) = 1, (0) = 0, 2y (0) = —1.
Diese Annahme ist moglich, wenn die Schnittkurve in 2 nicht stationire Kriimmung hat,

was ausgeschlossen ist, weil /M’ nicht Asymptotenrichtung der Dupinschen Indikatrix
sein sollte.

Sei nun eine Kurve zweiter Ordnung mit Mittelpunkt y,; gegeben durch
¢)) gixl®:i— ) (m—yp) = 1, &ir =&u't
Differentiation dieser Gleichung nach x; ergibt
(2) 0 = g (*—¥0) + £2(%2 —22) + gr2(®1 — )% + ga%s(¥2 — o),
und wiederholte Differentiation
(3) 0 = gy + 2g1% + L%y (1 — 1) + Lu¥s (X2 — y2) + Laa(x0)?.

Soll der Kegelschnitt die Kurve im Punkte P oskulieren, so miissen die Gleichungen (1),
(2), (3) fur die Werte (A) erfillt sein. Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

gu()? — 28 (t —¥9) + g22(1 —y9)? =1
—gu¥1 + gt —y) =o0
g1 +  gen — gl —yp) = o0,

! In diesem und dem folgenden Abschnitt ist die Vermeidung von oberen Indizes aus bezeichnungstech-

nischen Griinden gelegentlich zweckmiBig. Die EiNsTEINsche Summationskonvention soll aber auch hier
gelten.

2%
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das nach den Unbekannten g;, aufgelost werden kann:

2
1 1 ¥1
— = — ) = — (1 — )-
= BTGy oy U T,

SE—

Wir interessieren uns fiir den zur x;=Achse parallelen Durchmesser dieses Kegelschnittes;
fir seine Endpunkte muf} also gelten (Abb. 2, S. 11)

b=n =+ by = Ya,
und da fiir sie die Kegelschnittsgleichung erfiillt ist, folgt
c=(1—yp"%

Dieser Wert ist nur abhingig von der 2-Koordinate des Mittelpunktes des oskulierenden
Kegelschnittes, also der gleiche fiir alle Kegelschnitte, deren Mittelpunkte auf einer Par-
allelen zur Kurventangente liegen. Dies enthilt die Behauptung.

Allerdings ist noch der Fall nachzutragen, dall die Richtung M M’ Asymptotenrichtung
der Dupinschen Indikatrix ist. In diesem Fall kénnte man oben die Normierung x5y = —1
nicht durchfiihren, sondern man hitte x;’ = o. Fiir dic oskulierenden Kegelschnitte ergibt
sich dann

En=gn=0 gn=>0—y)"%
es handelt sich um die Geradenpaare:
x2= 1, xz-_— 2y2——1.

In diesem Falle fiihrt die Betrachtung der Ebene PM M’ allein nicht weiter. Wir gehen
daher anders vor. Sind alle ebenen Flichenschnitte im Punkte P von stationdrer Tangente,
so ist P ein Flachpunkt, und alle oskulierenden Quadriken sind Paare von parallelen
Hyperebenen, deren eine stets die Tangentialebene selbst ist. In diesem Falle ist nichts zu
beweisen. Gibt es aber cine Flichenrichtung, in der cin ebener Flichenschnitt nicht sta-
tiondre Tangente hat, so gilt das aus Stetigkeitsgriinden auch fiir nahe benachbarte Rich-
tungen. Wir wihlen unter diesen zwei unabhingige Richtungen »;, 7, aus und legen die
zweidimensionalen Ebenen durch P, M, »; und P, M’, r,. Diese schneiden sich in der
Hyperebene &, welche durch M, M’ geht und parallel zur Tangentialebene ist, in genau
einem Punkt M/"". Wahlt man die oskulierende Quadrik mit Mittelpunkt "', so 1Bt sich
auf die Paare M, M' und M’', M jeweils unser oben gefithrter Beweis anwenden und er-
gibt die Kongruenz der Schnitte von & mit den drei Quadriken (Mittelpunkte M, M', M'").
Damit ist alles bewiesen.

Bezeichnet man eine Affinitit, welche eine Hyperebene punktweise fest 148t und jede zu
ihr parallele Hyperebene in sich tiberfiihrt, als eine Scherung, so kann man den eben be-
wiesenen Satz auch folgendermaBen formulieren:

*1.2.1. Es sei S diejenige Scherung, welche die Tangentialhyperebene T (P) punktweise
Sfest lafit und den Punkt M in den Punkt M' iiberfiihrt. Dann bildet S die oskulierende
Quadrik mit Mittelpunkt M auf die oskulierende Quadrik mit Mittelpunkt M' ab.
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Aus dem Satz I.2.1 und seinem Beweis wollen wir noch einige Folgerungen ziehen. Zu-
nichst soll eine Ubersicht iiber die Gesamtheit der eine ebene Kurve in ecinem Punkt
oskulierenden Kegelschnitte gewonnen werden; dabei kann von dem trivialen Fall abge-
sehen werden, daf3 es sich um einen Punkt verschwindender Kriimmung handelt, weil in
diesem Fall alle oskulierenden Kegelschnitte Paare von parallelen Geraden sind. Sei also
die Basis der affinen Ebene so gewidhlt, daB x,(x;) = x, die Gleichung der gegebenen Kurve
ist, und daB x, = o der betrachtcte Kurvenpunkt sei, fiir den gelte

%,(0) = 0, x; (0) = 0, xp (0) = —1.

AuBerdem gentigt es wegen 1.2.17, diejenigen oskulierenden Kegelschnitte zu bestimmen,
deren Mittelpunkte auf der x,-Achse liegen; die x,-Koordinate des Mittelpunktes sei 2.
Dann folgt fiir den oskulierenden Kegelschnitt die Gleichung

x? 4 (g — m)? e

—m m2

(Dies ergibt sich durch Einsctzen der Koordinaten und der Ableitungen im Punkte £ in
die Gleichungen (1)-(3) des Beweises zu [.2.1.)
Fiir die oskulierende Parabel (72 = --c0) ergibt sich

2 4+ 22, = 0.

Interessiert man sich fur die zur x;-Achse parallelen Durchmesser der oskulierenden Kegel-
schnitte, so folgt fiir ihre Endpunkte

2= +(—m)"?, d.h.:

Die Endpunkte der zur Tangente parallelen Durchmesser der oskulierenden Kegelschnitte
liegen auf der Parabel

%+ 2y =o0.
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Man kann also sagen, da3 der Ort der zur Tangente parallelen Durchmesser aus der
oskulierenden Parabel durch die Affinitit

E31
———=% xz——)xz

V2

Xy =

hervorgeht. Den Fall héherer Raumdimensionen kann man wieder durch Betrachtung
zweidimensionaler Schnitte auf diesen Fall reduzieren. Damit und mittels der Sitze .2.1
und [.2.1" ergibt sich:

1.2.2. Zwei oskulierende Paraboloide einer Hyperfliche in einem Punkte P werden durch
diejenige Scherung ineinander iibergefiihrt, welche die Tangentialebene T (P) punktweise
Jest 168t und die Achsenrichtung des einen Paraboloids in die des anderen iiberfiihrt.

Damit ist der Satz I.2.1" auch auf den Fall erweitert, da der Mittelpunkt der oskulie-
renden Quadrik ein Fernpunkt ist.

1.2.3. Es sei eine Gerade g durch den Flichenpunkt P gegeben, welche nicht in der Tan-
gentialebene liege. Dann erfiillen die zsu T(P) parallelen Mittelpunkisschnitte der oskulie-
renden Quadriken, deren Mittelpunkte auf g liegen, dasjenige Paraboloid mit der Achse g,
welches aus dem oskulierenden Paraboloid mit der Achse g durch diejenige Affinitit des
Raumes hervorgeht, welche g punktweise fest 1t und in T(P)als Homothetie mit dem Ver-
kiirzungsverhdltnis V2 wirks.

§ 3. Eine Anwendung in der Geometrie der inhaltstreuen Affinititen

Wir wollen in diesem Abschnitt ausdriicklich voraussetzen, daf3 der Raum von endlicher
Dimension sei. Dann kann man cine Volumeneinheit festsetzen und solche Quadriken aus-
zeichnen, denen das InhaltsmalBl 1 zukommt. Dabei wollen wir das Inhaltsmall ganz all-
gemein fiir nicht-ausgeartete Quadriken mit im Endlichen gelegenem Mittelpunkt 2,
definieren:

Definition. Das absolute Inhaltsmafi einer Quadrik ist gleick dem Volumen des von
irgendwelchen n konjugierten Halbmessern aufgespannten Parallelepipeds.

Diese Definition wird sich als zweckmiBig erweisen. Das absolute Inhaltsmal ist bis auf
cinen Faktor (Volumen der ,,Einheitskugel’) mit dem gewéhnlichen Volumen identisch,
falls letzteres existiert, was nur bei Ellipsoiden der Fall ist. Analytisch ergibt sich fiir das
absolute InhaltsmafBl der Quadrik Q
gir (v, — my) (¢ — my) =1
der Ausdruck
| 7(Q) | = | det (g:20 |~

Als Inhaltsmal3 schlechthin bezeichnen wir

1(Q) = (det (g;0) ~ "4
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wobei das Vorzeichen unbestimmt bleiben kann. Das Inhaltsmaf kann auch imaginir sein.
Es ist invariant gegeniiber inhaltstreuen Affinititen. Es ist wichtig, dal damit nicht nur
fur Ellipsoide, sondern fiir beliebige nicht-ausgeartete Quadriken ein Inhaltsmal3 erklirt
ist.

Die Ergebnisse aus § 2 erméglichen uns nun eine direkte geometrische Einfiihrung einer
bei inhaltstreuen Affinititen invarianten Metrik in einer Hyperfliche x* (#%). Dazu be-
trachten wir alle die Hyperfliche in einem ihrer Punkte, 7, oskulierenden Quadriken
vom absoluten Inhaltsmafl 1. Weil Scherungen inhaltstreue Affinititen sind, erfiillen
die Mittclpunkte dieser Quadriken nach Satz 1.2.1" zwei zur Tangentialebene 7 () par-
allele Hypercbenen H,, H,, von denen je eine in jedem der beiden von 7 (P) erzeugten
Halbrdumen liegt und die von 7 (£) gleichen Abstand haben. (Diese Abstandsgleichheit
ist ein affiner Begriff, weil Gleichheit paralleler Vektoren ein affiner Begriff ist.) Die
Schnitte der oskulierenden Quadriken, deren Mittelpunkte in /] liegen, mit der Hyper-
ebene 77; sind untereinander nach 1. 2.1 translativ kongruent und liefern also in 7°() alle

dieselbe Figur, wenn sic so parallelverschoben werden, daf3 ihr Mittelpunkt nach 2 fillt.
Es seit

Lap (P) & & =1

diese Mittelpunktsquadrik in 7" (). Geht man statt von 7/} von H, aus, so erhilt man die
Quadrik

—gu (PYEE = 1.

Diec MafBlbestimmung

ds® = o e (P duk di’

(das Vorzeichen mag unbestimmt bleiben) in der Hyperfliche ist ihrer Konstruktion nach
invariant unter den inhaltstreuen Affinititen. Wir wollen jetzt einen expliziten Ausdruck
fur diese Metrik herleiten, der auch einen Vergleich mit einer seit langem bekannten Maf3-
bestimmung erlaubt.

Zunichst wollen wir eine Quadrik @ und auf ihr cinen Punkt 2 annehmen und das Ko-
ordinatensystem so gewéhlt denken, daB o der Mittelpunkt von @ ist, daB3 P die Koordi-
naten (o, . . ., 0, ) hat, und daB die Tangentialebene 7" (P) parallel zur Koordinatenebene
x, = 0 ist. Das Volumen des von den Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds
sei 1. @ ist nun gegeben durch

gir¥; %, = 1,

1 Kleine griechische Indizes stehen hier und im folgenden stets fiir die Parameter einer Hyperfliche und
laufen also von 1 bis #—1, wihrend lateinische Indizes die Zahlen 1 bis 7 durchlaufen.
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und aus der Bedingung, daBl 2 auf Q liegt, ergibt sich
Lun 82 = 1.
Differentiation der Gleichung der Quadrik nach x, ergibt

0 = £,4%: 010 = £in %o

also fur (x;) = 2:

gnoz = O’

so dal3 wir erhalten

Enn xlzt =1 — &ap Fa Xp
oder als explizite Gleichung der Quadrik Q
X, = (1 —gaﬁ Xy xﬂ)lh /gnnlln‘

Denkt man sich die Quadrik in der Umgebung des Punktes 72 auf die x, als Flachenpara-
meter bezogen, so ergibt sich fur die Tangentenvektoren

Bl=0 5 5y Ly woelS g o )
und fiir den ,,Normalvektor in der durch die Basis bestimmten euklidischen Metrik
M=4+(,..,01)
(Diesen hier unkonsequenterweise auftretenden Vektor ft benstigen wir nur, weil er in der

BrascukEeschen Definition vorkommt, die wir spidter mit unserer Definition vergleichen
wollen.) Fiir die zweiten Ableitungen ergibt sich

41
= (O ety @5 == ) e e

x =
“l} gnn xn
Dabei bezeichnet R eine Grolle, die im Punkte P verschwindet. Fir die zweite Fundamen-
talform dieser cuklidischen Geometrie ergibt sich im Punkte 2

Sa
Laﬁ e (Sﬁ’ )"aﬂ) = i _Vg‘“' :

Nun wollen wir von der Annahme Gebrauch machen, das absolute Inhaltsmal} unserer
Quadrik @ sei 1; dann ist also

1= gnn l dCt (guﬁ) l’
mithin

dCt (]‘aﬂ) = :l: det (ga/l> B <g.nﬂ_(ﬂ_1)/2 =

X
-+

|

gﬂﬂ
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oder

— i £ Lap
gaﬂ_ :‘:Laﬂ' l/g,,n— Idet(La5)| T e

Damit haben wir erhalten: g, ist identisch mit der quadratischen Fundamentalform der
Flichentheorie der inhaltstreuen Affinititen von BLASCHKE [1] #nd BERWALD [2]. Dies ha-
ben wir allerdings zunichst nur fiir den Fall sehr spezieller Flichen, der Quadriken, her-
geleitet. Ohne neue Rechnung kann man nun aber einschen, daf3 dasselbe fiir ganz beliebige
Flichen gilt. Dazu wihlen wir eine oskulierende Quadrik, deren Mittelpunkt auf der Fli-
chennormalen liegt und die das absolute Inhaltsmal3 1 hat. Da in die zweite Fundamental-
form nur die Ableitungen bis zur zweiten Differentiationsstufe eingehen, hat die Fliche
in P die gleiche zweite Fundamentalform wie die betrachtete Quadrik, so daf3 sich mittels
Satz I.2.1’ sofort ergibt:

1. 3. 1. Es sei E eine Hyperfliche im affinen Raum mit Inhaltsmafl. Dann erhilt man
in der Fliche eine bei inhaltstreuen Affinititen invariante Riemannsche Metrik, wenn
man als Indikatrix im Flichenpunkte P den sur Tangentialebene parallelen Mittelpunkt-
schnitt irgendeiner in P oskulierenden Quadrik vom absoluten Inhaltsmafl 1 wéihit. Diese
Mafibestimmung stimmt mit der von BLASCHKE [1] 2nd BERWALD [2] auf formalem Wege
erhaltenen iiberein.

Abgeschen von der geometrischen Deutung, die die frither nur aus Invarianziiberlegun-
gen formal postulicrte Metrik damit erhélt, haben wir damit fiir den Aufbau der Geo-
metrie der inhaltstreuen Affinitdten auch gewisse methodische Vorteile gewonnen: der
Aufbau 148t sich hier determinantenfrei durchfiithren, und es brauchen keine der Affin-
geometrie fremden Hilfsmittel (wie der Normalvektor) herangezogen zu werden. Auf eine
ausfithrliche Durchfithrung dieses Aufbaus der Flichentheorie unter den inhaltstrcuen
Affinitdten kann in dieser Arbeit, deren Hauptgegenstand die Geometrie der homogenen
Affinititen bildet, nicht eingegangen werden. Um zu sehen, dal} ein solcher Aufbau mog-
lich ist, wird es aber auch geniigen, wenn wir zeigen, daB3 nicht nur die quadratische, son-
dern auch die kubische Fundamentalform der BrLascukE-BERwALDschen Geometrie sich
aus den oskulierenden Quadriken bestimmen ldBt. Dies soll jetzt noch durchgefiihrt werden.

Figur 5

Es seien 2 ein Flachenpunkt, 4/ der Mittelpunkt irgendeiner fiirs folgende festgehalte-
nen Quadrik vom absoluten Inhaltsma@ 1, 2’ ein zu 2 infinitesimal benachbarter Flichen-
punkt und Q der zu P benachbarte Schnittpunkt der Quadrik mit der Parallelen zu PM
durch 7’. Dann kénnen wir als MaBl der Abweichung der Fliche von der oskulierenden
Quadrik die folgende Grofie g betrachten:

_or
b=

Miinchen Ak. Abh. math..nat. 1959 (Laugwitz) 3
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wihlen wir das Koordinatensystem so, daB M
sein Nullpunkt ist, daB3 7 die Koordinaten (o, . . ., 0, 1) hat, und dal} die Tangentialhyper-
ebene in 2 parallel ist zu der von den ersten » — 1 Basisvektoren aufgespannten Hyper-
ebene. Dann gilt mit den fritheren Formeln hier

Enn = 1, gnﬂ =0
und (weil das absolute Inhaltsmafl der Quadrik gleich 1 ist)

|det (g, = 1.

Bezichen wir die Fliche in der Umgebung von 2 wieder auf die Parameter xy, . . ., x,_,,
stellen wir sie also dar in der Form

xﬂ = xﬂ (xl’ HCEG xﬂ'—l)’
so hat dic oskulierende Quadrik in der Umgebung von £ die #-Komponente
Qn = (1 —gaﬂ xa xﬂ)lh‘

Fir den Punkt 7’ mit den Parameterwerten x, = dx, ergibt sich

i oz, 20,
b= =x, (dxp) — ¢, (dxp) = %, (0) — ¢, (0) + ( oy axﬂ) dxy +
o2 X, o3 In

2 2
—{—?l(ax” ' )a’x“dxﬁ—l—-(—l;-( )a’xaa’xﬁdxy—{—@),

0xydxg i EMET 0xy, 0x30x, o 0x, 0xp0x,
wobei (4) von mindestens vierter Ordnung in &x, ist. Wegen der Oskulation stimmen
x, und ¢, an der Stelle 2 bis einschlieBlich ihrer zweiten Ableitungen iiberein. Auerdem
berechnet man direkt, daf3 die dritten Ableitungen von ¢, an der Stelle 2 verschwinden.
Es bleibt daher nur

1 & Xn (P)

T Omi o707, dz, dxg dx, + (4).

‘u=

Um zu einem Ausdruck zu gelangen, der die Unabhingigkeit von der speziellen Wahl der
oskulierenden Quadrik zeigt, berechnen wir die kovariante Ableitung x, ,.5.,:

X,

ol =[]
(Dabei bezeichnen griechische Indizes die gewdhnliche Ableitung, nach einem Semikolon

die kovariante Ableitung, und die Christoffelsymbole sind bezliglich der Metrik der inhalts-
treu-affinen Geometrie zu nehmen.) Da in unseren speziellen Koordinaten

4 —
ay‘ Xnop

naiBiy o Xmapy

xmzﬁ(P) = gna[)‘(P) =ga:ﬂ(‘p)’
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folgt

X,

1| 98ap 080y 988y
na; iy — Fnapy ( iy

B ou, Oug Oty
oder schlieBlich
to= g (%50, d2*dal dx? + 3 d(g,, dx* dx")) + (4)

BrascHKE [1] und BERWALD [2] haben als Koeffizienten der kubischen Fundamentalform
eingefiihrt:

A det (Fo; 5500 Fu o oo Bu—1) )

afy Idet (£up) Illz

In unseren speziellen Koordinaten ergibt das:

Aupy = Zuoipiy

weil x; = d; und | det (g,;) | = 1. Wir haben also
Ayp, d2* daf da? = 6y — 5 d(ds?) + (4).

Dies ist die gewiinschte geometrische Deutung der kubischen Fundamentalform.

Da nach cinem Raponschen Satze alle Differentialinvarianten der inhaltstreu-affinen
Flichentheorie Funktionen der beiden Fundamentalformen allein sind, kann man also
diese ganze Flichentheorie auf die oskulierenden Quadriken vom absoluten Inhaltsmal} 1
begritnden. Es mag von Interesse sein, zu zeigen, wie in einem speziellen Falle die
geometrische Deutung einer solchen Invariante direkt mit Hilfe der oskulierenden Qua-
driken angegeben werden kann. Wir fithren dies durch fiir den sogenannten ,,Affinab-
stand*“ 4 (7T (P); M) eines Punktes M von der Tangentialhyperebene 7" (/) der Flache
im Punkte P. Wir setzen

A(T(P); M) = o fir M € T (P);
A(T(P); M) = | I(Qy (P)) |7+ sonst.

In der Tat ist diese Funktion 4 gleich 1 fur diejenigen Punkte M, die als Mittelpunkte
einer oskulierenden Quadrik Q,,(P) vom absoluten InhaltsmafBl 1 auftreten, und nach
Satz 1. 2. 1" ist 4 (7 (P); M) konstant auf jeder zu 7" (P) parallelen Hyperebene. Aub3er-
dem ist A linear in jedem der beiden von 7" (P) erzeugten Halbrdume, wie man durch fol-
gende Uberlegung erkennt. Ist M/ Mittelpunkt einer oskulierenden Quadrik vom absoluten
InhaltsmaB 1 mit W P =g, sodall, &, .. ., &, , in irgendeinem Koordinatensystem (Inhalt
des von den Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds = 1) Lingen konjugierter Durch-
messer sind, so ist also

&... & =1

Ist nun M irgendein Punkt auf der Geraden durch 2 und M, so gilt fiir dic entsprechen-
den GroBBen

g8 =1,
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weil die Mittelpunktschnitte der zugehérigen oskulierenden Quadriken nach 1. 2. 3 auf
einem Paraboloid liegen. Also gilt

72 _ 2oy £ g Tl
Qu) =& ... &an =&...5.4n Pl

oder
[ @ = =l @

woraus die Linearitit von A4 folgt.

BerwaALD [1] hat diese Deutung des Affinabstands fiir den Spezialfall elliptisch ge-
krimmter Fliachen im dreidimensionalen Raum auf anderem Wege hergeleitet; dazu auch
BrAscHKE [1] S. 112,

Die quadratische Fundamentalform, die wir hier vermége der Mittelpunktsschnitte der
oskulierenden Quadriken vom absoluten Inhaltsmal 1 eingefithrt hatten, 1483t noch eine
weitere geometrische Deutung zu. Wie wir die kubische Fundamentalform némlich durch
das Mal} der Abweichung der Fliche von der oskulierenden Quadrik eingefiihrt hatten,
so ist die metrische Fundamentalform der Affingeometrie bestimmt durch das MaB} der
Abweichung der Fliche von ihrer Tangentialebene. Dies bestitigt man sehr einfach wie-
der mittels unserer speziellen Koordinaten. Diesmal bezeichne 7" den Schnittpunkt der
Geraden M P’ mit der Tangentialebene 7°(”), so daB3 7 sich beschreiben 146t durch

T:a-(x;+ dx)

Figur 6

(x; Koordinaten von 2). Die Bedingung, da der Endpunkt des Vektors M/ 7 in der Tan-
gentialebenc 7" (P) liegt, ergibt in unseren speziellen Koordinaten?!

1
— 1 ——d
oder schlieBllich

P'T
d52=—2W+[3].

Unsere Ergebnisse gestatten auch einige Anwendungen in der Geometrie der orthogo-
nalen Gruppe, worauf zum Schluf3 dieses Kapitels noch hingewiesen sei. Wir betrachten

! Mit [3] wird eine GroBe von mindestens dritter Ordnung in dx bezeichnet.
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dazu diejenigen oskuliecrenden Quadriken Q, deren Mittelpunkte auf der Flichennormalen
liegen. Mit denselben Annahmen iiber das Koordinatensystem wie oben folgt dann fiir die
beiden Fundamentalformen der bewegungsinvarianten Geometrie:

(ra"'ﬂ) = 6aﬁ’ Laﬂ = (mraﬂ) = ga/?..
Viens

Fir die Gausssche Kriimmung
K = det (L,) [ det (5,5,)
ergibt sich aus den oben hergeleiteten Formeln

1 gnt+1
TN D (O]

K=

Dies fassen wir zusammen in dem Satz
1. 3. 2. Fiir die Gavusssche Kriimmung K gilt

zn+1 an—1 Jn—1 (Q)

TINQ) T FRQ  FrFIQ)

Dabei bedeuten z den Abstand des auf der Flichennormalen gelegenen Mittelpuntkts der
oskulierenden Quadrik Q, I(Q) das Inkhaltsmaf von Q und F (Q) das (n — 1)-dimensio-
nale Inkaltsmaf des zur Tangentialebene parallelen Mittelpunktsschnitts von Q.

Einige Spezialfille dieses Satzes diirften von besonderem geometrischem Interesse sein,
insbesondere die Fille 2z = 1 oder 7 (Q) = 1. Im Falle » = 2 liefert der Satz eine Eigen-
schaft der Kurvenkriimmung; firr z = Fist Q der Krimmungskreis. Auf Anwendungen
von I. 3. 2 kann hier nicht weiter eingegangen werden. Doch sei bemerkt, dal aus diesem
Satz und I. 2. 1’ zusammen folgt:

Unterwirft man eine Fliche einer Scherung, welche die Tangentialhyperebene T (P)
Dunktweise festlifit, so dndert sick bei dieser Scherung die Gausssche Kriimmung K im
Punkte P niche.

Das kann man z. B. zu einer einfachen Bestimmung derjenigen Punkte eines Ellipsoids vom
Volumen der Einheitskugel verwenden, in denen die Gausssche Krimmung gleich 1 ist.



KAPITEL II.
ZENTRALAFFINE DIFFERENTIALGEOMETRIE DER HYPERFLACHEN

In diesem Kapitel benutzen wir die oskulierenden Quadriken zum Neuaufbau einer Geo-
metrie des Erlanger Programms, nimlich der Hyperflichengeometrie unter den homogenen
Affinititen. Man kann, wenn man nicht die Transformationsgruppe in den Vordergrund
riicken will, auch davon sprechen, daf} es sich um die Geometrie der Hyperflichen in cinem
Vektorraum handelt, dessen Nullpunkt gerade der Fixpunkt der homogen-linearen Gruppe
ist. Es wird gezeigt werden, daf3 die oskulierenden Quadriken zum Aufbau der zentral-
affinen Flichentheorie vollstindig hinreichen.

SaLkowskI[1]und etwa gleichzeitig O. MAYER[1] haben die zentralaffine Flachentheorie
des dreidimensionalen Raumes auf Fundamentalformen gegriindet, die sich in formaler
Weise ergaben, wenn man die Invarianz unter der homogen-affinen Gruppe verlangte.
Demgegeniiber werden die Fundamentalformen bei uns geometrisch aus den oskulieren-
den Quadriken erhalten, und zwar auf zweierlei Weisen (§ 2 und § 7 des vorliegenden Ka-
pitels IT). Der Aufbau wird dadurch ganz unabhingig von der Dimensionszahl des Rau-
mes und gilt auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume.

Wir fithren zunichst (§ 1) mittels der oskulierenden Quadriken eine von der Hyperfliche
E abhingige Riemannsche Metrik im Vektorraum ein; diese geht auf cine Idee von Lorcu
[1] zurlick und ist in einer Arbeit von LorcH und dem Verf. [1] bereits untersucht worden.
Hier dient sie zur Einfiihrung einer Metrik in der Fliche % sclbst (§ 2). Diese erweist sich
als identisch mit SaLkowskis radialaffiner Flichenmetrik; auch SALxowskis kubische
Fundamentalform wird aus der Raummetrik hergeleitet. Man kann nun aber — und das
wire in der alten Auffassung undurchfiihrbar — eine weitere Fliche # im Raume betrach-
ten, die dann als Untermannigfaltigkeit des von der ersten Fliche £ (der ,,Eichfliche‘)
erzeugten Riemannschen Raumes erscheint. Da in dem Falle, daB die Eichfliche ein Ellip-
soid ist, die Riemannsche Raumgeometrie gerade cuklidisch wird, liegt im allgemeinen
Fall eine Verallgemeinerung der klassischen Flachentheorie zu einer ,,relativen’* Flachen-
theorie vor (§ 3). Wie in der klassischen Flichentheorie ist das Verhalten der Kurven auf
der Eichfliche £ (§ 4) und auf beliebigen Flichen £ (§ 5) von besonderem Interesse.

Als eine spezielle und fiir Anwendungen wichtige Flachenklasse behandeln wir in § 6
die Affinsphéren.

Unsere relative Flachentheorie steht zu der klassischen Relativgeometrie, wie sie von
Emil MULLER [1] inauguriert wurde, in einem engen Verhiltnis: die beiden Geometrien
sind dual zueinander.

*§ 1. Die mit ciner Eichfliche E affininvariant verbundenen
MafBbestimmungen im Raume

Es sei £: ¢ = ¢ (#”) ein Hyperflichenstiick ohne Randpunkte im reellen Vektorraum
(endlicher oder unendlicher Dimension), tiber das wir auBer hinreichender Differenzierbar-
keit noch voraussetzen wollen:
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(A) Jeder von o ausgehende Halbstrahl hat mit E hichstens einen Punkt gemeinsam.
(B) Keine Tangentialhyperebene von E enthalte o.

(C) In jedem Punkt &' (u) von E gilt fiir die eindeutig bestimmte oskulierende Quadrik
Q (e) mit Mittelpunkt o: Q (e) ist nicht ausgeartet.

Alle diese Eigenschaften sind trivialerweise erfiillt, wenn Z selbst Stiick einer nicht-aus-
gearteten Quadrik mit Mittelpunkt o ist. — Die Vektoren #*, zu denen es einen Vektor
¢’ (%) der Fliche Z gibt, so dal @ - ¢' = x* mit einer positiven Zahl a, bilden den von der
Fliche E aufgespannten Raumsektor oder Vollkegel S.

Mit dem Flachenstiick £ sind zwei Metrisierungen des von ihm aufgespannten Raum-
sektors .S verbunden, welche gegeniiber homogenen Affinititen invariant sind. Die erste
dieser Metriken hat bereits Minkowskl eingefithrt und untersucht. Diese sogenannte
Minkowskische Metrik oder Norm

F () = E(¥)
ist in .S erklirt durch

(1) F(a-¢) = a fir a > O.

Die zweite mit 7 verbundene Raummetrik hat erst in jliingster Zeit Interesse gefunden
(Lavawirz and Lorch [1], LaAvawiTz [7]). Sie wird aus den oskulierenden Quadriken von

Q(el)

E konstruiert und ist ebenfalls in dem von £ aufgespannten Raumsektor S definiert. Die
Linge L (y°) eines Vektors 3%, der in einem Punkte x* aus S angetragen sei, wird durch
folgende Konstruktion erhalten. Sei ¢’ der mit #° gleichgerichtete Vektor der Eichfliche %
und sei Q (e) die in ¢ oskulierende Quadrik mit Mittelpunkt o, die die Gleichung habe

gix(e) et =, iz = Lki

Dann definieren wir

L2(y) = ga @y y~

Falls also der Vektor 3 so parallel verschoben wird, daf3 sein Anfangspunkt in den Punkt
o fallt, so ist L (¢) = 1 genau, wenn sein Endpunkt auf den Rand von @ (¢) fallt.
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Die dadurch in S definierte Riemannsche Metrik hat mithin das Bogenelement
(2) ds® = g,, (x) dx’ do*
mit g, (%) = g;, (¢) falls ' = a-¢', a>o.

Zwischen der Minkowskischen Metrik (1) und der Riemannschen Metrik (2) bestehen ein-
fache Zusammenhinge. Zunichst gilt offenbar

(3) F2(x) = g, (x) 2 25,

Weitere Beziehungen ergeben sich daraus, daB Q (¢) eine die Eichfliche in ¢’ oskulierende
Quadrik ist. Die Funktionen

F(x) und Q(x) = g, (0) &4

miissen daher in 2”7 = ¢’ einschlieBlich ihrer Ableitungen bis zur zweiten Ordnung {iberein-
stimmen. Das ergibt

1 0472 (e) 1 BF2()
@) T = &a@¢ und 3 ——7p =g,(e)
Allgemein gilt daher aus Homogenitétsgriinden
1 @)
(5) gz'k(x) T or oxt :

(Der Tensor (5) ist besonders seit CARTAN [1] als Fundamentaltensor der MINKOWsKIschen
Metrik verwendet worden, ohne dafl man aber die durch ihn definierte Riemannsche Me-
trik untersucht hitte.) Aus der Formel (5) wollen wir noch einige fiir spéter wichtige Fol-
gerungen zichen. Die EuLERsche Homogenititsrelation ergibt

9gix(x) ;9% (%)
©) PP o x*

878 X

%’ = o.

Fiir die Abweichung zwischen der Fliche £ und der Quadrik Q wird die Differenz der
dritten Ableitungen von #2 und Q? verantwortlich sein; wir dividieren sie aus gewissen
Griinden noch durch 2:

1 PR
@ g (®) = 7 2202 0at

Da Q als nicht ausgeartet vorausgesetzt war, existiert ein symmetrischer Tensor g% (x)
mit

g7 (%) gja (%) = O}
Die CurisTorFELsymbole unserer Riemannschen Metrik, welche den LEvIi-CiviTaschen

Parallelismus des Riemannschen Raumes definieren, ergeben sich wegen der Symmetrie
der g,;, 2u

®) {’.j"é} = ';"gi/'k; lz'],é} . %gj’gikr’
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und der Riemannsche Kriimmungstensor ist
) Riiws = % v O girlgj:k)

(LorcH und LAuewITZ [1]). — Ein sehr einfacher, aber wichtiger Hilfssatz ist:

Notwendig und hinreichend dafiir, daff die Eichfliche E eine Quadrik mit Mittelpunikt
O sez, ist

gije = O
Ist £ sogar ein Ellipsoid, /2 (x) also eine positiv definite quadratische Form, so fallen die
Minkowskische und die Riemannsche Metrik zusammen in eine euklidische Metrik im
Vektorraum. Im allgemeinen ist die Riemannsche Metrik positiv definit, wenn das Flichen-
stiick £ zum Nullpunkt hin streng konvex ist.
Mit der Hyperfliche Z ist eine Hyperfliche Z* im Dualraum gegeben durch die Tan-

gentialhyperebenen von £Z. Wir behaupten, dal3 man diese Fliche Z* analytisch darstellen
kann durch

(10) EX: ¢, () = g;,(e) & (o).
Fiir den so definierten Vektor ¢; (2°) im Dualraum gilt nimlich
(11) (@) ¢;¢f =1, (b) ¢;¢f =0,
wobei ¢] = % Die Gleichung (11b) folgt mittels der EuLERschen Relation (6) aus
7 . . : .
o= O i g€ el + 28,6 ¢

Die Fliache £*, die von CARATHEODORY in der Variationsrechnung als die zur ,,Indika-
trix‘‘ Z gehorige ,,Figuratrix* eingefiihrt worden ist, 146t sich bei konvexem # bekannt-
lich noch auf eine andere Weisc erzeugen. Bezeichnet

i) =sap
(12>' (% SUP 750

(definiert fuir diejenigen x;, die zu den Hyperebenenkoordinaten irgendeiner Tangential-
ebene von I proportional sind) die MiNnkowskische Stiitzfunktion von £, so ist £* die
Fliche A (x;) = 1. Aus

H? (g, (0) ') =1
ergibt sich wegen der Homogenititsrelationen

H? (g (%) xi) = F ()

Minchen Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 4
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und daraus durch Differentiation nach #* unter Beachtung von (6)

OH* (g:4 (2) 27) P 912 (x)

axj ST 3xk

oder wegen Gleichung (4)

OH? (gis (%) ¥)
dx;

=g, () Tl

% ik (x)

und schlieBlich nach Uberschieben mit g#/(x):

1 IR (g (x) )
H 8xj

=

Differenziert man nochmals nach %, so kommt

) PH? (g (2) 2%)
;o ALy L
& = g1 (%) 2 9z, 07

oder

g _ 1 PHE (g () &)
(13> g T2 6xj3x1

Dies ist eine Beziehung, die ganz analog zu (5) ist und die die geometrische Aussage
enthilt:

Die oskulierenden Quadriken der Figuratrix E*: H (e;) = 1 sind gegeben durch
ik -
e =

und sind also die zu den oskulierenden Quadriken von I dualen Quadriken.

Wir bemerken noch, daf3 die von erster Ordnung positiv homogene Abbildung

(14) x; = gy () 2

zwischen dem Raumsektor S und dem zugehorigen Dualraumsektor S* eine Isometrie der
beiden Riemannschen Metriken g;,, g*% ist. Fiir (14) gilt nimlich

d (%) = gijs (%) dxl x* 4 gy, drt,
also wegen der Homogenitit (6)
(15) g d (x) d (x) = g, (%) do’ dr.

Besonders im Falle endlicher Raumdimension ist die Einfiihrung der folgenden speziel-
len Koordinaten gelegentlich zweckmiBig. Wir bezeichnen diese Koordinaten als zen-
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tralaffine Normalkoordinaten zum Punkt 2. Sie werden dadurch definiert, dal3 die Basis-
vektoren ¢, des affinen Koordinatensystems als konjugierte Halbmesser der £ in P oskulie-
renden Quadrik Q gewidhlt werden, wobei 7 gleich O /2 ist. Die Quadrik @ erscheint in
diesen Koordinaten in der Normalform

”n
(16) B Ve a— 1,6 =1.
=2

Im Punkte P gilt also g;, = ¢, §,, (nicht summieren!), und wegen x* = ¢/ ergibt sich aus
der EuLERschen Relation (6)

(17) ginn (P) = o.

Wir wollen diese zentralaffinen Normalkoordinaten sogleich anwenden, um Aufschliisse
tiber das Krimmungsverhalten des Raumes zu bekommen. Dazu nehmen wir zunichst
an, dic Raumdimension sei 2. In diesem Falle ist die einzige wesentliche Komponente des
Kriimmungstensors Rys, und diese verschwindet wegen (9) und (17) in zentralaffinen Nor-
malkoordinaten. Also hat man wegen der Tensoreigenschaft der Krimmung:

Der Kriimmungstensor R,,;,, verschwindet im Falle n = 2 identisch.
Fiir # > 2 ergibt sich daraus noch:
Die Kriimmung jeder zweidimensionalen Ebene durch o verschwindet identisch.

Man sieht daraus, daf3 die Riemannschen Geometrien, die von einer Eichfliche % erzeugt
werden, von sehr spezieller Natur sind: Durch jeden Punkt gibt es eine Kurve (die Gerade
durch o) mit der Eigenschaft, daf} die Kriimmung jedes zweidimensionalen Elements durch
den Punkt und diese Kurvenrichtung verschwindet.

Im Falle » = 3 wollen wir noch zeigen, daB die Kriimmung nur von dem Riemannschen
Kriimmungsskalar

R = gik gﬂ Rijkl

abhédngt. Dies 1dBt sich auch wieder in zentralaffinen Normalkoordinaten bestitigen. Da-
zu berechnen wir zunichst die Komponenten des Ricci-Tensors

R, = gﬂ Rij}él

in diesen Koordinaten. Wegen (17) ist Ry, = R;, = R, = 0. Ferner berechnet man expli-
Zit st = R32 = 0 und

R c)) Rogos; Rgs = €9 Ragos-

Da wieder wegen (17) R,3,3 die einzige wesentliche Komponente des Kriimmungstensors
ist und man sofort erhélt

R = 2 & &) Ry303,
folgt:
Der Kriimmungstensor ist im Falle n = 3 durch den Kriimmungsskalar R vollstindig

bestimmt, sobald der affine Charakter der oskulierenden Quadriken (das Vorzeichen
€@ E@) gegeben ist.

4‘
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*§ 2. Die MaBbestimmung in der Eichfliche E: quadratische
und kubische Fundamentalformen

Die Eichfliche ¢’ (") kann selbst als Untermannigfaltigkeit des von ihr erzeugten Rie-
mannschen Raumes (II. 1. 2) aufgefalt werden. Die in dieser Hyperfliche induzierte Rie-
mannsche Metrik ist gegeben durch

(1) Vap (0) = iz (¢ (1)) ¢5 ¢

und kann geometrisch aus der oskulierenden Quadrik mit Mittelpunkt o in folgender Weise
erhalten werden: Man verschicbe den in ¢ (#) angetragenen Tangentialvektor so zu sich
selbst parallel, daB3 sein Anfangspunkt in den Nullpunkt fillt; liegt sein Endpunkt dann auf
der Quadrik @, so ist seine Linge gleich 1. Aus dieser Erzeugung folgt, dal unsere Fli-
chenmetrik proportional zur zweiten Fundamentalform der bewegungsinvarianten Geo-
metrie sein muf3, und unsere Voraussetzung (C) aus Kapitel I1, § 1 148t sich daher geome-
trisch so interpretieren, daBl parabolische Flachenpunkte von der Betrachtung ausgeschlos-
sen werden sollen. Insbesondere werden die Torsen nicht erfaft. Natiirlich fithrt unsere
Definition auch in diesen Fillen zu einer Flichenmetrik, die aber ausgeartet ist und daher
zu anderen als den hier zu verwendenden Behandlungsweisen Veranlassung geben wiirde.

Eine ganz andere Definition einer bei radialen Affinititen invarianten Flachenmetrik
hat in den Fillen z = 2, 3 E. SALKkowsKI [1] angegeben und verwendet. Verallgemeinert
auf beliebige (allerdings endliche) Raumdimension 7 lautet SALKowskiIs Definition

Sap = (e:fﬂ’ ei:‘ Vs erf—l) / (ei’ ei,..., e:;—l)'

Um zu zeigen, daB beide Metriken bis aufs Vorzeichen iibereinstimmen (LAvewiTz [8]),
beweisen wir ein einfaches Lemma:

Die beiden linearen Formen

a(y) ;: e TSR N (8 A

ef
und b(y) = g;, () & v* sind gleich.
def

Der Beweis ergibt sich sehr einfach daraus, dafl beide Linearformen fiir die # linear un-
abhingigen Vektoren ¢, ¢, . . ., ¢, Uibereinstimmen.

Wegen der mittels EULERs Relation zu folgernden Beziehung
0 ; y :
©= B (gia(@) € el) = g (D eges + g (o) & ey

folgt aus dem Lemma tatsichlich s,5 + y,5 = 0. Also:

IL. 2. Y. Unsere Flichenmetrik y,, stimmt im Falle endlicher Raumdimension mit der
von SALKOWSKI eingefiihrten Flichenmetrik der radialaffinen Geometrie bis aufs Vor-
zeichen iiberein.
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Der fiir die Abweichung der Fliche von der oskulierenden Quadrik verantwortliche
Tensor g,;, hat wegen der EuLERschen Relation keine Komponenten in Richtung é'.
Seine einzigen Komponenten nach den Vektoren ¢/, ¢} sind also

(2) aaﬂy = gijk (6) e; e{i e’f'
def

Die zu (2) gehorige kubische Form heiB3t Zubische Fundamentalform der Fliche E. Fiir
diese Form gilt:

I1. 2. 2. Dafiir, daff E eine Quadrik mit Mittelpunkt o sei, ist notwendig und hinreichend
aaﬁy = O.

Beweis. Aus a,5, = o folgt g,;; ¢; ¢} ¢f = 0, und da auch gijx€ = o, folgt aus g,,, = o,
daB die Bedingung hinreichend ist. IThre Notwendigkeit ist selbstverstindlich.

Andere ebenfalls sehr einfache, aber wichtige Beziehungen ergeben sich aus dem Ver-
hiltnis von £ und der Figuratrix Z*. Da nach § 1 die Abbildung x; = g, (x) 2* eine Iso-
metrie zwischen Raum und Dualraum vermittelt, und da Z bei dieser Abbildung in Z*
Ubergefiihrt wird, sind auch die beiden Fliachen £ und E* isometrisch:

(3) ya.);l = gik (2) eia ekﬂ = yaﬁ'

Die Metrik auf der Eichfliche £ dient uns zur Einfihrung eines die riumlichen Polar-
koordinaten des euklidischen Raumes verallgemeinernden Koordinatensystems, das wir
ebenfalls als Polarkoordinatensystem bezeichnen wollen. Seien #” wieder die Parameter
der Eichfliche £; dann fihren wir die neuen krummlinigen Koordinaten ein mittels

P = (¥ F(x)

2l )

Das Transformationsgesetz fiir den Fundamentaltensor ergibt fiir diesen in den neuen
Koordinaten

éaﬂ . F2 Vaﬁ
énk = 6né’
so daB} das Bogenelementquadrat in den zentralaffinen Polarkoordinaten die Form hat

ds? = F? do® + (dF)? do® = y,; du® dil.

Daraus folgt: Zwei Fldchen sind dann und nur dann isometrisch, wenn die zugehirigen
Riemannschen Raummetriken isometrisch sind.

Insbesondere 148t sich im Falle » = 2 stets eine isometrische Abbildung eines Stiickes
der Eichkurve auf einen Bogen eines Kreises einer euklidischen Geometrie (definiter Fall)
oder einen Hyperbelbogen (indefiniter Fall) herstellen. Da in diesen beiden Fillen die
Riemannsche Kriimmung der Metrik des zweidimensionalen Raumes verschwindet,
haben wir einen neuen Beweis fiir die bereits in § 1 bewiesene Tatsache
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11. 2. 3. Die Riemannsche Kriimmung der Metrik g,, ist im Falle n = 2 identisch
gleick o.
In § 6 werden wir an Beispielen schen, daB fiir 2 > 2 Entsprechendes 1. a. nicht gilt.

*§ 3. Induzierte Hyperflichenmetrik und Fundamentalformen
fiir eine allgemeine Hyperfliche I

Sei F: x" = x* (4”) eine von der Eichfliche £ : ¢' = ¢' (") nicht notwendig verschiedene
Hyperfliche, die in dem von X aufgespannten Raumscktor S liege und von der wir an-
nehmen, daf3 die Parameter so gewihlt seien, dal

(1) 2 (1) = a(w) ¢ (w), a(u) > o.

(Sogenannte radiale Bezichung der beiden Flachen.)
Da F zugleich Untermannigfaltigkeit des von £ erzeugten Riemannschen Raumes ist,
wird in # eine Riemannsche Metrik induziert:

: ok
(2) Sap () = g (x(u)) Xy xé; x§ = Caa

Diese quadratische Form bezeichnen wir als erste oder metrische Fundamentalform von
F. Der Normalvektor #° der Fliche F wird so bestimmt, daB

(3) gu( it =1, g, (Dn2* >0, g,(x) ”ixé = 0.

(Die zweite dieser Bedingungen 1dBt sich nur dann erfiillen, wenn die Tangentialebene
von F nicht durch o geht, wenn also die Abbildung zwischen den beiden Flichen auch
»im Infinitesimalen eineindeutig‘* ist; das wollen wir voraussetzen.)

Die zweite Fundamentalform einer Hyperfliche in einem Riemannschen Raum wird
allgemein definiert durch (SCHOUTEN [1})

bup = — Ty my,;
(; fur kovariante Ableitung), und das ergibt in unserem spezicllen Falle
Ly =—xxhgynl,=—xixhg, (n, + 5 87 g,,:7)
@) lup = — &a; % Wy 2y — % Gike % x§ .
Bezeichnen wir diejenigen Gréflen, die sich speziell fiir # = £ ergeben, mit den ent-

sprechenden griechischen Kernbuchstaben, so ergibt sich fiir den Normalvektor » und fiir
die erste und zweite Fundamentalform von £

®) v=d
(6) Yas = i (0) €, €}
(7) }'azﬁ = = Vap-
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Gleichungen (5) und (7) besagen, daf} fir £ genau dieselben Verhiltnisse gelten wie fiir
die Einheitskugel eines euklidischen Raumes: Der Normalvektor ist — vom unwesent-
lichen Vorzeichen abgesehen — gleich dem Radiusvektor, und alle Punkte sind Nabel-
punkte.

Um den allgemeinen Ausdruck (4) fiir die zweite Fundamentalform noch umzuformen,
fihren wir eine Hilfsbetrachtung durch, die uns zu einer ,,affinkovarianten’ Ableitung
fithren wird. Sei v’ (#") ein auf der Fliche definiertes Vektorfeld; dieses denken wir uns
homogen in den Raum fortgesetzt:

¥ (") = v (a-é*) = o (@) fir & = a-¢* ().

Dann bezeichnen wir mit

ov’
24

(83') 2jllf-r = + %gilgl.rr 7}:

die raumkovariante Ableitung dieses Vektorfeldes, und mit
(8) Uiy = of, x5

deren Flichenkomponenten.
Es sei zusatzlich bemerkt, dafl wegen der Homogenitit gilt

7 y __
Y X = 0,

und daB 7, i. a. nicht die flichenkovariante Ableitung des Feldes o* () ist; dies sieht man
im Falle g,:, = o, der fiir die euklidische Differentialgeometrie vorliegt. In diesem Falle
wird oj; nidmlich einfach gleich der gewdhnlichen Ableitung o, Es wird sich sogleich
ergeben, daB die affinkovariante Ableitung (8) die natiirliche Verallgemeinerung der ge-
wohnlichen Ableitung ist.

Mit Hilfe der Definition aus Gleichung (8) schreibt sich (4) nun

Wir kommen jetzt zur Herleitung der Ableitungsgleichungen fiir das Begleitsystem
', xh. Aus (9) folgt bereits

(19 R

mit
lg = ggy Zyﬂ; ggﬂgﬂa = 63"

(Dabei wird also vorausgesetzt, dal die Flichenmetrik g,; nicht ausgeartet ist.) Die Be-

ziehung (10) ist die Verallgemeinerung der WEINGARTENschen Ableitungsgleichungen der

elementaren Flachentheorie.
Macht man fir

%

4 19 i
X, g = xﬁﬂ + ?g rgrij;xé
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den Ansatz

(11) o = Dip % + dup 7'
so ergibt sich durch Uberschieben mit g,, () #':
dacﬂ = L1 xinﬂ # = Lwl xﬁp w4+ % Eri; xﬁ xZ; ',
also wegen (4)
0 = % (g1 %0 1) = &1y xowhnt + gy tap ' + g4 % nj

v (glk xéﬂ nt 4+ % Lirj xé xﬁ ”k) 5 (glk xi x§ o % Eir; xé xf; ”k> = duﬂ — by
mithin
(12) Dup = lup-
Zur Bestimmung von D¢, {iberschieben wir (11) mit g,, ) und erhalten
(13) F47 xf, xfzﬂﬁ = D}p g,y
Nun ist wegen g, ; = g7 ¥y xg

%f‘ = Zirj Ba %h X T Gis May Xy T Bur Xahy = EuaFaly ¥+ Eia K

Daraus ergibt sich fiir die Christoffelsymbole der Metrik g,,

(14) {aﬂ»V} = L xﬁ xi”ﬂ'

Aus (13) und (14) zusammen erhilt man

(15) ﬁﬂ = agﬂ

Die verallgemeinerten Gaussschen Ableitungsgleichungen driicken sich nun vermége
(12) und (15) aus:

(16) Xapp = laeﬁ 2y + Ly

Die Ableitungsgleichungen (10) und (16) sind formal ganz entsprechend gebaut wie die
analogen Formeln der elementaren Flichentheorie, wenn man die gewéhnliche Ableitung
durch die affinkovariante Ableitung (8) ersetzt.

Die Ableitungsgleichungen kann man in ublicher Weise zur direkten Herleitung von
notwendigen und hinreichenden Integrabilititsbedingungen verwenden. Da diese Rech-
nungen prinzipiell keine Schwierigkeiten bereiten und die allgemeinen Integrabilitits-
bedingungen fiir uns hier kein Interesse haben, begniigen wir uns damit, denjenigen Teil
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der Integrabilititsbedingungen, der sich aus der allgemeinen Theorie der Hyperflichen
in Riemannschen Réumen ergibt, dirckt von dort zu tibernehmen (ScHouTEN [1], S. 242):

(172) Ropys = Rijpaxa 25 %5 25 — (luy lpa — las Ugy)
(17b) Zﬂy;d Lrer lﬂls;‘/ == x;xﬁ x,l; Rijkl ni-
(Dabei bezeichnet ,,;* wieder die kovariante Ableitung in der Fliche, R, ,, bzw. R ;. ,

die Riemannschen Kriimmungstensoren des Raumes bzw. der Fliche.)

Wir wollen die erhaltenen Ergebnisse nun auf den wichtigsten Spezialfall, dall /' mit
der Eichfliche % selbst zusammenfillt, anwenden. Von den Ableitungsgleichungen blei-
ben wegen der Trivialitit des Normalvektors » = ¢’ nur noch die ,,Gaussschen** Glei-
chungen {ibrig:

[ i 5
(Iﬂ eg—-yaﬁe.

7 .
Collp =

Dabei wird hier

thip = Cis + T & &l b
Weil
gf'r . 796 e:; e; + ea‘ er’
wird dies
e;i:ﬂ = e;ﬂ S % e, e;, 3;~

Setzt man wie in Gleichung (2) aus § 2

1 s Lt
(18) aaﬁo a9 Erst el: Cy eﬂ

aﬁfi == ggo aaﬂrn

so schreiben sich die Gaussschen Ableitungsgleichungen fiir die Eichfliche 7

(19) Cop = (

== aiﬂ) &y — Yup €

aff

Dies sind die Ableitungsgleichungen der zentralaffinen Fliachentheorie. Von den Integra-
bilitdtsbedingungen (17) ist in diesem Falle nur (17a) interessant und ergibt

(20) R,pys = 24 e;}' e.f e Riisr — Way Vg6 — Vas Vo)

als Zusammenhang zwischen den Kriimmungstensoren von Raum und Fliche. (Diesen
formalen Zusammenhang hat auch VARGaA [2] angegeben, ohne aber den Bezug zur zen-
tralaffinen Flachentheorie zu bemerken.)

Als Anwendungen der Ableitungsgleichungen (19) beweisen wir noch zwei Sitze tiber
die kubische Fundamentalform der Eichfliche £.

Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 5
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I1.3. 1. a,p, ist identisch mit der (fiir endlichdimensionale Vektorrdume) nach SAL-
KOWSKI [1] definierten kubischen Fundamentalform

= e 7 : 2 7 ) 2
Bt e ) B ot RS 8 i )
Beweis. Wegen des Hilfssatzes aus § 1 ist

daﬂy = £ <e> ei ei;ﬂ;y'

Die Ableitungsgleichung (19) 1Bt sich auch schreiben

Casp = — Biply — Vap €
so daf3
£ir®) Caip = — Qupy-
Aus
Yap = — Lir € hp = — £ & tgp

folgt mittels kovarianter Differentiation unter Ausnutzung des Lemmas von Riccr:

. i Lk ik
O = Lix ey ea;ﬁ + Eir€ ea;ﬂ;y
oder

O = — 4p, T dapys

was behauptet war.

Wir hatten bereits in § 2 bewiesen, daf3 die metrischen Fundamentalformen der Eich-
fliche £ und der zu ihr dualen Flichen £* im Dualraum in entsprechenden Punkten
iibereinstimmen. Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen den kubischen Funda-
mentalformen beider Flichen untersuchen und beweisen dazu den folgenden Satz, der sich
fiir = 3 im wesentlichen bereits bei SALKowskI [1] findet.

I1. 3. 2. Fiir die Fundamentalformen der zur Eichfliche I dualen Fliche E£* im Dual-
raum gilt

* — 3¢ it
Aupy — — Ay Yap — Vap:

Beweis. Nach Definition ist

* . l i7k
Qapy — T & Fia Xip Fay

mit x; = g;, %", also x5 = g,, x5 (unter Benutzung der EuLERschen Homogenititsrelation).
Daher ist

* N " ik e S
Cupy — T & girgj:gktxaxﬂ x'y)

und wegen

gijgir — 65
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gilt
on O(xp) .
ik I3
g &y T 878 =0
oder
ifk ij
ECEt
so dal} schlieBlich folgt
* . 1 VoS 1 Pigreia i, 2 BRI
Aupy — — 3 & girlgj:xaxﬂxy b ——?gt'rlxaxﬂxy = T Qupy-

*§4. Kurven auf der Eichfliche

Wir haben in § 3 bereits gesehen, daf3 die zweite Fundamentalform der Eichfliche £
(welche als Untermannigfaltigkeit des mit der von ihr selbst erzeugten Metrik versechenen
Raumes betrachtet wird) bis aufs Vorzeichen mit der metrischen Fundamentalform (iber-
cinstimmt; daher ist die Normalkriimmung im Sinne der Theorie der Riemannschen
Raume

ky = }*aﬂ _ju_"‘ ﬂ
s ds

einer auf die Riemannsche Bogenlinge s als Parameter bezogenen Flichenkurve 2’ = "(s)
stets identisch gleich 1. Interessant ist daher nur noch der flichenhafte Anteil des Kriim-
mungsvektors

a2 ¢ d . dub ;  au® dub ; dt 8
(1) — = 5 | ——] = e e :
ds? ds ds ds ds ds?

Dieser Vektor gestattet nach den Ableitungsgleichungen die Umformung

B
00

a
ds ds Qi s ds

) d2ef o d2 P
s %\ g

adut  du® 8 du? du") R
_el’

sein flichenhafter Anteil ist also gegeben durch den Flichenvektor

B
00C

a .
o ds ds

r : d2ub
3) B i B= +(

_ﬂ)du‘-’ du®

In Anlehnung an eine alte GAusssche Bezeichnung wollen wir diesen Flachenvektor die
Seitenkriimmung der Flichenkurve nennen. AuBerdem ist, wenn man £ als Unter-
mannigfaltigkeit eines Riemannschen Raumes betrachtet, die geoditische Kriimmung
von Interesse; ihr Vektor ist

d2uP

s B
@ | k=

oo

du?  du®
ds ds

Da agg du® du’ = o fiir alle d2® dann und nur dann gilt, wenn a,;, = 0, die Fliche also
ein Quadrik ist, haben wir

5%
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11. 4. 1. Der Flichenanteil der Kurvenkriimmung (die Seitenkriimmung) #° ist dann
und nur dann fiir alle Kurven auf der Fliche E gleich der geoddtischen Kriimmung,
wenn die Fliche E eine Quadrik mit Mittelpunkt o ist.

Man kann sich nun fiir die Kurven verschwindender geoditischer Krimmung ,ég = 0
und fiir die Kurven verschwindender Seitenkriimmung 4 = o interessieren. Dic ersteren
Kurven sind dabei die kiirzesten Linien auf der Fliche (genauer: Linien stationiirer Linge),
die letzteren sind die Autoparallelkurven des symmetrischen Affinzusammenhangs 42,
mit den Ubertragungskoeffizienten

e 0
Agzﬂ = laﬂ} T @y

Ist ¢ (#) eine Autoparallelkurve dieser Ubertragung A2, , also

aue du®  duf
e
az T 4w

(5)
fiir einen geeigneten Parameter ¢ = # (), so gilt

(©)

T =\ ae Ty | T e T 3

et 5 ( d?ue du®  duf du*  duf ( ds )'-’ .
= - - = — e
[
Die Anderung des Tangentialvektors ist also proportional zum Ortsvektor. Daraus folgt

daf} die Losungskurven der Differentialgleichungen (6) die ebenen Schnitte der Fliche £
mit 2-dimensionalen Ebenen durch den Nullpunkt sind:

11. 4. 2. Die Kurven verschwindender Seitenkriimmung sind die ebenen Nullpunkts-
schnitte der Eichfldche E.

(Dadurch rechtfertigt sich auch die Bezeichnung ,,Seitenkrimmung‘‘: Diese ist cin
MaB fiir die Abweichung der Kurve von der Ebene durch den Nullpunkt und die Tan-
gentenrichtung.)

Wir haben damit eine Eigenschaft der GroBkreise der Kugel in der euklidischen Geo-
metrie, welche sich auf die Autoparallelkurven der Eichfliche Z verallgemeinert. Sie 1403t
sich noch in anderer Weise geometrisch bedeuten. Projizieren wir die Fliche £ von o aus
auf cine den Nullpunkt nicht enthaltende Hyperebene (verallgemeinerte gnomonische Pro-
jektion), so gehen die Autoparallelkurven der Ubertragung A%, in die Geraden der Hyper-
ebene iber. Diese Abbildung fiihrt also Geoditische in Geoditische {iber — sie ist ,,geo-
datisch* — genauwie die gnomonische Projektion der Kugelfliche. Ubertrigt manvon dieser
Bildhyperebene ein affines Koordinatensystem vermége der Umkehrung der gnomoni-
schen Projektion auf die Eichfliche £, so folgt unter Verwendung eines WEYLschen Sat-
zes Uber geoditische Abbildungen (vgl. auch ScnouTeN [1]):

IL. 4. 3. Die Ubertragung A%, ist projektiv-enklidisch, d. h. es existiert eine geoditische
Abbildung in einen (n — 1)-dimensionalen euklidisch-affinen Raum. In cinem geeigneten
Koordinatensystem gilt daher

Aoy = 0305 + S} g,
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und in belicbigen Koordinaten
Agcﬁ = Fgﬁ + 6g’l’ﬁ + 6951/’0;

mit einem integrablen Affinzusammenhang I'y s und einem Vektor ;.

Wann sind die Geoditischen der Flichenmetrik p,; ebenfalls die ebenen Nullpunkts-
schnitte, oder, was dasselbe besagt, wann gehen diese Geoditischen bei der gnomonischen
Projektion ebenfalls in die Geraden tber ? Dafiir ist nach dem erwihnten WEyLschen
Satze notwendig und hinreichend, dal3

e
afp

= A%p + 8o; + 40,
also

aly = 0304 + 030,
Verjlingung ergibt

alg = ag = (n—1) 65 + 05 = n-0p,

also

n-aiy = 0 a5 + 0} a,
oder
(+) N Qypy = Vyp % + Yay @

Daraus folgt wegen der Symmetrie der @,p,:

o=mn (“aﬁv — aayﬁ> = Yay ¥ — Vap %
oder

0 = V¥ Yoy G — Vup @) = (n—1) ag — a5 = (n—2) ag.

Da n = 3, folgt a; = o und nach Einsetzen in (+) a,;, = 0, womit wir den Satz bewiesen
haben:

I1. 4. 4. Die Geoddtischen der Flichenmetrik vy, ; fallen dann und nur dann mit den
ebenen Nullpunktsschnitten von E zusammen, wenn E eine Quadrik mit Mittelpunkt o ist.

Man kann noch fragen, wann der affine Parameter ¢ auf den Autoparallelen von 42,

(d. h. der bis auf lineare Transformationen bestimmte Parameter ¢, fiir den

d?ul du® duP B )

A e
de + Aap dt dt

proportional zur Bogenlinge s ist. Wegen Gleichung (6) 148t sich dann erreichen

At

—a = &£ ¢ je nachdem 45 S o, also

¢ = ¢ coshs -+ ¢ sinhs
0 1

'K\
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bzw.
&€ = ¢ coss + & sin s.
0 1

Die Autoparallelkurven sind dann also Kegelschnitte mit Mittelpunkt o. Damit haben
wir den Satz:

1Y. 4. 5. Der affine Parameter t auf einer (nach 4.2 ebenen) Autoparallelburve von
ALy ist dann und nur dann proportional zur Bogenlinge, wenn die Kurve eine Kurve
zweiter Ordnung mit Zentrum O 1st.

Da alle Flichen, deren ebene Schnitte durch o Kegelschnitte mit Mittelpunkt o sind,
selbst Quadriken mit dem Zentrum o sind (fiir einen Beweis sche man etwa LAvGwITz [5],
Lemma auf S. 22-23), ergibt sich als Korollar noch eine weitere Kennzeichnung der Qua-
driken mit Mittelpunkt o:

I1. 4. 6. Der affine Parameter auf den Autoparallelen von A, ist dann und nur dann
auf allen diesen Kurven proportional zur Bogenlinge, wenn E eine Quadrif mit Mittel-
punkt o ist.

Wir wollen als Anwendung von II. 4. 4 einen bekannten Satz von H. BRUNN [1] ver-
allgemeinern, welcher besagt, daB3 die Ellipsoide mit Mittelpunkt o die einzigen Flachen
(konvex, beschrinkt, geschlossen) sind, welche an jeder Ebene durch o affin gespiegelt
werden kénnen, so dal} sie dabei in sich tibergehen. Dieser Satz, der seit BRUNN stets nur
fiir konvexe Flichen bewiesen wurde (ein von Differenzierbarkeitsannahmen freier Beweis
findet sich bei DaNzER, Lavewitz und LENz [1]), 148t sich auf beliebige Flichen ohne
parabolische Punkte verallgemeinern:

I1. 4. 7. Gestattet eine Fliche mit den Eigenschaften (A) — (C) aus 11, § 1 Affinspiege-
lungen an jeder Ebene, welche den Nullpunkt und eine Tangentenrichtung der Fliche ent-
hilt, so ist die Fliche notwendig eine Quadrik mit Mittelpunkt o. (n = 3)

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Punkt auf der Fliche Z und in diesem irgend-
eine Tangentenrichtung. Sei g die durch dieses Linienelement gehende, eindeutig bestimm-
te Geodatische der Flichenmetrik. Ist A4 eine Affinspiegelung, dic o und das Linien-
element fest 1483t und die Fliche £ in sich {iberfiihrt, so mufl unter 4 die Flichenmetrik
und damit wegen der Eindeutigkeit der Geoditischen auch g fest bleiben. Daraus folgt,
daB g in der durch o und das Linienelement bestimmten Ebene liegt. Da man diesc Be-
trachtung fiir alle Geoditischen durchfiihren kann, folgt aus II. 4. 4 die Behauptung.

*§ 5. Kurventheorie in der allgemeinen Hyperfliche F.

Bevor wir zur Behandlung der Kurven in der nicht notwendig mit der Eichfliche £
zusammenfallenden Fliche F kommen, ist einiges iiber Raumkurven unabhiangig von
ihrer Einbettung in eine Flache zu bemerken. Wir nehmen dabei hier der Einfachheit hal-
ber an, daB3 die Kurve keinen Punkt mit ametrischer Tangente besitze, eine Forderung,
die z. B. dann gar keine Einschrinkung bedeutet, wenn die Eichfliche £ streng konvex
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ist und man sich — wie wir es hier stets tun — auf reelle Gebilde beschrankt. (Wir ziehen die
auf J. LnsE [1] zurliickgehende Bezeichnung ,,ametrisch’ dem oft verwendeten Namen
»isotrop®* vor, weil das Wort ,,isotrop’ fiir eine mit dem Wortsinn besser vertragliche
andere Verwendung im letzten Abschnitt der vorliegenden Arbeit reserviert bleiben soll.)

Da eine Raumkurve hier als eingebettet in dem von der Eichfliche £ erzeugten Rie-
mannschen Raume erscheint, kann man die induzierte Riemannsche Bogenlange als Para-
meter wihlen, ' = 2 (5), und aus der allgemeinen Theorie der Riemannschen Riume
ergibt sich das vollstindige Invariantensystem der #z — 1 Kriimmungen (bei Raumdimen-
sion 2 2> 2) bzw. der abzihlbar unendlich vielen Kriimmungen (bei beliebig unendlicher
Raumdimension), welche in den FRENETschen Formeln auftreten:

DZIi(,) . o
Z = T Remy Yooy T+ £y Vi

(1)

by = kgy = 0, ¥ = 1,..., n bezw. 00.
def

Dabei entstehen die Vektoren v,y bekanntlich durch Orthogonalisierung nach E. Scumiprt
aus den kovarianten Ableitungen des Tangentialvektors. (Die FRENETschen Formeln fir
den #n-dimensionalen Riemannschen Raum sind von W. BLascHKE [2] angegeben wor-
den; die Verallgemeinerung auf unendliche Raumdimension findet sich in eciner Arbeit
des Verf. [1].)

Insbesondere interessiert uns hier die erste Kriimmung 4, fiir welche gilt

D dx :
) T o T Aot

die also gleich der Linge der kovarianten Ableitung des Tangentialvektors ist. Den Vek-
tor (2) werden wir als den Riemannschen Kriimmungsvektor der Kurve x° (s) be-
zeichnen. In der allgemeinen Theorie der Riemannschen Riume wird in dieser Weise
die Kriimmung einer Kurve erklirt; daher bietet sich hier nach Einfithrung der durch die
Eichfliche £ erzeugten Raummetrik sofort die Moglichkeit einer affininvarianten Erkli-
rung der Kurvenkriimmung und aller anderen Invarianten einer Kurve. Bei uns ist nun
aber gar nicht — wie sonst in der Riemannschen Geometrie — die Gruppe aller topologi-
schen (differenzierbaren) Transformationen des Raumes von Interesse, sondern es geniigt
uns bereits Invarianz gegeniiber der homogen-linearen Gruppe. Unter diesen Transfor-
mationen ist aber auch der Vektor &2x/ds? invariant, den wir als den zentralaffinen
Krimmungsvektor der Kurve bezeichnen kénnen. Seine Linge bezeichnen wir als die
zentralaffine Kurvenkriimmung. Es ist leicht zu schen, dal3 zentralaffine und Riemann-
sche Kurvenkriimmung dann und nur dann fiir alle Raumkurven {ibereinstimmen, wenn
die Eichfliche £ eine Quadrik mit Mittelpunkt o ist.

Die Ableitungsgleichungen ergeben fiir eine in der Fliche F:x' = 2’ (") gelegene
Kurve x° (s) = «* (s (s))

Daxt

® il i

= (ﬁ@ + Iaeﬂ\ i uﬂ) X Ly it il
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(- fiir Ableitung nach der Bogenlinge.) Natiirlich ist wegen unseres Ansatzes der Flichen-
vektor der geoditischen Krimmung

#® 7’

/eﬁ:z‘iﬁ+lfg

gerade der Riemannsche Krimmungsvektor in der Flichenmetrik. Sein Verschwinden
kennzeichnet die Kurven stationidrer Linge. Der Skalar

P ly ﬂ‘rrl"u".‘ duf

k, = ————
(4) 2 Lap du® dilP

bezeichnet die Riemannsche Normalkriimmung.

Um nun auch noch den zentralaffinen Kriimmungsvektor in flichenhaften und norma-
len Anteil zu zerlegen, wollen wir die Ableitungsgleichungen aus § 3 (Gleichung 16) ge-
cignet umformen. Wegen der Bezichung

® g = kgt it
ergibt sich aus der Gleichung II. 3. (16)

e

0 ,1_ PIay) t, ) § s 7
(1[3 T Y X & Xa frsy N X

af

2

. X 1 il SO o p—
Xap — X S et T gl:rxfxxﬁ_{—laﬂ” = %,

1 4 Susprall 7
— e W g, g xg N + Ly,

so dal3 wir fiir den tangentiellen Anteil der zentralaffinen Krimmung die ,,Seitenkriim-
mung'‘ erhalten:

(6) B o=+ !agﬁ W u — 5 g gy, w0 xh i il
Als Normalanteil ergibt sich die zentralaffine Normalkrimmung

. (/u,g - % g ”l) du® di lyp du* duf
@ e e

Fiihrt man noch ein

(8) n = nxt +
(9) %glrrx; x; xi' = éaﬂy,
so gilt

lup = lup — bapy
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Die zentralaffine Duprinsche Indikatrix werde durch die Schnitte der Flache mit zur Tan-
gentialebene benachbarten, zu ihr parallelen Hyperebenen definiert. Wegen

it (x) nixiﬂ = laﬂ

ergibt sie sich als das Gebilde
Lpb 8 =41

in der Tangentialhyperebene. Aus dieser Konstruktion folgt noch, daB Z, s proportional
zur zweiten Fundamentalform der bewegungsinvarianten Geometrie ist.

Sowohl die Riemannsche als auch die zentralaffine Normalkriimmung sind gegeben
durch eine Formel vom Typ

By = g A= AUl | g, du Al

Fiir beide Normalkriimmungen gilt daher, daB sie nur von der Kurvenrichtung abhingen,
also z. B. mittels der ebenen Normalschnitte gefunden werden kénnen, und es gelten Ver-
allgemeinerungen der Sitze von EULER und MEUSNIER, auf deren nahezu selbstverstind-
liche Herleitungen hier nicht ecingegangen zu werden braucht. Eine ganze Reihe von
Sitzen ergeben sich daraus, da} wir eine von der Fliche Z erzeugte Riemannsche Raum-
metrik haben, so daf} viele Sitze aus der Riemannschen Geometrie hier Verallgemeine-
rungen von euklidisch-geometrischen Sitzen zur Folge haben. Auf diese Weise ergeben sich
u. a.: Die Flichen eines dreifach orthogonalen Systems (bei # = 3) schneiden einander
in (Riemannschen) Hauptkriimmungslinien (Dupix); der LEvi-CiviTasche Parallelis-
mus kann durch infinitesimale Parallelverschiebung im Raume und nachfolgende Projek-
tion in die Fliche erhalten werden; weiter erhilt man Beziehungen zwischen den Krim-
mungen von Raum und Fliche (Theorema egregium) und den Satz von Gauss und
BonNET.

Es erhebt sich umgekehrt die Frage, ob die Geometrie der Fliche vollstindig durch
die RieMaNNsche Metrik des Raumes bestimmt ist. Wir sahen bereits — um nur ein Bei-
spiel zu nennen -, daB hier auch die GréBen &2x°/ds? eine geometrische Bedeutung
haben, ohne daf} sie im Riemannschen Raume invariant erklirt wiren. Daher ist gar nicht
zu erwarten, dal3 die Geometrie unserer Fliche allein aus der Riemannschen Metrik und
ohne Verwendung der Affinitit des Raumes bestimmt ist. Immerhin gilt aber:

Alle Differentialinvarianten der Fldche lassen sich ausdriicken durch
metrische und kubische Fundamentalform der Eichfliche E (y,, und a,;.,),
metrische und zweite Fundamentalform der Fliche F (g,5 und I, ;)

(als Funktionen von u°, d. h. mit ihren Ableitungen).

Das ergibt sich aus dem nachfolgenden Satz:
Hauptsatz der zentralaffinen Geometrie der Flachenpaare:

Zu vorgegebenen (symmetrischen) @yp.,, Vup Exp lup (als Funktionen von u®) gibt es
hickstens ein Paar (E, FF) von Hyperfldchen im n-dimensionalen zentralaffinen Rawm,
deren Fundamentalformen die vorgegebenen Funktionen als Koeffizienten haben (bei
vorgegebenen Anfangsvektorgeriisten).

Minchen Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 6
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(Damit ein solches Flichenpaar wirklich existiert, miissen gewisse Integrabilititsbedin-
gungen erfiillt sein, auf deren Herleitung wir hier verzichten.)

Beweis. Zunichst gibt es (wegen der Ableitungsgleichungen (19) aus § 3) zu vorge-
gebenem Anfangsvektorgeriist ea", ‘6’; héchstens eine Eichfliche £ mit y,, @,, als Funda-

mentalformen, und genau eine, wenn die Integrabilititsbedingungen erfiillt sind. Dann
ist die Raummetrik g;,, die von der Eichfliche £ erzeugt wird, bestimmt.

Nun formen wir die allgemeinen Ableitungsgleichungen (10) und (16) aus § 3 so um,
daB auf der rechten Seite auBer Funktionen der bereits bekannten Metrik g;, nur noch
die Fundamentalformen g,, Z,; und die unbekannten Funktionen x, 7' vorkommen:

A e 1 o0 s o7l 1 r o g
Xap —xe( af =i gz,,xaxﬁxa) + (bas — 7 Srer e 25 7Y
W= — [0y — 1 geo Wty — L wnlw xl
o [- 2ae"] 2 g gl:r o e 2g1:r o

Die eindeutige Lésbarkeit fiir das Anfangswertproblem dieses totalen partiellen Diffe-
rentialgleichungssystems fiir die Funktionen x}, #* ergibt die Behauptung.

§ 6. Die Affinnormale und die Affinsphiiren

In diesem Abschnitt setzen wir endliche Raumdimension » = 2 voraus.

Es ist iiblich, mit Hilfe des zweiten BeELTRAMIschen Differentialoperators, angewendet
auf den Ortsvektor ¢’ (#”), eine Affinnormale zu erkliren:

o) N = —— g

n—i o f°

Dabei darf g, ; zunéchst irgendeine nicht-ausgeartete Flichenmetrik sein. Wir interessieren
uns hier hauptsichlich fir den Fall, da3 ¢ (%) die Eichfliche £ der zentralaffinen Geo-
metrie ist und g, ; = .4 Ferner wird uns aber auch die Affinnormale der Geometrie der
inhaltstreuen Affinititen interessieren, bei der dann g,, die Flichenmetrik dieser Geo-
metrie bedeutet. Die kovariante Ableitung in (17) ist bezuglich der jeweiligen Metrik
gemeint.

Wir wollen zunichst den zentralaffinen Normalvektor mittels der Ableitungsgleichun-
gen durch die Raummetrik g;, ausdriicken:

1

e aB oo e e — '___3__?* aff o0 FEV )
N = PRRTRY (— a2p2,) e = e T PR el apel e,
1 . 7 g 9 i b 5
== ——2(”_1)‘(571]_33])(? == Nt — 2
. . 1 o 1 .. 38lo £
(2) Nz =t gljgtkgjkl -~ I 1 gg_ — :.

2 (n—1) 9 x*
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Von besonderem Interesse sind diejenigen Flichen, deren simtliche Affinnormalen durch
o gchen; diese Flichen heilen Affinsphiren (der zentralaffinen Geometrie). Nach (2)
sind sie gekennzeichnet durch jede der beiden Relationen:

(3) ,ygo‘ aeuﬁ =0,

(4) 0g | 9x* = o (g = det g,p).

Die kennzeichnende Eigenschaft (4) bedeutet, daB3 alle oskulierenden Quadriken mit Mit-
telpunkt o das gleiche Inhaltsmal3 haben.

Daraus sicht man unmittelbar: Die Quadriken mit Mittelpunkt o sind Affinsphiren.
Gibt es noch weitere Affinsphéren in der zentralaffinen Geometrie ? Wir wollen zeigen, dafl
die Mittelpunktsquadriken genau im Falle » = 2 die cinzigen Affinsphiren sind. Dies ist
in den folgenden beiden Sitzen enthalten.

11. 6. 1. Die cinzigen affinsphéirischen Kurven in der zentralaffinen Ebene sind die
Kegelschnitte mit Zentrum O.

Beweis. Wir fiihren zentralaffine Normalkoordinaten ein, so daB fiir cinen Punkt der
betrachteten Eichkurve £ gilt

it = & 0ip ay = 1, &gy = L 1, &gis1 = O.
Gleichung (4) impliziert dann
L + &) L122 = O
Lo T &) L2202 = O,

also guse = 0, so dal} tiberhaupt g,;; = o. Dies gilt dann in jedem Koordinatensystem und
ergibt die Behauptung.

DaB fiir » = 3 noch sehr viele weitere Affinsphéren existieren, folgt z. B. aus den Ergeb-

nissen von LEicHTWEISS [1]. Fiir spitere Zwecke wollen wir hier noch eine weitere Klasse
von Affinsphiren explizit angeben:

I1. 6. 2. Die Hyperfliche x, . . . x,, = 1 (x; > O) ¢m n-dimensionalen zentralaffinen Raum
ist eine Affinsphire.

Beweis. Die zu dieser Fliche gehérige MINkKowsKische Metrik ist

F(a) =10 nam )

Man berechnet

1 O*F? 2 2 i .
8it = T 3r0aF = i (-;— 6&) (nicht summieren!)
und
2" 1—% 11...1
= det (g;) = —— B
(&:2) n2» 1-51...1

6.
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Diese Determinante ist also tatséchlich konstant und auch von o verschieden. (Letzteres
siecht man am leichtesten aus der linearen Unabhingigkeit der Zeilenvektoren.) Damit ist
die Behauptung gezeigt.

Nachdem also die Affinsphireneigenschaft nicht kennzeichnend fiir die Quadriken ist,
ist die Frage nach weiteren Eigenschaften interessant, welche auf die Quadriken fiihren.
Eine Voraussetzung im grofB3en, die die Ellipsoide unter den Affinsphiren kennzeichnet,
ist die Forderung der Geschlossenheit der Fliche; dies ist fiir 2 = 3 bei BLASCHKE [1], fiir
n > 3 bei DEICKE [1] bewiesen worden. Eine lokale Kennzeichnung enthélt der folgende
Satz:

11. 6. 3. Eine konvexe oder konkave Affinsphdre, mit der Eigenschaft, daff der Kriim-
mungstensor der von ihr erzeugten Riemannschen Rawmmetrik identisch verschwindet,
ist notwendig eine Quadrik.

Beweis. Wir verwenden wieder zentralaffine Normalkoordinaten. Es gilt also
&ir = &, 0;; mit gg =1 und
&g = .-+ = &, = —+ 1 (— 1) im konvexen (konkaven) Fall.
Fiir den Kriimmungstensor
Lo = — % B e St By
ergibt sich nach Uberschieben mit g/, weil Gleichunz (4) gilt:
2 ikl = %g”gjlgirlgj:k i %Z’ €0y 8y 8ivi Bbrj-
rs7
Da in zentralaffinen Normalkoordinaten g,;, = o, folgt

”
0 = Z girjgbrj’

r =2

also speziell fiir 7 = £

0 = an (girj>2;

7, =2

so dal alle g, verschwinden miissen, was die Behauptung enthilt.

Die in II. 6. 2 angegebenen Affinsphéren sind konkav, zeigen also einmal, da3 in dem
soeben bewiesenen Satz auf die Voraussetzung der verschwindenden Kriimmung nicht ver-
zichtet werden kann. Zum anderen geben uns diese Flichen Beispiele daftir, daf3 flir
n 2 3 der Kriimmungstensor der Raummetrik tatsdchlich nicht verschwinden muB,
anders als im Falle » = 2 (II. 2. 3).

Auf eine merkwiirdige Eigenschaft der Affinsphiren wird man gefiihrt, wenn man nach
denjenigen Flichen fragt, die in der Geometrie der inhaltstreuen Affinititen und in einer
zentralaffinen Geometrie die gleichen Affinnormalrichtungen haben:

I1. 6. 4. Notwendig und hinrveichend dafiir, daf die Hyperfliche I im n-dimensionalen
affinen Raum in der Geometrie der inhaltstrenen Affinitdten und in der zentralaffinen
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Geometrie mit Zentrum o die gleichen Affinnormalrichtungen habe, ist fiir n <= 3: E
ist etne Affinsphdre, deren sdémtliche Affinnormalen durch o gehen. Im Falle n = 3 haben
alle Fldchen die Eigenschaft, daf ihre Affinnormalvichtungen in allen zentralaffinen
Geometrien und in der inkaltstreu-affinen Geometrie dieselben sind.

(Dafl im dreidimensionalen Raum beide Affinnormalrichtungen stets zusammenfallen,
hat SaLkowskI [1] S. 142 bemerkt.)

Beweis. Wir wollen die Grundform der inhaltstreu-affinen Geometrie mit g, , bezeich-
nen, die der zentralaffinen Geometrie wie bisher mit y, 5. Beide sind durch Normierung der
Durinschen Indikatrix entstanden, so daf gilt

(1) Bap = A(%) Vup
Die zugehorigen Affinnormalvektoren sind

1 - , . 1 .
(2) Nie= —— 325 und N = —— y*f 4 o

==t 7t—1

Es gilt also

Y Y A
(3) N = (ﬂ'—'i)l 04 (xdﬁ

Nun ist bei konform aufeinander bezogenen Metriken (1) bekanntlich (ScHoUuTEN [1],
S. 304)
e

4) ap

N ‘ Qﬂ\ o3 (a4 50 — Ly yap) mit £y = Dlog 2/ 0.
a

Einsetzen von (4) in (3) ergibt

=it ; ,(;l—i :
N= D ot %

Yo/

a*

Fiir » = 3 bestitigt das den Satz von SarLkowsk1. Fiir # 4= 3 ergibt sich als notwendig
und hinreichend dafiir, daB3 die Affinnormale sich bei der Umnormung (1) nur mit einem
Faktor multipliziert:

(weil die Affinnormale von den Tangentialvektoren linear unabhingig ist). Aus der linea-
ren Unabhingigkeit der Tangentialvektoren xj untereinander ergibt sich nun 4 = const.
Bei geeigneter Wahl der Volumeneinheit ist A = 1 zu erreichen, so dal dann wegen
I.2.1 und I, § 3 folgt, daf} alle oskulierenden Quadriken mit Mittelpunkt o das gleiche
absolute Inhaltsmaf3 1 haben, wegen Gleichung (3) von Seite 43 also Affinsphiren sind.
Die Rechnungen lassen sich umkehren, womit alles bewiesen ist.
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*§ 7. Weitere geometrische Deutungen der beiden Fundamentalformen
der zentralaffinen Flichentheorie

Wir hatten in § 2 die beiden Fundamentalformen y, ; und a, 4, der Fliche £ mittels der
oskulierenden Quadriken mit Mittelpunkt o eingefiihrt, und zwar ergab sich die metrische
Grundform mittels des zur Tangentialebene parallelen Mittelpunktsschnitts dieser Quadrik,
wihrend wir die kubische Grundform fiir die Abwecichung von der Quadrik verantwort-
lich machen konnten, weil ihr Verschwinden die Quadriken kennzeichnet. Es soll jetzt
noch genauer gezeigt werden, in welchem Sinne sich die kubische Fundamentalform mit-
tels der oskulierenden Quadrik deuten 1aBt. Zuvor wollen wir eine analoge neuc Deutung
der metrischen Grundform angeben: diese erweist sich nimlich als verantwortlich fiir die
Abweichung der Fliche von der Tangentialebene,

Figur 8

Essei £:¢' = ¢' (uP) unsere Hyperfliche, ¢'(% -}-du) ein dem Punkt P: ¢’ (x) benachbarter
Flichenpunkt. Wir wollen dazu diejenigen Vektoren

re'(u + du) bzw. pe'(u + du)

bestimmen, deren Endpunkte auf der Tangentialhyperebene der Fliche im Punkte 2 bzw.
auf der in P oskulierenden Quadrik Q mit Mittelpunkt O liegen. Nach Potenzreihenent-
wicklung ergibt sich aus der ersten Forderung

giz(e)e (Ae* (u + du)— e (w)) = o

also

d—n—Ltastp=0

([»2] bezeichnet hier im folgenden eine GréBe, welche die Differentiale @z mindestens in der
Ordnung # enthilt.) Damit ist die Behauptung bereits gezeigt: die zentralaffine metrische
Grundform 4s? driickt sich durch die Abweichung (4 — 1) der Fliche von der Tangential-
ebene aus:

ds? = 2(A— 1)/4 + [3].

Fir die Abweichung der Fliche von der Quadrik Q werden wegen der Oskulation Gro-
Ben dritter Ordnung in Frage kommen. Es ist

1=g;, (x)pue' (uw + du) pe* (u 4 du).
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Die Potenzreihenentwicklung kann mit
Pk »n
Yap = &ik€up = —8Lia€ Cap

umgerechnet werden, so dafl man erhilt:

1

ot + du® du’ du? (%g,-k eeky, + gt ez,,) + [4].

AuBlerdem verwenden wir noch

Byaﬁ : R C b
T owr = &€ Capy T £i1 € fap

und erhalten schlieBlich

1 1 ay B @ b
F = 3l + 3 du* duﬁduy( a:y + Lik €a eéy +gik eﬁeiy) + [4]’

oder mittels der Ableitungsgleichungen

—'L%_ = 1 — % du® du’ du? 2ypy == [4]’

so daB sich die kubische Grundform durch die Abweichung 4 — 1 der Fliche von der osku-
lierenden Quadrik ausdriickt:

1

p—1 = 5 a5, du*du’ du¥ + [4].

Damit sind die gewiinschten Deutungen der beiden Fundamentalformen der zentralaffinen
Geometrie gefunden; sie sind Gibrigens ganz analog zu den Deutungen der entsprechenden
Fundamentalformen der Geometric der inhaltstreuen Affinititen, die wir in Kapitel I, § 3
gegeben haben. — Fiir den Fall von Flichen im dreidimensionalen Raum hat O. MAYER [1]
dhnliche Deutungen hergeleitet.

*§ 8. Die Dualitiit der beiden Relativgeometrien

Wir haben schon wiederholt darauf hingewiesen, dafl man die hier entwickelte Geome-
trie der Hyperflichenpaare im zentralaffinen Raum in der folgenden Weise deuten kann.
Der Raum wird durch eine Eichfliche £ metrisiert, und dadurch wird in der zweiten Flache
F eine Metrik induziert. Ist £ ein Ellipsoid mit dem Mittelpunkt o, so ergibt sich die klas-
sische Flachentheorie als Spezialfall, wobei dann £ die Rolle der Einheitssphire des eukli-
dischen Raumes spielt. Man kann die hier in den Grundziigen dargestellte Geometrie als
yrelative’ Differentialgeometrie der Fliche # in bezug auf die Eichfliche Z auffassen.
Die beiden Flichen # und £ sind dabei radial aufeinander bezogen:

x (1) = A(w)e’ ().
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Diese Auffassung ist nun zu unterscheiden von der auf Emil MULLER [1] und W. Stss [1]
zuriickgehenden relativen Differentialgeometrie, die die klassische Flachentheorie nach einer
anderen Richtung verallgemeinert. Wihrend bei uns die von der Eichfliche £ erzeugte
Riemannsche Metrik im Raume im Vordergrund steht, welche die euklidische Raummetrik
der elementaren Flachentheorie ersetzt, ist ein anderer wichtiger Gegenstand der klassi-
schen Flichentheorie Ausgangspunkt der Relativgeometrie von MULLER und S{ss, nam-
lich das Gausssche sphirische Normalbild. Man kann diese sphirische Abbildung auch so
beschreiben, dal man einem Punkt 2 der Fliche # denjenigen Punkt der Einheitssphire
E zuordnet, in dem die Tangentialebene von % parallel zur Tangentialebene von #in P
ist. Die Fliche £ kann nun bei MULLER und Siss beliebig sein, und die beiden Flachen
erscheinen durch parallele Tangentialebenen aufeinander bezogen. Dies fithrt unmittel-
bar zu einer Verallgemeinerung der WEINGARTENschen Ableitungsgleichungen und er-
laubt u. a. einen Zugang zur Theorie ,,relativer’ Minimalflachen.

Diese beiden Relativgeometrien stehen in einer engen Dualititsbezichung zueinander,
die wir jetzt behandeln wollen. Um die Dualitit besonders deutlich hervortreten zu lassen,
sollen die Formeln der MULLER-SUssschen Geometrie im Dualraum entwickelt werden,
was natirlich geometrisch ohne Bedeutung ist und sich formal darin duBlert, dal} die
Raumvektoren untere (lateinische) Indizes tragen.

Wie in den Paragraphen 1-3 bezeichne ¢'(2") die Eichfliche Z, x(x) = A(u)e'(2) die
auf £ radial bezogene Flache F, g,,(x) die von £ erzecugte Riemannsche Raummetrik.

Die Tangentialhyperebenen von £ und # bestimmen Hyperflichen £* und #* im Dual-
raum: ¢, = ¢,(x) und x; = x;(2). Dabei gelten die Formeln:

e;(u)d () = 1, e;(u) e}y () = 0;

& () ) =1, @, (W) a; () =6
Da wegen
0 . . . .
0= 5 (&) =épe, + o5 = ey

und der entsprechenden Beziehung fiir ' die Normalvektoren der Flichen £* bzw. F*
gerade zu ¢’ bzw. x* parallel sind, sind die Tangentialebenen von Z und F in entsprechen-
den Punkten parallel. Diese Bezichung ist offensichtlich umkehrbar.

Die damit als dual zueinander nachgewiesenen Relativgeometrien haben die Eigen-
schaft, dafB3 ihnen jeweils ein spezieller Typ von Fliachenabbildungen zugrunde liegt: bei
der MULLER-STssschen Relativgeometrie handelt es sich um eine Abbildung durch par-
allele Tangentialhyperebenen, bei der hier vorgeschlagenen Geometrie um die Zentral-
projektion. Allgemeiner kann man nach F. LOBELL [1] zu ganz beliebigen Flachenabbil-
dungen eine Kriimmungstheorie entwickeln.



KAPITEL III

ANWENDUNGEN AUF DIE ALLGEMEIN-METRISCHE
DIFFERENTIALGEOMETRIE UND DAS RAUMPROBLEM

Der Tangentialraum 7°(P) einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit in einem ihrer
Punkte P ist ein Vektorraum; in diesem Tangentialraum gilt also die zentralaffine Geo-
metrie. Insbesondere ist also zu erwarten, daB} die zentralaffine Differentialgeometrie der
Hyperflichen, die wir in Kapitel I entwickelt haben, sich dann anwenden 1463t, wenn im
Tangentialraum eine Hyperfliche gegeben ist. Dieser Fall ist nun tatsichlich von einem
betrichtlichen Interesse fiir die Differentialgeometrie: Die Eichfliche £ im Tangential-
raum einer metrischen differenzierbaren Mannigfaltigkeit (z. B. eines FiNsLERschen Rau-
mes) erfiillt unsere Voraussetzungen. Wir gewinnen daher hier einen neuen Zugang zur
FinsLERschen und allgemeiner zur allgemein-metrischen Differentialgeometrie, der es
u. a. erlaubt, der weitgehend formalen Theorie der FINSLER-Riume von E. CARTAN [1]
eine geometrische Deutung zu geben. Dadurch wird es méglich, Cartans Theorie wirklich
als Geometrie ciner Punktmannigfaltigkeit zu deuten und die geometrisch allgemein als
unbefriedigend empfundene Auffassung des FiNsLERschen Raumes als eines Raumes von
Linienelementen durch eine punktal-Minkowskische! Auffassung abzulésen, ohne jedoch den
wegen seiner Linearisierungen bequemen CaRTANschen Kalkiil verwerfen zu miissen. Es
scheint dariiber hinaus sogar, als ob der geometrische Grund fiir die ZweckmaiBigkeit des
Kalkiils von CARTAN in der Affingeomtrie zu suchen ist. — Nach einem einfihrenden Ab-
schnitt Gber allgemein-metrische und FiNsLERsche Réume (§ 1) geben wir die affingeome-
trische Deutung der Grundtensoren dieser Geometrie in § 2.

Obwohl die Bemerkung, da3 die punktale Geometrie eines allgemein-metrischen diffe-
rentialgeometrischen Raumes von der zentralaffinen Geometrie der Eichhyperfliche be-
herrscht wird, nach dem Gesagten nahezu selbstverstindlich erscheint, sind daraus bisher
kaum Konsequenzen gezogen worden. Zwar haben CARATHEODORY in der Variationsrech-
nung und MiNnkowskl und FINsLER [1] in der Geometrie Eichflichen (Indikatrix und
Figuratrix) in das Zentrum der Untersuchung gestellt, ohne aber den Zusammenhang mit
der damals allerdings noch kaum entwickelten zentralaffinen Differentialgeometrie zu ver-

1 Wir verwenden hier fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten die folgende Terminologie: Eine Eigen-
schaft hei}t global, wenn sie der Mannigfaltigkeit im groSen zukommt; Joka/, wenn sie fiir Umgebungen
eines Punktes gilt; punktal, wenn sie dem Punkt selbst und seinem Tangentialraum zukommt. Der Voll-
stindigkeit zuliebe set noch der Begriff infinitesimal erwihnt, der auf Beziehungen zwischen ,,infinitesimal
benachbarten Tangentialriumen, d. h. auf Eigenschaften der Ableitungen von Tangentenvektoren anzu-
wenden ist. Die Vorteile gegeniiber der alten Terminologie, in der das Punktale oft als Lokales oder Infini-
tesimales bezeichnet wurde, liegen einmal darin, daB unser Begriff ,,lokal mit dem in der Topologie ver-
wendeten (lokalkompakt usw.) iibereinstimmt. Zum anderen ist eine klare Trennung der verschiedenen
Begriffe auch fiir die Differentialgeometrie selbst nétig, wie man an folgendem Beispiel sieht: Punktal-affin
ist jede Mannigfaltigkeit, weil der Tangentialraum affin ist. Ein infinitesimal-affiner Raum ist ¢in Raum
mit affinem Zusammenhang. Ein lokal-affiner Raum ist ein infinitesimal-affiner Raum mit verschwinden-
dem Kriimmungstensor. Ein global-affiner Raum schlieBlich ist selbst ein Vektorraum.

Miinchen Ak, Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 7
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wenden. DELENS [1] benutzt projektiv-geometrische Eigenschaften der Indikatrix, die pro-
jektive Gruppe ist aber natiirlich zu umfassend, als daf} alle in Frage kommenden zentral-
affinen Invarianten auch unter ihr invariant wiren. KaAwAcGucHI [1] hat kiirzlich versucht,
die BLascHkEsche inhaltstreu-affine Geometrie (BLASCHKE [1]) in der FINsLERschen Geo-
metrie nutzbar zu machen, nachdem DEIcKE [1] damit ein besonders schones Resultat erzie-
len konnte.! Unserer Auffassung am néchsten steht eine Untersuchung von V. V. VAGNER
[1], in der die punktale Geometrie des FiNsLERschen Raumes wie bei uns als zentralaffine
Hyperflichentheorie aufgefaf3t wird; den Zusammenhang mit der klassischen Affingeome-
trie stellt VAGNER aber nicht her. Das gleiche gilt fiir die Krimmungsuntersuchung der
Eichfliche des Minkowskischen Raumes von VARGA [2], der der Verfasser die Anregung
zu Teilen der vorliegenden Arbeit verdankt.

Der uns interessierende Sachverhalt (Hyperfliche im Tangentialraum einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit) tritt auch in der von CARTAN [2] inaugurierten, auf das Inhalts-
maf3 von Hyperflichen gegriindeten metrischen Geometrie auf, auf die wir in § 3 cingehen.
In einem letzten Abschnitt wird dann ein Beitrag zum sogenannten Raumproblem ge-
geben, das sich mit der Kennzeichnung der Riemannschen unter den allgemein-metrischen
Riumen befalt.

Wir beschéiftigen uns hier — dem Ziel der Arbeit entsprechend —lediglich mit der punkta -
len Geometrie der metrischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Zu einer vollstindi-
gen Theorie miiite zumindest auch die Vektoriibertragung (im Riemannschen Spezialfall
der affine Zusammenhang) gehdren. Wir wollen uns hier mit dem Hinweis begniigen, daf3
dazu der auf die von CARATHEODORY angeregte Miinchner Dissertation von A. Naziu [1]
zuriickgehende Begriff des oskulierenden Riemannschen Raumes den natiirlichen geome-
trischen Zugang liefert. Ebenso wic wir die punktale Geometrie auf oskulierende Quadriken
und damit auf oskulierende euklidische Riume griinden, kann man bei Verschiebung des
Tangentialraumes lings einer Kurve die lings dieser Kurve oskulierenden Riemannschen
Riume zur Begriindung des Zusammenhangs heranziehen. Dies ist fiir den CArRTANschen
euklidischen Zusammenhang von VARG [1] geleistet worden; fiir die neueren Ubertra-
gungsgesetze von RUND [1] und BARTHEL [1] hat der Verf. in fritheren Arbeiten [3], [4] die
entsprechenden Herleitungen angegeben.

* § 1. Allgemein-metrische, insbesondere FINsLERsche Riume

Schon RIEMANN hat bemerkt, da3 eine sehr allgemeine Moglichkeit fiir die Festlegung
einer MaBbestimmung in ciner (differenzierbaren) Mannigfaltigkeit gegeben ist durch

ds = F(X; dX),

wobei X = (X*) die Punkte der Mannigfaltigkeit beschreibt und # eine fiir X == o posi-
tive, von erster Ordnung positiv homogene Funktion ist:

F(X; a-dX)=a- F(X; dX)fir a > o.

1 Fiir eine Kritik an der Auffassung von KawacucHr vergleiche man Lavewirz [8] und KawacucHr
und Lavewrrz [1).
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Wir wollen zulassen, daB die Funktion / nicht notwendig fiir alle Richtungen 4X in einem
Punkte X erklart ist, was geometrisch bedeutet, daB nicht fiir alle Kurven eine Linge de-
finiert ist.

Definition. Ein allgemein-metrischer differentialgeometrischer Raum ist eine differen-
zierbarve Mannigfaltigkeit (endlicher oder unendlicher Dimension), mit einer Mafvor-
schrif t fir die Linge von (nicht notwendig allen) Kurven, die gegeben ist durch

ds = F(X; dX),

wobei F(X; dX) fiir jedes feste X fiir alle dX aus etnem Raumsektor S, des Tangential-
raumes 1T(X) erklirt und daselbst positiv und positiv homogen von erster Ordnung ist.
Die in S, gelegene Hyperfliche E.: F(X; dX) =1 heifpt Eichfliche oder Indikatrix des
Raumes im Punkte (X). Sind alle Eichfldchen konvex und geschlossen, so heifit die Man-
nigfaltigkeit ein Finslerscher Raum.

(In einem FinsLERschen Raum ist also fiir alle glatten Kurven eine Linge definiert.) Wir
wollen hier stets voraussetzen, dal3 die MaBfunktion # nach beiden Variablenvektoren
(dX =F o) hinreichend oft differenzierbar sei, und daB3 die Eichflichen Z, dic Eigenschaf-
ten (4) — (C) aus Kapitel I1, § 1 haben. Diese Voraussetzungen sind stets erfiillt, wenn die
Metrik # einer reguliren Variationsaufgabe entstammt.

Da wir hier nur die punktale Geometrie, also einen festen Tangentialraum untersuchen
wollen, konnen wir das Argument X von nun an wieder weglassen und statt 4X wieder x
schreiben. Damit haben wir wieder dieselben Bezeichnungen wie in Kapitel 11, und wir
wollen im nichsten Abschnitt zeigen, wic sich die Grundtensoren der allgemein-metri-
schen Differentialgeometrie aus der Hyperflichentheorie einer Eichfliche £ im zentral-
affinen Raum (Kapitel II) erhalten lassen.

§ 2. Affingeometrische Deutungen in der Theorie der allgemein-metrischen Ridume!

Der Metrik # pflegt man den metrischen Grundtensor
1 BPFR(x)
(1) 8% = 7 a4

zuzuordnen; dies ist also gerade der Grundtensor der von der Eichfliche Z erzeugten
Riemannschen Metrik im Vektorraum. CARTAN [1] hat dazu die Koeffizienten

(2) Cjib = ';‘gir Erik

des ,,euklidischen Zusammenhangs®* cingefiihrt; diese sind identisch mit den Christoffel-
symbolen der Metrik (1), entsprechen also dem affinen Zusammenhang der Riemannschen
Metrik (1).

1 In diesem Abschnitt stellen wir zur Bequemlichkeit des Lesers zunichst einige Ergebnisse aus friitheren
Arbeiten zusammen. Man vergleiche die Arbeiten [7] und [8] des Verf. und die Arbeit LAvcwirz und Lorcu
[1].

7‘
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Eine wichtige Rolle in CarTaNs Theorie spielt der Vektor

) 4f = L gy Blgg

2 o

(CARTAN [1] p. 13). Er driickt sich wegen Gleichung (2) aus I1, § 6 durch den Affinnormal-
vektor V¢ der Eichfliche £ in der zugehérigen Richtung aus:

@ A =(r—1)F ("T il Nf).

Aus dieser Formel folgt, daB die allgemein-metrischen Riume mit 4 = o gerade diejeni-
gen sind, deren Eichflichen Affinsphiren sind. Insbesondere hat man den Satz von
A. DEickE [1]: Die Finsler-Raume mit A = o sind diec Riemannschen Riume.

CARTAN [1] hat drei Kriimmungstensoren eingefiihrt, von denen hier der erste, mit
S, ;41 bezeichnete, erfalBt wird (CARTAN [1], S. 34, Formel XVT),

F

(5) Sl'j'kl =5 A]'km A o Aj'lm Az'km; Ailm s _,‘Z‘gilm'

ilm

Wegen II, § 1, Formel (9) steht er in folgendem Zusammenhang mit dem Kriimmungs-
tensor R;;,, der Riemannschen Metrik im Vektorraum

1

(6) S;‘ju S 7z Rijbl'

Daraus ergibt sich mit Hilfe von II. 2. 3:

CAwrTANs Tensor S;;,, verschwindet in allen sweidimensionalen Finsler-Riumen
identisch, fiir hihere Raumdimension dann und nur dann, wenn die Eickflache konstante
gentralaffine Kricmmung 1 hat.

Die auch von VARGA [2] untersuchte, auf LANDSBERG [1] zuriickgehende Winkeldefinition

0 F % T SO P

F ox'ox*

bezeichnet CARTAN [1] S. 13-14 als ,,métrique angulaire* des Finslerschen Raumes. Be-
schreibt man die Richtungen durch Einheitsvektoren, so folgt aus (7) mit Hilfe der Homo-
genititsrelation:

(8) At = g;4(e) de de*

oder: Der LANDSBERGSche Winkel zwischen zwei infinitesimal benachbarten Richiungen
(6" und (&' +- deé') ist gleich dem in unserer Riemannschen Metrik gemessenen Abstand der
Endpunkte der zu diesen Richtungen gehdrigen Einheitsvektoren.

Damit ist zunichst nur der Winkel fiir infinitesimal benachbarte Richtungen erklirt.
Einen Winkel zwischen beliebigen Richtungen, zu denen die Einheitsvektoren ¢; und ¢
gehéren mogen, kann man entweder erkldren durch den kiirzeren Bogen des ebenen Null-
punktsschnittes von £ durch ¢}, e, oder aber durch die Linge des kiirzesten, nicht notwen-
dig ebenen Kurvenbogens, der ¢} und ¢} auf der Eichfliche Z verbindet. Wegen Satz II.



Affingeometrische Deutungen in der Theorie der CARTANschen Riume 53

4. 4. fallen diese beiden Winkeldefinitionen dann und nur dann zusammen, wenn die
Eichfliche eine Quadrik mit Zentrum o ist.

Beide Winkelmalle entstehen aus der zentralaffinen Metrik der Eichfliche und verall-
gemeinern daher die euklidische Winkeldefinition. Im Falle konvexer Indikatrix ist diese
Flichenmetrik positiv definit, die Mannigfaltigkeit ist daher unter der zweiten Winkel-
definition so beschaffen, daf3 die Richtungen einen lokal metrischen Raum bilden. Diese
Eigenschaft kommt, wie H. LippMANN [1] gezeigt hat, einer auf MENGER zuriickgehenden
anderen Winkeldefinition nicht zu.

Die in II, § 1 Gleichung (15) enthaltene Isometrie der beiden Flichen Z und £* lifit
nun folgende Deutung zu:

Der Winkel swischen zwei Tangentiallyperebenen der Eichfldche E (stellvertretend fiir
2wei Stellungen), gemessen durch die Metrik des Dualranmes, ist gleich dem Winkel swi-
schen ihren Normalvektoren, gemessen in der Metrik des Tangentialraumes selbst.

Eine weitere Anwendung unserer Deutung der Winkelmetrik kniipft an CARTANs Be-
merkung an, daf3 die Winkelmetrik der Rdume mit

9) Aiigjo=0 (Cartan 1], S. 37)

bei Parallelverschiebung ungeéndert bleibt. In diesem Falle gehen die Indikatrizen in ver-
schiedenen Punkten also auseinander durch Affinverbiegung hervor.

§ 3. Affingeometrische Deutungen in der Theorie der CARTANschen Riiume

CARTAN [7] hat den Versuch unternommen, differentialgeometrische Rdume zu behan-
deln, deren Metrik auf dem Inhaltsmall von Hyperflichen beruht. Dazu wird in einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit, deren Punkte wieder durch die Koordinaten (X*) bezeich-
net werden, eine von der Hyperflichenstellung (#;) abhingige Dichte vom Gewicht (—1)
vorgegeben,

L(X5 ),

mit deren Hilfe das Oberflichenelement fiir eine Hyperfliche, deren Tangentialebene im
Punkte (X) gegeben ist durch #,dX* = o, definiert wird zu

oL . .
do = det "ﬁ, dXi,, d.X;_l ’

wobel X, ..., dX, , eine Basis der Tangentialhyperebene ist. Um nicht die — wie sich
zeigen wird, fiir unsere Zwecke unwesentlichen — Gewichte immer angeben zu miissen,
wollen wir zunichst nur Koordinatentransformationen mit Determinante -+ 1 zulassen.
CARrTAN fihrt die Grollen ein

e
L

au,-auk
4 = det (&%)

gik — ot / Aln—1.



54 Anwendungen auf die allgemein-metrische Differentialgeometrie und das Raumproblem

Dabei ist 4 > o vorausgesetzt; dies trifft zu, wenn die vorgegebene Funktion Z einem regu-
liren Variationsproblem entstammt, was CARTAN voraussetzt. — Da es uns hier wieder nur
auf die Verhiltnisse im Tangentialraum irgendeines festen Punktes ankommt, lassen wir
das Argument X im folgenden wieder weg. Wir interessieren uns fiir die beiden im Dual-
raum des Tangentialraumes (dem Raume der kovarianten Vektoren) gelegenen Hyper-
flichen

(@B xx, =1 und L) = a7 (e) e e, = 1.
Diese beiden Flichen kann man sich radial aufeinander bezogen denken:
x; (1) = o0 () e; () mit
L (e;(w) = 1, g7 (x;(00)) %; (1) x;(26) = 1.
Dabei gilt wegen der Homogenitit nullter Ordnung der ¢/ und g/

92

¥ 1/n—1
s e = 3 [ A,

1=l yx, =
also
— AV2e—

Daraus folgt:

Die Flichen x; und ¢; sind dann und nur dann homothetisch, wenn A = det(a”) = const,
d. h. wenn die Fliche e; eine Affinsphdre ist.

Nach dem Satz von Brascuke und DEIcKE [1], den wir in I, § 3 erwihnten, sind mithin
die einzigen CaRTANschen Rdume mit 4; = o und geschlossener Indikatrix — also regu-
laren Variationsproblemen entstammend — die Riemannschen Riume. Dies hat eine
interessante Konsequenz. CARTAN [2] Formel (IX) auf S. 18 definiert den Vektor

81/ Vi

3u,~

A= — L mit g = det g”.
1
Nun berechnet man sofort g = 4~ 5 —1 und erhilt:

Die CARTANschen Raume mit A* = o sind genaw die Riemannschen Riume.

Die Riume mit A° = o hat CArTAN [2], S. 19 ausdriicklich als solche bezeichnet, die
eine Zwischenstellung zwischen den Riemannschen und seinen allgemeineren Raumen
einnehmen. Es hat sich nun aber als Folge des Satzes von BLascHKE und DEICKE ergeben,
daB diese Rdume tatsichlich mit den Riemannschen Réumen zusammenfallen.

CARrTAN [2] S. 17 definiert den Winkel dp zwischen zwei Hyperflichenelementen mit den
Stellungen #;, %, + du; durch

iy 7 02 L
2: — . . ‘j —r .
dy*= =" du; d, (L — )
Dies 1aBt sich leicht umrechnen zu
1 .. dlz?
de? = o a”’ du; du; — ("—LT )
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Normiert man die Stellungsparameter #;, #; + du; so, dal}

Lu;) = L(u; + du;) = 1,
so folgt
do® = a’ (u) du, du;
oder :

CARTANS Winkelmetrik ist identisch mit der Riemannschen Metrik der Eichflicke L = 1.

Diese Aussagen iiber die Ridume mit 4 = o und iiber die Winkelmetrik sind nun tat-
sichlich unabhingig von der Wahl der Volumeneinheit im Tangentialraum, so daf sic auch
invariant sind gegeniiber Koordinatentransformationen mit von 1 verschiedener Determi-
nante.

§ 4. Ein Beitrag zum Raumproblem

Als Raumproblem bezeichnet man die Frage nach der ausgezeichneten Rolle der eukli-
dischen und der Riemannschen Raume. Diese Frage, die schon auf RIEMANN[1] zurtickgeht,
ist von HELMuoLTZ [1] und L1k [1] und spiter vom relativistischen Standpunkt von H.WEYL
{1], [2] behandelt worden. Es kommt dabei darauf an, die Riemannschen Ridume unter den
allgemein-metrischen differentialgeometrischen Raumen zu kennzeichnen. Der klassische
Satz von HELmMuoOLTz-LIiE kann so formuliert werden: Ein FINsLERscher Raum mit der
Eigenschaft, dal in jedem Punkte infinitesimale starre Korper frei drehbar sind, ist Rie-
mannsch. WEYL hat dem Raumproblem zwei Fassungen gegeben. In der ersten Fas-
sung ist WEYLs Problem bis heute nicht vollstindig gelést (Der Verf. gibt an anderer
Stelle [9] einen Beweis der WEYLschen Vermutung fir den Fall definiter Metriken, also
FinsrLeERscher Riume); sie lautet: Es sei eine Funktion ¢ (%) in einem #-dimensionalen
reellen Vektorraum vorgegeben, welche positiv und positiv homogen von erster Ordnung
sei. Wenn es dann zu jeder Metrik

ds = f(x; dx) = ¢ (B (x) dx?)

(B ein beliebiges Tensorfeld maximalen Ranges) einen lingentreuen Affinzusammenhang
gibt, dann ist ¢ eine quadratische Form, die Metrik also Riemannsch. WEYL [2] hat spi-
ter die Voraussetzungen iiber die Metrik so verschirft, dafl er von vornherein eine auf der
Mannigfaltigkeit der ,gleichlangen® Vektoren transitive lineare Gruppe voraussetzt.
Unter dieser starken zusitzlichen Annahme konnte er die Kennzeichnung der Riemann-
schen Raume erreichen.

Sowohl die HELMuoLTz-LiEschen Postulate als auch die Forderungen aus den beiden
WEevYLschen Raumproblemen kénnen vom Standpunkt der heutigen Physik nicht voll be-
friedigen. Die in allen diesen Systemen von vornherein geforderten Linearititseigenschaf-
ten laufen ndmlich darauf hinaus, daB3 die Méglichkeit kleiner starrer Korper verlangt
wird. C. F. v. WE1zsAcKER [1] hat darauf hingewiesen, dal man diese Moglichkeit heute
nicht mehr als eine aller Physik notwendig vorausgehende Eigenschaft des Raumes (oder
der relativistischen ,,Welt'") ansehen kann, sondern daf} eine solche Behandlung des Raum-
problems gegeben werden sollte, die aus anderen grundlegenden Forderungen ableitet,
daB die Metrik Riemannsch ist, womit die Mdglichkeit infinitesimaler, frei beweglicher
starrer Korper als Folgerung und nicht als Postulat erscheint. Nachdem in fritheren Arbei-
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ten (Lavewrirz [4], [3]) der Fall definiter Metriken bereits behandelt worden ist, sollen hier
ganz allgemeine MaBbestimmungen im Sinne von III, § 1 zur Auswahl zugelassen sein,
und unter ihnen soll mit affingecometrischen Hilfsmitteln eine Kennzeichnung der Riemann-
schen Metriken gegeben werden.

Zu den neuen Forderungen kann man auf folgende Weise gelangen. Wie WEYL [2] ver-
langt, daB3 ,,sich die verschiedenen Punkte der Mannigfaltigkeit nicht schon hinsichtlich
der in jedem von ihnen herrschenden MalBbestimmung unterscheiden (Homogenitit des
Raumes), so kénnen wir dhnlich auch fordern, daf3 sich die verschiedenen Richtungen in
einem Punkte, wenn sie physikalisch gleichberechtigt sind, nicht durch Eigenschaften der
MaBbestimmung unterscheiden lassen (Isotropie des Raumes); oder, was dasselbe besagt,
dal jede geometrische Eigenschaft, die der Eichfliche £ in einem ihrer Punkte zukommt,
auch fir jeden anderen Punkt von Z gelten mufl. Ehe wir diese Forderung mathematisch
prizisieren, mufl bemerkt werden, daf} sie zur Kennzeichnung der Riemannschen Riume
noch nicht hinreicht: sie wird auch von (elliptischen oder hyperbolischen) logarithmischen
Spiralen als Eichkurven im zweidimensionalen Fall erfiillt, weil diese Kurven eine homo-
gene affine Gruppe gestatten, und weil daher alle zentralaffinen Eigenschaften eines Kur-
venpunktes auch fiir jeden anderen Kurvenpunkt gelten. Die Isotropieforderung soll da-
her noch erginzt werden durch eine Forderung der Gleichberechtigung aller Richtungs-
anderungen, was auf das Postulat hinauslduft, daf3 alle Tangentenrichtungen der Eichfliche
£ in einem ihrer Punkte nicht aus der Metrik unterschieden werden kénnen. Es zeigt sich,
dall zur Kennzeichnung der Riemannschen Riume die letztere Forderung tatsdchlich
hinreichend ist, weshalb wir nur sie zu prazisieren brauchen.

Postulat. Es sei eine Vorschrift gegeben, die jedem Paar Richtung, Ricktungsinderung
(reprdsentiert durch cinen Punkt ¢ (u) der Eichfliche und eine Tangentenrichtung €;du’)
etne Invariante suordnet:

I(u, du) = 1(g;p gij2 d0)
mit
I(a.de’y = I(de) fiir a > o.

Dann wivd verlangt, dafi jede derartige Invariante konstant sei.

Die spezielle Form der zugelassenen Invarianten kann man etwa folgendermaBen be-
griinden: Die Invariante soll von der Metrik im Punkte ¢ und im Nachbarpunkt &' + e’
abhingen; die Metrik wird reprdsentiert durch die oskulierenden Quadriken in diesen
Punkten. Daraus ergibt sich die Abhéngigkeit von g;,(e), g;;,(¢). Die Abhingigkeit von
der Richtungsinderung hat nur einen affinen Sinn, wenn sie fiir alle Anderungen desselben
Tangentenstrahls die gleiche ist, und so kommt man zur geforderten Homogenitit.

Dieses Postulat soll jetzt angewandt werden zur Bestimmung derjenigen Eichflichen £,
die ihm gentigen. Wir wollen wie tiblich mit sign (f) die folgende Funktion bezeichnen:

sign(f) = 41, o, —1 jenachdem f >, =, < o.

Aus dem Postulat folgt fiir
I = sign [g;, (¢) de’ d]:

Die Eichfliche ist entweder ein Hyperebenenpaar (dann ist die Hyperflichenmetrik y,,
total ametrisch), oder die induzierte Hyperflichenmetrik y,, ist definit.
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Wir brauchen von jetzt an nur den zweiten Fall, den Fall definiter Hyperflichenmetrik
zu betrachten. Sei

I' = sign [g;;, () d¢ de? de*].

(' gibt also das Vorzeichen der zweiten, kubischen Fundamentalform der Eichfliche an.)
Wire fiir ein dé' etwa /'(de) > o, so hitte man fiir den entgegengesetzten Tangenten-
strahl 7' (—de) <C 0. Wenn das Postulat erfiillt sein soll, kann also nur gelten: 7’ = o,und
daraus folgt g;;, = o, mithin, da} die Indikatrix eine Quadrik mit Mittelpunkt oist. Berlick-
sichtigt man noch die bereits bewiesene Definitheit der Flichenmetrik, so bleiben folgende
affine Typen von Quadriken als mégliche Eichflichen librig:

(1) 28— — -2 = 1

@ ALAt  fa2= 1
und der Fall total ametrischer Flichenmetrik

3 5= 1.

Umgekehrt geniigen diese drei Typen von Eichflichen auch wirklich dem Postulat. Denn
sic gestatten jeweils eine linearhomogene Gruppe, welche transitiv auf der Menge der
Tangentialstrahlen operiert, woraus die Konstanz der in unser Postulat eingehenden In-
varianten unmittelbar folgt.

111.4.). Die Mafbestimmung einer allgemein-metrischen differenzierbaren Mannigfal-
tighkeit geniigt dann und nur dann dem Isotropiepostulat von S. 56, wenn die Eichfldchen
in jedem Punkt einem der drei Typen (1)—(3) angehiren.

Diese Losung liefert tibrigens — anders als WEYLs Losung des Raumproblems — im
Falle 2 = 4 auch eine Auszeichnung der fiir die Relativitdtstheorie richtigen Signatur der
die MaBbestimmung definierenden quadratischen Form.

Obwohl der Beweis zu III.4.1 nur von den einfachsten afffingeometrischen Hilfsmitteln
Gebrauch macht, folgt noch ein einfacher neuer Beweis zum HeLmnovrtz-Lieschen Raum-
problem, der deswegen nicht ohne Interesse scin mag, weil REIDEMEISTER [1] einen affin-
geometrischen Beweis des Satzes von HELMnovrz-LiE auf den verhiltnismiBig tiefer lie-
genden Satz von MascHKE gegrindet hat und tibrigens dabei auch nur den definiten Fall
erfa3t. Wir beweisen noch:

111.4.2. (Satz von HELMuoLTZ und LIE) Die Eichfliche E gestatte eine Gruppe von homo-
genen Affinititen, welche transitiv auf der Mannigfaltigkeit der Paare Punkt, Tangen-
tialstrahl der Eichfliche E operiere. Dafiir ist notwendig und hinreickend, daff E einem
der drei Typen (1), (2), (3) angehirt.

Der Beweis folgt unmittelbar aus I11.4.1 und der Tatsache, daB3 die verwendeten In-
varianten unter diesen homogenen Affinititen invariant sind.

Dieses Postulat zum HELMHOLTZ-L1Eschen Satz enthilt die Forderung der freien Beweg-
lichkeit der zweidimensionalen Richtungselemente, nicht aber dhnliche Forderungen fiir
hoherdimensionale Elemente, wie sie z. B. bei einem Beweis von WEYL [2] benotigt werden,
Die Kennzeichnung gilt fiir beliebige (auch unendliche) Raumdimension und vermeidet
das sogenannte Monodromieaxiom, das bereits von LIk als fiir 2 = 3 tiberfliissig erkannt
wurde. Dall wir das Monodromieaxiom auch fiir # = 2 nicht benétigen, liegt daran, dal
aus der Voraussetzung in diesem Falle folgt: Es gibt eine homogene Affinitit, welche die
Eichkurve £ in sich Uberfiihrt und (¢, e¢) nach (¢, —de) bringt (Affinspiegelung).

Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 8
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