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EINLEITUNG 

Systematische differentialgeometrische Untersuchungen zu den Geometrien des Er- 

langer Programms liegen bisher, außer für den klassischen, bewegungsinvarianten Fall, 

vor allem vor für die volle projektive Gruppe und für die Gruppe der inhaltstreuen 

Affinitäten (BLASCHKE [l]).1 Hingegen hat die Gruppe der homogenen Affinitäten nur 
gelegentliches Interesse gefunden (SALKOWSKI [I], MAYER [I]), was vor allem darauf zu- 

rückzuführen sein dürfte, daß die Resultate dieser Geometrie nicht translationsinvariant 

sind und daher, wie es zunächst scheinen mag, keine unmittelbar anschauliche geometrische 

Bedeutung haben. Nun ist diese Gruppe der homogenen Affinitäten aber gerade die Auto- 

morphismengruppe eines Vektorraumes, und die Geometrie dieser Gruppe - die „zentral- 

affine“ oder „radialaffine“ Geometrie - kann daher auch aufgefaßt werden als Geometrie 

im Vektorraum. Vektorräume aber sind für die Geometrie von großer Bedeutung, weil sie 

als Tangentialräume differenzierbarer Mannigfaltigkeiten auftreten. Insbesondere er- 

scheinen Hyperflächen im Tangentialraum einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit als 

Eichflächen in der allgemein-metrischen Differentialgeometrie, u. a. der FiNSLERschen und 

der CARTANschen Geometrie. Eine zentralaffine Differentialgeometrie der Hyperflächen 

muß also für diese Geometrien von Interesse sein. 

Auch imHinblick auf diese Anwendungen wird in der vorliegenden Arbeit die Differential- 

geometrie der Hyperflächen in Vektorräumen aufgebaut, und zwar in einer von den frü- 

heren Darstellungen von SALKOWSKI und MAYER wesentlich verschiedenen Weise und ohne 

Dimensionsbeschränkungen (Kapitel II). Als grundlegend dafür erweisen sich die osku- 

lierenden Quadriken der Hyperfläche, die wir in Kapitel I ausführlich behandeln. Obwohl 

spezielle oskulierende Quadriken seit DARROUX und LIE in der Affingeometrie eine her- 

vorragende Rolle spielen und W. HAACK [I] solche Quadriken in der affinen Liniengeometrie 

wesentlich benutzte, scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein, daß sich die ganze 

Affingeometrie der Hyperflächen auf oskulierende Quadriken gründen läßt. Das gilt 

übrigens nicht nur für die zentralaffine Geometrie, sondern auch für die inhaltstreu-affine 

Geometrie, die uns hier nur am Rande interessiert; wir werden das in I, § 3 ausführen. In 

der zentralaffinen Geometrie führen die oskulierenden Quadriken mit festem Mittelpunkt 

O auf geometrischem Wege zu einer von der Hyperfläche erzeugten RiEMANNschen Metrik 

im Vektorraum, die in ganz anderem Zusammenhänge von E. R. LORCH [I] gefunden wor- 

den ist und die die Anwendungsmöglichkeiten der zentralaffinen Geometrie erweitert. 

Neben der die Metrik erzeugenden „Eichfläche“ E kann nun nämlich eine zweite Hyper- 

fläche A (oder auch ein anderes geometrisches Gebilde, z. B. eine Kurve) als Untermannig- 

faltigkeit dieses RiEMANNschen Raumes betrachtet werden. Diese zentralaffine Differential- 

geometrie der Flächenpaare bildet eine direkte Verallgemeinerung der elementaren Flä- 

chentheorie, die sich ergibt, wenn E die Einheitssphäre einer euklidischen Geometrie ist. 

Neben Anwendungen auf die allgemein-metrische Differentialgeometrie (Kapitel III) 

behandeln wir in der vorliegenden Arbeit noch das Raumproblem mit den hier bereitge- 

stellten Hilfsmitteln (Kapitel III, §4). 

1 Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 



8 Einleitung 

Der uns interessierende Sachverhalt (Hyperfläche in einem Vektorraum) tritt auch in 

der Funktionalanalysis auf: Ein BANACH-Raum ist ein (i. a. unendlichdimensionaler, voll- 

ständiger) Vektorraum mit einer konvexen Eichhyperfläche. Viele Teile der vorliegenden 

Arbeit geben auch Beiträge zur Differentialgeometrie der BANACH-Räume. Es ist im Inter- 

esse der Kürze darauf verzichtet worden, dies jeweils im einzelnen auszuführen ; diejenigen 

Abschnitte, die auch für unendlichdimensionale reelle Vektorräume gelten, sind durch 

einen Stern* gekennzeichnet, und wenn in einem Abschnitt nur einzelne Sätze auch für den 

unendlichdimensionalen Fall gelten, so sind diese Sätze in gleicher Weise hervorgehoben. 

Die Beweise gelten dann stets auch für unendlichdimensionale Räume, wobei lediglich die 

folgende Uminterpretation der Formeln vorzunehmen ist: Alle Differentiationen sind im 

Sinne der FRÉCHETSchen verallgemeinerten Differentialrechnung zu verstehen, und die 

Formeln der Tensorrechnung sind in dem Sinne basisfrei aufzufassen, wie das in früheren 

Arbeiten (LAUGWITZ [l], [2]) ausführlich begründet worden ist. Übrigens kann diese Inter- 

pretation der Tensorrechnung auch im endlichdimensionalen Fall angewendet werden und 

bietet dann gegenüber der üblichen Auffassung den begrifflichen Vorteil eines basisfreien 

Rechnens mit Vektoren und Tensoren.1 

1 Herrn F. LöBELL verdanke ich den Hinweis auf die bisher anscheinend unbemerkt gebliebene Tatsache, 
daß bereits GRASSMANN [1] im Besitz eines weitreichenden Differentialkalküls in Vektorräumen war und also 
als Vorläufer von GATEAUX, FRéCHET U. a. in der Entwicklung der verallgemeinerten Differentialrechnung 
anzusehen ist. 



KAPITEL I. 

DIE OSKULIERENDEN QUADRIKEN EINER HYPERFLÄCHE 

Unsere Betrachtungen beruhen wesentlich auf den eine Fläche in einem Punkte in zwei- 
ter Ordnung berührenden (oskulierenden) Quadriken. Wir untersuchen in diesem Kapitel 

solche Quadriken und beschäftigen uns besonders mit ihren Schnitten durch die zur Tan- 

gentialebene parallelen Hyperebenen. Dabei werden sich einige neue Beziehungen zur 

Geometrie der inhaltstreuen Affinitäten ergeben. 

Wir setzen hier stets voraus, daß die betrachteten Hyperflächen viermal stetig differenzier- 

bar seien. 

*§ 1. Die Definition der oskulierenden Quadriken einer Hyperfläche 

Zu jedem Raumpunkte M, der nicht in der Tangentialhyperebene T(P) der Fläche E 
im Punkte P gelegen ist, gibt es genau eine Quadrik QM(P), welche M zum Mittelpunkt 

hat und E in P oskuliert. Dabei darf M auch ein Fernpunkt sein. Aus der Definition der 

zweiten Fundamentalform der bewegungsinvarianten Differentialgeometrie folgert man 

sofort, daß die Schnitte von (^(Wjrnit zu T(P) parallelen Hyperebenen homothetisch zur 

DüPiNschen Inikatrix von E in P sind, weil in die zweite Fundamentalform nur die Ab- 

leitungen bis zur zweiten Differentiationsstufe eingehend 

Eine für uns wichtige analytische Darstellung der oskulierenden Quadrik QM(P) fin- 

det sich im wesentlichen bei DELENS [I]. Sie ergibt sich in folgender Weise. Man definiere 

eine reellwertige Funktion F(Y) für alle Y — M -\- a (X—M) im Innern eines Kegels mit 

Spitze M durch 

F{Y) = F{M + a-{X—M)) = a 

für a > o und alle X auf der Fläche E, die in einer hinreichend kleinen Umgebung von P 
liegen. Dann gilt : 

1.1.1.2 Die oskulierende Quadrik QM{P) ist gegeben durch gik (P) ( Y‘ —■ M‘) ( Yk — Mk) 
mit 

02 /72 (p) 

8Xi8Xk 

1 

1 Alle diese sehr einfach zu beweisenden Tatsachen sind bei SCHEFFERS [l] ausgeführt; die Verallgemeine- 
rung auf beliebige Raumdimensionen ergibt sich ohne weiteres. - Übrigens hat bereits DUPIN [I] selbst 
seine Indikatrix über die zur Tangentialebene parallelen Schnitte eines oskulierenden Paraboloides ein- 
geführt. Man vergleiche dazu auch KRUPPA [t], 

2 Sätze, Hilfssätze usw. werden in folgender Weise numeriert: II.3.5 bedeutet den fünften Satz in § 3 von 
Kapitel II. 

München Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 2 
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Der Beweis läßt sich am einfachsten so führen, daß man gik(P) derart bestimmt, daß 

G(Y) = E2(Y) — glk{P) ( Y‘ — M-) ( Yk — Mk) 

für Y = P von möglichst hoher Ordnung verschwindet. Nach einfachen Umrechnungen 

mit Hilfe der EuLERschen Homogenitätsrelationen ergibt sich die Beziehung 

I, »2 172 ( p\ \ 

— ~gtk{P) ) (*"' - M') (Y* - M*) -f R, 

wobei das Restglied R von mindestens dritter Ordnung in Y ■—M ist. Soll also G{ Y) in 

Y = P von zweiter Ordnung verschwinden, so erhält man als eindeutige Festlegung von 

(symmetrischen) gik(P) tatsächlich die behauptete Beziehung. 

Schneidet man£ und QM{P) mit einer ^-dimensionalen Ebene H durch M und P (2 f^p), 

so erhält man aus der soeben bewiesenen Darstellung (I.1.1) der oskulierenden Quadrik: 

1.1.2. Die Quadrik H D QM(P) hat den Mittelpunkt M und oskuliert die in E gelegene 

(p — 1 ^-dimensionale Fläche H C\ E im Punkte P. 

§2. Die ebenen Schnitte der oskulierenden Quadriken 

Wir wollen in diesem Abschnitt die zur Tangentialebene parallelen Mittelpunktsschnitte 

der oskulierenden Quadriken genauer untersuchen. Über die lange bekannte Tatsache, daß 

ein solcher Schnitt homothetisch zur DupiNschen Indikatrix ist, hinaus wollen wir jetzt 

folgende schärfere Aussage beweisen : 

*1.2.1. Sei e eine zur Tangentialhyperebene T{P) parallele Hyperebene und seienQM(P), 

QM'(P) oskulierende Quadriken, deren Mittelpunkte M, M' in E liegen. Dann sind die 
Schnittfiguren q, q' von QM(P)> QM' (P) £ zueinander kongruent ; q wird durch diejenige 

Translation von e in q' übergeführt, welche M in M' überführt. 

Beweis. Wir wissen aus § 1 bereits, daß die beiden Schnittfiguren q, q' ähnlich und 

ähnlich gelegen sind. Daher wird der Beweis geführt sein, wenn gezeigt ist, daß die Schnitt- 

strecken von q, q' mit der Geraden MM' zueinander kongruent sind. Diese Schnittstrecken 

dürfen auch imaginär sein; lediglich den Fall, daß MM' Asymptotenrichtung von q ist, 

müssen wir zunächst ausschließen und später gesondert behandeln. Es kommt also jetzt 
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nur darauf an, diejenigen Kurven zweiter Ordnung zu betrachten, die in der Ebene PMM' 

liegen, die Schnittkurve dieser Ebene mit der Fläche im Punkte P oskulieren und M, M' als 

Mittelpunkte haben. Nach der Bemerkung 1.1.2 werden diese Kegelschnitte nämlich ge- 

rade die Schnittkurven der Ebene P M M' mit den beiden Quadriken QM(P) und QM/{P) 

sein. Wir führen ein cartesisches Koordinatensystem (xv x2) in dieser Ebene so ein, daß 

für die Schnittkurve der Ebene mit der Fläche eine Gleichung 

X2 = *2 (Xx) 

I 
P i 

besteht mit 

(A) x1ÇP) = o, x2{P) = l, x'2(o) = o, x2 (o) = —1. 

Diese Annahme ist möglich, wenn die Schnittkurve in P nicht stationäre Krümmung hat, 

was ausgeschlossen ist, weil MM’ nicht Asymptotenrichtung der DüPiNschen Indikatrix 

sein sollte. 

Sei nun eine Kurve zweiter Ordnung mit Mittelpunkt y{ gegeben durch 

0) gik(xi—y,) (xk — Vk) = b gik = Ski-1 

Differentiation dieser Gleichung nach x1 ergibt 

(2) o = gn(x1 —yi) + ^12(*2 — y2) + g12 (x1 —yi)x2 + g22x2(x2 —y2), 

und wiederholte Differentiation 

(3) ° = gu + 2gi2x2 + g12x2 (xx — yx) + g22x2 (x2 — y2) + g22 (x'2f. 

Soll der Kegelschnitt die Kurve im Punkte P oskulieren, so müssen die Gleichungen (l), 

(2), (3) für die Werte (A) erfüllt sein. Daraus ergibt sich das Gleichungssystem 

£n CD)2 — 2gi2yi(i —y2) + £22(1 —y2)
2 = 1 

—g\\y\ + £12 C1 —y2) - o 

£11 + gi2yi —<§22(1 —y2) =0, 

1 In diesem und dem folgenden Abschnitt ist die Vermeidung von oberen Indizes aus bezeichnungstech- 
nischen Gründen gelegentlich zweckmäßig. Die EiNSTEiNSche Summationskonvention soll aber auch hier 
gelten. 
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das nach den Unbekannten gik aufgelöst werden kann: 

Sn = S12 — 

y 1 

(1 -y,)2 S22 — 
(1 -j*)2 (1 + -^-)- 

» —y 2 

Wir interessieren uns für den zur ^-Achse parallelen Durchmesser dieses Kegelschnittes ; 

für seine Endpunkte muß also gelten (Abb. 2, S. 11) 

!>i=yi±c, b2=y2, 

und da für sie die Kegelschnittsgleichung erfüllt ist, folgt 

^ = (1 -y2)
1/2- 

Dieser Wert ist nur abhängig von der 2-Koordinate des Mittelpunktes des oskulierenden 

Kegelschnittes, also der gleiche für alle Kegelschnitte, deren Mittelpunkte auf einer Par- 

allelen zur Kurventangente liegen. Dies enthält die Behauptung. 

Allerdings ist noch der Fall nachzutragen, daß die Richtung MM' Asymptotenrichtung 

der DupiNschen Indikatrix ist. In diesem Fall könnte man oben die Normierung x2 — —1 

nicht durchführen, sondern man hätte x'j = o. Für die oskulierenden Kegelschnitte ergibt 

sich dann 

Sn = S12 = °i ^22 — C1 J'2)“2; 

es handelt sich um die Geradenpaare : 

x2— 1, *2=2 y2 — 1. 

In diesem Falle führt die Betrachtung der Ebene PMM' allein nicht weiter. Wir gehen 

daher anders vor. Sind alle ebenen Flächenschnitte im Punkte P von stationärer Tangente, 

so ist P ein Flachpunkt, und alle oskulierenden Quadriken sind Paare von parallelen 

Hyperebenen, deren eine stets die Tangentialebene selbst ist. In diesem Falle ist nichts zu 

beweisen. Gibt es aber eine Flächenrichtung, in der ein ebener Flächenschnitt nicht sta- 

tionäre Tangente hat, so gilt das aus Stetigkeitsgründen auch für nahe benachbarte Rich- 

tungen. Wir wählen unter diesen zwei unabhängige Richtungen rv r2 aus und legen die 

zweidimensionalen Ebenen durch P, M, r1 und P, M', r2. Diese schneiden sich in der 

Hyperebene e, welche durch M, M' geht und parallel zur Tangentialebene ist, in genau 

einem Punkt M". Wählt man die oskulierende Quadrik mit Mittelpunkt M", so läßt sich 

auf die Paare M, M" und M', M" jeweils unser oben geführter Beweis anwenden und er- 

gibt die Kongruenz der Schnitte von e mit den drei Quadriken (Mittelpunkte M, M', M"). 
Damit ist alles bewiesen. 

Bezeichnet man eine Affinität, welche eine Hyperebene punktweise fest läßt und jede zu 

ihr parallele Hyperebene in sich überführt, als eine Scherung, so kann man den eben be- 

wiesenen Satz auch folgendermaßen formulieren : 

*1.2.1'. Es sei S diejenige Scherung, welche die Tangentialhyperebene T(P)punktweise 

fest läßt und den Punkt M in den Punkt M' überführt. Dann bildet S die oskulierende 
Quadrik mit Mittelpunkt M auf die oskulierende Quadrik mit Mittelpunkt M' ab. 
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Aus dem Satz 1.2.1 und seinem Beweis wollen wir noch einige Folgerungen ziehen. Zu- 

nächst soll eine Übersicht über die Gesamtheit der eine ebene Kurve in einem Punkt 

oskulierenden Kegelschnitte gewonnen werden; dabei kann von dem trivialen Fall abge- 

sehen werden, daß es sich um einen Punkt verschwindender Krümmung handelt, weil in 

diesem Fall alle oskulierenden Kegelschnitte Paare von parallelen Geraden sind. Sei also 

die Basis der affinen Ebene so gewählt, daß x2 (x-^j = x2 die Gleichung der gegebenen Kurve 

ist, und daß x1 — o der betrachtete Kurvenpunkt sei, für den gelte 

Außerdem genügt es wegen 1.2.1', diejenigen oskulierenden Kegelschnitte zu bestimmen, 

deren Mittelpunkte auf der Achse liegen; die x2-Koordinate des Mittelpunktes sei m. 

Dann folgt für den oskulierenden Kegelschnitt die Gleichung 

(Dies ergibt sich durch Einsetzen der Koordinaten und der Ableitungen im Punkte P in 

die Gleichungen (1)—(3) des Beweises zu 1.2.1.) 

Für die oskulierende Parabel (m = zb°°) ergibt sich 

Interessiert man sich für die zur ^-Achse parallelen Durchmesser der oskulierenden Kegel- 

schnitte, so folgt für ihre Endpunkte 

*2(0) = o, x'2 (o) = o, x'2'(p) = —1. 

1. 

x\ -f- 2X2 — o. 

x1 = —m)l/2, d. h.: 

Figur 3 

P 

Die Endpunkte der zur Tangente parallelen Durchmesser der oskulierenden Kegelschnitte 

liegen auf der Parabel 
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Man kann also sagen, daß der Ort der zur Tangente parallelen Durchmesser aus der 

oskulierenden Parabel durch die Affinität 

X, 

hervorgeht. Den Fall höherer Raumdimensionen kann man wieder durch Betrachtung 

zweidimensionaler Schnitte auf diesen Fall reduzieren. Damit und mittels der Sätze 1.2. l 
und I.2.1' ergibt sich: 

1.2.2. Zwei oskulierende Paraboloide einer Hyperfläche in einem Punkte P werden durch 

diejenige Scherung ineinander übergeführt, welche die Tangentialebene T(P) punktweise 
fest läßt und die A chsenrichtung des einen Paraboloids in die des anderen überführt. 

Damit ist der Satz I.2.1' auch auf den Fall erweitert, daß der Mittelpunkt der oskulie- 

renden Quadrik ein Fernpunkt ist. 

1.2.3. Es sei eine Gerade g durch den Flächenpunkt Pgegeben, welche nicht in der Tan- 

gentialebene liege. Dann erfüllen die zu T(P) parallelen Mittelpunktsschnitte der oskulie- 
renden Quadriken, deren Mittelpunkte auf g liegen, dasjenige Paraboloid mit der Achse g, 
welches aus dem oskulierenden Paraboloid mit der A chse g durch diejenige Affinität des 
Raumes hervorgeht, welche g punktweise fest läßt und in T (P) als Homothetie mit dem Ver- 

kürzungsverhältnis y2 wirkt. 

§ 3. Eine Anwendung in der Geometrie der inhaltstreuen Affinitäten 

Wir wollen in diesem Abschnitt ausdrücklich voraussetzen, daß der Raum von endlicher 

Dimension sei. Dann kann man eine Volumeneinheit festsetzen und solche Quadriken aus- 

zcichnen, denen das Inhaltsmaß 1 zukommt. Dabei wollen wir das Inhaltsmaß ganz all- 

gemein für nicht-ausgeartete Quadriken mit im Endlichen gelegenem Mittelpunkt mt 

definieren : 

Definition. Das absolute Inhaltsmaß einer Quadrik ist gleich dem Volumen des von 
irgendwelchen n konjugierten Halbmessern auf gespannten Parallelepipeds. 

Diese Definition wird sich als zweckmäßig erweisen. Das absolute Inhaltsmaß ist bis auf 

einen Faktor (Volumen der „Einheitskugel“) mit dem gewöhnlichen Volumen identisch, 

falls letzteres existiert, was nur bei Ellipsoiden der Fall ist. Analytisch ergibt sich für das 

absolute Inhaltsmaß der Quadrik Q 

gik (Fi — «,■) (xt — mj)= 1 

der Ausdruck 

\l(.Q)\ = \ det (gik) I —1/2 ■ 

Als Inhaltsmaß schlechthin bezeichnen wir 

/(Ô) = (det (gik))-^. 
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wobei das Vorzeichen unbestimmt bleiben kann. Das Inhaltsmaß kann auch imaginär sein. 

Es ist invariant gegenüber inhaltstreuen Affinitäten. Es ist wichtig, daß damit nicht nur 

für Ellipsoide, sondern für beliebige nicht-ausgeartete Quadriken ein Inhaltsmaß erklärt 

ist. 

Die Ergebnisse aus § 2 ermöglichen uns nun eine direkte geometrische Einführung einer 

bei inhaltstreuen Affinitäten invarianten Metrik in einer Hyperfläche x' (u*). Dazu be- 

trachten wir alle die Hyperfläche in einem ihrer Punkte, P, oskulierenden Quadriken 

vom absoluten Inhaltsmaß 1. Weil Scherungen inhaltstreue Affinitäten sind, erfüllen 

die Mittelpunkte dieser Quadriken nach Satz 1.2.1' zwei zur Tangentialebene T (P) par- 

allele Hyperebenen Hv H2, von denen je eine in jedem der beiden von T (P) erzeugten 

Halbräumen liegt und die von T (P) gleichen Abstand haben. (Diese Abstandsglcichheit 

ist ein affiner Begriff, weil Gleichheit paralleler Vektoren ein affiner Begriff ist.) Die 

Schnitte der oskulierenden Quadriken, deren Mittelpunkte in H1 liegen, mit der Hyper- 

ebene H1 sind untereinander nach I. 2.1 translativ kongruent und liefern also in T(P) alle 

dieselbe Figur, wenn sie so parallelverschoben werden, daß ihr Mittelpunkt nach P fällt. 

Es sei1 

diese Mittelpunktsquadrik in T (P). Geht man statt von Hx von //2 aus, so erhält man die 

Quadrik 

(das Vorzeichen mag unbestimmt bleiben) in der Hyperfläche ist ihrer Konstruktion nach 

invariant unter den inhaltstreuen Affinitäten. Wir wollen jetzt einen expliziten Ausdruck 

für diese Metrik herleiten, der auch einen Vergleich mit einer seit langem bekannten Maß- 

bestimmung erlaubt. 

Zunächst wollen wir eine Quadrik Q und auf ihr einen Punkt P annehmen und das Ko- 

ordinatensystem so gewählt denken, daß o der Mittelpunkt von Q ist, daß P die Koordi- 

naten (o, . . ., o, z) hat, und daß die Tangentialebene T {P) parallel zur Koordinatenebene 

xn — O ist. Das Volumen des von den Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds 

sei 1. Q ist nun gegeben durch 

1 Kleine griechische Indizes stehen hier und im folgenden stets für die Parameter einer Hyperfläche und 
laufen also von 1 bis n-—1, während lateinische Indizes die Zahlen 1 bis n durchlaufen. 

g.ß tP) r ? 

gaß (P) ? ? = 1. 

Die Maßbestimmung 

ds2 = ± gaP (P) dua duß 
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und aus der Bedingung, daß P auf Q liegt, ergibt sich 

gnnZ2 = 1 ■ 

Differentiation der Gleichung der Quadrik nach xa ergibt 

o = g,k xi àka = gia Xi, 

also für (Xi) = P : 

g HOI = O, 

so daß wir erhalten 

gnnXn = 1 —g*ßxaxfi 

oder als explizite Gleichung der Quadrik Q 

xn = 0 — gaß^Xß)'1' I gn«1'- 

Denkt man sich die Quadrik in der Umgebung des Punktes P auf die x^ als Flächenpara- 

meter bezogen, so ergibt sich für die Tangentenvektoren 

A = (o, • • •» 1» • • •> o, — gav xal g„„ Xn) 

und für den „Normalvektor“ in der durch die Basis bestimmten euklidischen Metrik 

91 = dz (o, • • „ o, l) 

(Diesen hier unkonsequenterweise auftretenden Vektor 5! benötigen wir nur, weil er in der 

BLASCHKEschen Definition vorkommt, die wir später mit unserer Definition vergleichen 

wollen.) Für die zweiten Ableitungen ergibt sich 

hß = g
+ 1- (o, • • o, — gaß) + R. 

& tin xn 

Dabei bezeichnet R eine Größe, die im Punkte P verschwindet. Für die zweite Fundamen- 

talform dieser euklidischen Geometrie ergibt sich im Punkte P 

Nun wollen wir von der Annahme Gebrauch machen, das absolute Inhaltsmaß unserer 

Quadrik Q sei l ; dann ist also 

1 = gnn I dct (gaß) l> 

— (» — !)/2 _ ± 1 

n + 1 
2 

Sn n 

mithin 

det (Laß) = ± det (Maß) ■ g„n 
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oder 

Scuß i ' y Snn 
± Lgß  

det (Laß) I 1/- + 1" 

Damit haben wir erhalten : gaß ist identisch mit der quadratischen Fundamentalform der 

Flächentheorie der inhaltstreuen Affinitäten von BLASCHKE [1] und BERWALD [2]. Dies ha- 

ben wir allerdings zunächst nur für den Fall sehr spezieller Flächen, der Quadriken, her- 

geleitet. Ohne neue Rechnung kann man nun aber einsehen, daß dasselbe für ganz beliebige 

Flächen gilt. Dazu wählen wir eine oskulierende Quadrik, deren Mittelpunkt auf der Flä- 

chennormalen liegt und die das absolute Inhaltsmaß 1 hat. Da in die zweite Fundamental- 

form nur die Ableitungen bis zur zweiten Differentiationsstufe eingehen, hat die Fläche 

in P die gleiche zweite Fundamentalform wie die betrachtete Quadrik, so daß sich mittels 

Satz I.2.1' sofort ergibt: 

I. 3. 1. Es sei E eine Hyperfläche im affinen Raum mit Inhaltsmaß. Dann erhält man 

in der Fläche eine bei inhaltstreuen Affinitäten invariante Riemannsche Metrik, wenn 

man als Indikatrix im Flächenpunkte P den zur Tangentialebene parallelen Mittelpunkt- 

schnitt irgendeiner in P oskulierenden Quadrik vom absoluten Inhaltsmaß 1 wählt. Diese 

Maßbestimmung stimmt mit der von BLASCHKE [1] und BERWALD [2] auf formalem Wege 

erhaltenen überein. 

Abgesehen von der geometrischen Deutung, die die früher nur aus Invarianzüberlegun- 

gen formal postulierte Metrik damit erhält, haben wir damit für den Aufbau der Geo- 

metrie der inhaltstreuen Affinitäten auch gewisse methodische Vorteile gewonnen: der 

Aufbau läßt sich hier determinantenfrei durchführen, und es brauchen keine der Affin- 

geometrie fremden Hilfsmittel (wie der Normalvektor) herangezogen zu werden. Auf eine 

ausführliche Durchführung dieses Aufbaus der Flächentheorie unter den inhaltstreuen 

Affinitäten kann in dieser Arbeit, deren Hauptgegenstand die Geometrie der homogenen 

Affinitäten bildet, nicht cingegangen werden. Um zu sehen, daß ein solcher Aufbau mög- 

lich ist, wird es aber auch genügen, wenn wir zeigen, daß nicht nur die quadratische, son- 

dern auch die kubische Fundamentalform der BLASCHKE-BERWALDschen Geometrie sich 

aus den oskulierenden Quadriken bestimmen läßt. Dies soll jetzt noch durchgeführt werden. 

Es seien P ein Flächenpunkt, M der Mittelpunkt irgendeiner fürs folgende festgehalte- 

nen Quadrik vom absoluten Inhaltsmaß 1, P' ein zu P infinitesimal benachbarter Flächen- 

punkt und Q der zu P benachbarte Schnittpunkt der Quadrik mit der Parallelen zu PM 

durch P'. Dann können wir als Maß der Abweichung der Fläche von der oskulierenden 

Quadrik die folgende Größe p betrachten : 

QP' 

München Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 3 
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Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wählen wir das Koordinatensystem so, daß M 

sein Nullpunkt ist, daß P die Koordinaten (o, . . ., O, 1) hat, und daß die Tangentialhyper- 

ebene in P parallel ist zu der von den ersten n — l Basisvektoren aufgespannten Hyper- 

ebene. Dann gilt mit den früheren Formeln hier 

gnn h gnß ® 

und (weil das absolute Inhaltsmaß der Quadrik gleich l ist) 

|det (gaß) I = l. 

Beziehen wir die Fläche in der Umgebung von P wieder auf die Parameter xlt . . ., x„_lt 

stellen wir sie also dar in der Form 

A, = Om ■ • •> x*~i). 

so hat die oskulierende Quadrik in der Umgebung von P die zz-Komponente 

qn = 0 —gaßx«xpYU- 

Für den Punkt P' mit den Parameterwerten Xp = dxp ergibt sich 

!X=ÇJ[P =x« (dxY — 9n (d*ß) = x« (o) — qn (o) + ( 8
d
XJ‘ß — dxp + 

+ J_ / &xn 
2 \8xa8j 

_ 82 9« 
dxß 8xa8xß 

dxra dXß + 1 / 83 x« ß \ 8xa dxß dxß 8xy 8xa dxp 8x, ) dxa , dxß dx + (4), 

wobei (4) von mindestens vierter Ordnung in dxp ist. Wegen der Oskulation stimmen 

xn und qn an der Stelle P bis einschließlich ihrer zweiten Ableitungen überein. Außerdem 

berechnet man direkt, daß die dritten Ableitungen von qn an der Stelle P verschwinden. 

Es bleibt daher nur 

* = « 8xa8xp8xv 
dX* dX* dXy + (4)‘ 

Um zu einem Ausdruck zu gelangen, der die Unabhängigkeit von der speziellen Wahl der 

oskulierenden Quadrik zeigt, berechnen wir die kovariante Ableitung xna. ß. y : 

Q 
I ay\ 

l*eß 
Q 

\aß x"ey \ßy \XnQ,x' 

(Dabei bezeichnen griechische Indizes die gewöhnliche Ableitung, nach einem Semikolon 

die kovariante Ableitung, und die Christoffelsymbole sind bezüglich der Metrik der inhalts- 

treu-affinen Geometrie zu nehmen.) Da in unseren speziellen Koordinaten 

x„*ß(P) = q„aß(P) = g«fi(P), 
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folgt 

   £ / dgaß Ö£a.y I dgß y \ 

— Xnaßy 2 ^ + gUß ~T f 

oder schließlich 

H- = Y ixna_.ß.v dxxdxß dx7 + -| d(gaß dx* dxß)) + (4) 

BLASCHKE [1] und BERWALD [2] haben als Koeffizienten der kubischen Fundamentalform 

eingeführt : 

. _ det (ytt;/3;y, y„_i) 
aßv I det (gaß) I*/* 

In unseren speziellen Koordinaten ergibt das: 

^■aßy = xna.\ß\y 

weil xl = ôà und | det (gaß) | = l. Wir haben also 

Aaßy dx“ dxß dx7 = 6/u ■—d(ds2) + (4). 

Dies ist die gewünschte geometrische Deutung der kubischen Fundamentalform. 

Da nach einem RADONschen Satze alle Differentialinvarianten der inhaltstreu-affinen 

Flächentheorie Funktionen der beiden Fundamentalformen allein sind, kann man also 

diese ganze Flächentheorie auf die oskulierenden Quadriken vom absoluten Inhaltsmaß 1 

begründen. Es mag von Interesse sein, zu zeigen, wie in einem speziellen Falle die 

geometrische Deutung einer solchen Invariante direkt mit Hilfe der oskulierenden Qua- 

driken angegeben werden kann. Wir führen dies durch für den sogenannten „Affinab- 

stand“ A (T (P)\ M) eines Punktes M von der Tangentialhyperebene T (P) der Fläche 

im Punkte P. Wir setzen 

A ( T (P) ; M) = o für M £ T (P); 

A (T (P) ; M) = I / (QM (/>)) 12/”+1 sonst. 

In der Tat ist diese Funktion A gleich 1 für diejenigen Punkte M, die als Mittelpunkte 

einer oskulierenden Ouadrik QM(P) vom absoluten Inhaltsmaß 1 auftreten, und nach 

Satz 1.2. 1' ist A (T (P); M) konstant auf jeder zu T (P) parallelen Hyperebene. Außer- 

dem ist A linear in jedem der beiden von T (P) erzeugten Halbräume, wie man durch fol- 
gende Überlegung erkennt. Ist M Mittelpunkt einer oskulierenden Quadrik vom absoluten 

Inhaltsmaß 1 rdxtMP — rj, so daß rj, £lt . . £n_x in irgendeinem Koordinatensystem (Inhalt 

des von den Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds = 1) Längen konjugierter Durch- 

messer sind, so ist also 

Ist nun M irgendein Punkt auf der Geraden durch P und M, so gilt für die entsprechen- 

den Größen 

&£ = v-'V> 
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weil die Mittelpunktschnitte der zugehörigen oskulierenden Quadriken nach 1. 2. 3 auf 

einem Paraboloid liegen. Also gilt 

I2(Qm) = Il • • • £-1 v2 = £!■■■ Cl V2 

oder 

l/2(ô^)l1/,!+1 = ÿh-\i2 (QM)\lln+\ 

woraus die Linearität von A folgt. 

BERWALD [1] hat diese Deutung des Affinabstands für den Spezialfall elliptisch ge- 

krümmter Flächen im dreidimensionalen Raum auf anderem Wege hergeleitet ; dazu auch 

BLASCHKE [1] S. 112. 

Die quadratische Fundamentalform, die wir hier vermöge der Mittelpunktsschnitte der 

oskulierenden Quadriken vom absoluten Inhaltsmaß 1 eingeführt hatten, läßt noch eine 

weitere geometrische Deutung zu. Wie wir die kubische Fundamentalform nämlich durch 

das Maß der Abweichung der Fläche von der oskulierenden Quadrik eingeführt hatten, 

so ist die metrische Fundamentalform der Affingeometrie bestimmt durch das Maß der 

Abweichung der Fläche von ihrer Tangentialebene. Dies bestätigt man sehr einfach wie- 

der mittels unserer speziellen Koordinaten. Diesmal bezeichne T den Schnittpunkt der 

Geraden MP' mit der Tangentialebene T(P), so daß T sich beschreiben läßt durch 

T: a • (x ;•+ dx{) 

(x{ Koordinaten von P). Die Bedingung, daß der Endpunkt des Vektors M T in der Tan- 

gentialebene T (P) liegt, ergibt in unseren speziellen Koordinaten1 

1 

1  
a 

ds
2 + [3] 

oder schließlich 

ds2 = — 2 
PT 

MT + [3]. 

Unsere Ergebnisse gestatten auch einige Anwendungen in der Geometrie der orthogo- 

nalen Gruppe, worauf zum Schluß dieses Kapitels noch hingewiesen sei. Wir betrachten 

1 Mit [3] wird eine Größe von mindestens dritter Ordnung in dx bezeichnet. 
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dazu diejenigen oskulierenden Quadriken Q, deren Mittelpunkte auf der Flächennormalen 

liegen. Mit denselben Annahmen über das Koordinatensystem wie oben folgt dann für die 

beiden Fundamentalformen der bewegungsinvarianten Geometrie: 

M = 
y Snn 

Für die GAUSSsche Krümmung 

K = det (Laß) I det (fa Xß) 

ergibt sich aus den oben hergeleiteten Formeln 

1 zn+1 

K = i* {Q)-g{:+m =
 /

2
(0' 

Dies fassen wir zusammen in dem Satz 

I. 3. 2. Für die GAUS Krümmung K gilt 

v _ z” + 1 z”—1 in~1 (<2) 
= z2(0 = F2 (<2) = A* +1 (0* 

Dabei bedeuten z den Abstand des auf der Flächennormalen gelegenen Mittelpunkts der 
oskulierenden Quadrik Q, I (Q) das Inhaltsmaß von Q und F (ff) das (n — i)-dimensio- 
nale Inhaltsmaß des zur Tangentialebene parallelen Mittelpunktsschnitts von Q. 

Einige Spezialfälle dieses Satzes dürften von besonderem geometrischem Interesse sein, 

insbesondere die Fälle z = i oder I (ff) = i. Im Falle n = 2 liefert der Satz eine Eigen- 

schaft der Kurvenkrümmung; für z = F ist Q der Krümmungskreis. Auf Anwendungen 

von I.3.2 kann hier nicht weiter eingegangen werden. Doch sei bemerkt, daß aus diesem 

Satz und I. 2. 1' zusammen folgt: 

Unterwirft man eine Fläche einer Scherung, welche die Tangentialhyperebene T (F) 
punktweise festläßt, so ändert sich bei dieser Scherung die GAUSS-STA« Krümmung K im 

Punkte P nicht. 

Das kann man z. B. zu einer einfachen Bestimmung derjenigen Punkte eines Ellipsoids vom 

Volumen der Einheitskugel verwenden, in denen die GAUSSsche Krümmung gleich 1 ist. 



KAPITEL II. 

ZENTRALAFFINE DIFFERENTIALGEOMETRIE DER HYPERFLÄCHEN 

In diesem Kapitel benutzen wir die oskulierenden Quadriken zum Neuaufbau einer Geo- 

metrie des Erlanger Programms, nämlich der Hyperflächengeometrie unter den homogenen 

Affinitäten. Man kann, wenn man nicht die Transformationsgruppe in den Vordergrund 

rücken will, auch davon sprechen, daß es sich um die Geometrie der Hyperflächen in einem 

Vektorraum handelt, dessen Nullpunkt gerade der Fixpunkt der homogen-linearen Gruppe 
ist. Es wird gezeigt werden, daß die oskulierenden Quadriken zum Aufbau der zentral- 

affinen Flächentheorie vollständig hinreichen. 

SALKOWSKI [i]und etwa gleichzeitigO. MAYER [1] haben die zentralaffine Flächentheorie 

des dreidimensionalen Raumes auf Fundamentalformen gegründet, die sich in formaler 

Weise ergaben, wenn man die Invarianz unter der homogen-affinen Gruppe verlangte. 

Demgegenüber werden die Fundamentalformen bei uns geometrisch aus den oskulieren- 

den Quadriken erhalten, und zwar auf zweierlei Weisen (§ 2 und § 7 des vorliegenden Ka- 

pitels II). Der Aufbau wird dadurch ganz unabhängig von der Dimensionszahl des Rau- 

mes und gilt auch für unendlichdimensionale Vektorräume. 

Wir führen zunächst (§1) mittels der oskulierenden Quadriken eine von der Hyperfläche 

E abhängige Riemannsche Metrik im Vektorraum ein; diese geht auf eine Idee von LORCH 

[1] zurück und ist in einer Arbeit von LORCH und dem Verf. [1] bereits untersucht worden. 

Hier dient sie zur Einführung einer Metrik in der Fläche E selbst (§ 2). Diese erweist sich 

als identisch mit SALKOWSKIS radialaffiner Flächenmetrik; auch SALKOWSKIS kubische 

Fundamentalform wird aus der Raummetrik hergeleitet. Man kann nun aber - und das 

wäre in der alten Auffassung undurchführbar — eine weitere Fläche F im Raume betrach- 

ten, die dann als Untermannigfaltigkeit des von der ersten Fläche E (der „Eichfläche“) 

erzeugten Riemannschen Raumes erscheint. Da in dem Falle, daß die Eichfläche ein Ellip- 

soid ist, die Riemannsche Raumgeometrie gerade euklidisch wird, liegt im allgemeinen 

Fall eine Verallgemeinerung der klassischen Flächentheorie zu einer „relativen“ Flächen- 

theorie vor (§ 3). Wie in der klassischen Flächentheorie ist das Verhalten der Kurven auf 

der Eichfläche E (§ 4) und auf beliebigen Flächen F (§ 5) von besonderem Interesse. 

Als eine spezielle und für Anwendungen wichtige Flächenklasse behandeln wir in § 6 

die Affinsphären. 

Unsere relative Flächentheorie steht zu der klassischen Relativgeometrie, wie sie von 

Emil MüLLER [1] inauguriert wurde, in einem engen Verhältnis: die beiden Geometrien 

sind dual zueinander. 

*§ 1. Die mit einer Eichfläche E affininvariant verbundenen 

Maßbestimmungen im Raume 

Es sei E : el = el (uP) ein Hyperflächenstück ohne Randpunkte im reellen Vektorraum 

(endlicher oder unendlicher Dimension), über das wir außer hinreichender Differenzierbar- 

keit noch voraussetzen wollen : 
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(A) Jeder von o ausgehende Halbstrahl hat mit E höchstens einen Punkt gemeinsam. 

(B) Keine Tangentialhyperebene von E enthalte o. 

(C) In jedem Punkt e1 (uP) von E gilt für die eindeutig bestimmte oskulierende Quadrik 

Q (e) mit Mittelpunkt o : Q (e) ist nicht ausgeartet. 

Alle diese Eigenschaften sind trivialerweise erfüllt, wenn E selbst Stück einer nicht-aus- 

gearteten Quadrik mit Mittelpunkt o ist. — Die Vektoren x\ zu denen es einen Vektor 

e’ (ußs) der Fläche E gibt, so daß a • e' = x' mit einer positiven Zahl a, bilden den von der 

Fläche E auf gespannten Raumsektor oder Vollkegel S. 

Mit dem Flächenstück E sind zwei Metrisierungen des von ihm aufgespannten Raum- 

sektors F verbunden, welche gegenüber homogenen Affinitäten invariant sind. Die erste 

dieser Metriken hat bereits MINKOWSKI eingeführt und untersucht. Diese sogenannte 

MiNK'owsKische Metrik oder Norm 

FE{xj = Fix1) 

ist in S erklärt durch 

(1) F{a • e‘) = a für a j> O. 

Die zweite mit E verbundene Raummetrik hat erst in jüngster Zeit Interesse gefunden 

(LAUGWITZ and LORCH [1], LAUGWITZ [7]). Sie wird aus den oskulierenden Quadriken von 

E konstruiert und ist ebenfalls in dem von E aufgespannten Raumsektor L definiert. Die 

Länge L (yj eines Vektors y‘, der in einem Punkte xl aus S angetragen sei, wird durch 

folgende Konstruktion erhalten. Sei el der mit x' gleichgerichtete Vektor der Eichfläche E 

und sei Q (e) die in e’ oskulierende Quadrik mit Mittelpunkt o, die die Gleichung habe 

gik 0) = G gik = gki- 

Dann definieren wir 

L*(y) = gik(.e)/yk- 

Falls also der Vektor yl so parallel verschoben wird, daß sein Anfangspunkt in den Punkt 

o fällt, so ist L (y) = 1 genau, wenn sein Endpunkt auf den Rand von Q (e) fällt. 
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Die dadurch in S definierte Riemannsche Metrik hat mithin das Bogenelement 

(2) ds2 — gik (x) dx' dxk 

mit gik (x) = gik («) falls x' — a- e\ a> o. 

Zwischen der MiNKOWSKischen Metrik (1) und der Riemannschen Metrik (2) bestehen ein- 

fache Zusammenhänge. Zunächst gilt offenbar 

(3) F2(x)=gik{x)xix\ 

Weitere Beziehungen ergeben sich daraus, daß Q (e) eine die Eichfläche in e' oskulierende 

Quadrik ist. Die Funktionen 

F2 (x) und Q2 (x) = gik (x) xl xk 

müssen daher in x? = el einschließlich ihrer Ableitungen bis zur zweiten Ordnung überein- 

stimmen. Das ergibt 

(4) 
1 SF*{e) 
2 dx* = gik 0) <>k und 

! 02 F2 {e) 
2 dx* 8 

Allgemein gilt daher aus Homogenitätsgründen 

(5) 
, \ 1 *F*{z) gii(x) 2 Bxidxt • 

(Der Tensor (5) ist besonders seit CARTAN [1] als Fundamentaltensor der MiNKOWSKischen 

Metrik verwendet worden, ohne daß man aber die durch ihn definierte Riemannsche Me- 

trik untersucht hätte.) Aus der Formel (5) wollen wir noch einige für später wichtige Fol- 

gerungen ziehen. Die EuLERsche Homogenitätsrelation ergibt 

(6) 
dgik W ; dgij (*)  ;  %J ■=.     

8 x-i 8 xk 

Für die Abweichung zwischen der Fläche E und der Quadrik Q wird die Differenz der 

dritten Ableitungen von F2 und Q2 verantwortlich sein; wir dividieren sie aus gewissen 

Gründen noch durch 2 : 

( s 1 e3^2(*) 
gijk W 2 8xi8xidx* 

Da Q als nicht ausgeartet vorausgesetzt war, existiert ein symmetrischer Tensor g'1 (x) 

mit 

g° (x) gjk ix) = à‘k. 

Die CHRiSTOFFELsymbole unserer Riemannschen Metrik, welche den LEVi-CiviTAschen 

Parallelismus des Riemannschen Raumes definieren, ergeben sich wegen der Symmetrie 
der gij k zu 

(8) J 
\ik I Tg gik r \*J>k } = T gijk, 



Die mit einer Eichfläche E affininvariant verbundenen Maßbestimmungen im Raume 25 

und der Riemannsche Krümmungstensor ist 

(9) Rijkl = 7 f (girt gjsl — girl gjsk) 

(LORCH und LAUGWITZ [1]). - Ein sehr einfacher, aber wichtiger Hilfssatz ist: 

Notwendig und hinreichend dafür, daß die Eichfläche E eine Quadrik mit Mittelpunkt 

o sei, ist 

gut = 

Ist E sogar ein Ellipsoid, F2 (x) also eine positiv definite quadratische Form, so fallen die 
MiNKOWSKische und die Riemannsche Metrik zusammen in eine euklidische Metrik im 

Vektorraum. Im allgemeinen ist die Riemannsche Metrik positiv definit, wenn das Flächen- 
stück E zum Nullpunkt hin streng konvex ist. 

Mit der Hyperfläche E ist eine Hyperfläche E* im Dualraum gegeben durch die Tan- 

gentialhyperebenen von E. Wir behaupten, daß man diese Fläche E* analytisch darstellen 

kann durch 

(10) E* : «(uß) = gik (e) ek (uß). 

Für den so definierten Vektor e{ (u
ß) im Dualraum gilt nämlich 

(11) (a) eie
i =1, (b) e{e

l
ß = o, 

de’ 
wobei e'ß = —~j- Die Gleichung (11 b) folgt mittels der EuLERschen Relation (6) aus 

0 = Jßß (gik 0) e*) = gikj e< «* 4 + 2 gik 
k 

en. 

Die Fläche E*, die von CARATHéODORY in der Variationsrechnung als die zur „Indika- 

trix“ E gehörige „Figuratrix“ eingeführt worden ist, läßt sich bei konvexem E bekannt- 

lich noch auf eine andere Weise erzeugen. Bezeichnet 

(12) H (xl) — sup 
y+o 

fliffl 

F(y<) 

(definiert für diejenigen xt-, die zu den Hyperebenenkoordinaten irgendeiner Tangential- 

ebene von E proportional sind) die MiNKOWSKische Stützfunktion von E, so ist E* die 

Fläche H (xt') = 1. Aus 

H*(gik(e)ek) = 1 

ergibt sich wegen der Homogenitätsrelationen 
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und daraus durch Differentiation nach xk unter Beachtung von (6) 

fl//2 (gih {x) xi) _ 8 F» (x) 
8 Xi gjk 8xk 

oder wegen Gleichung (4) 

>IP <*»*>*> = *.«*' 

und schließlich nach Überschieben mit gkj(x) : 

j _ £ 8 IF (gik {x) x*) 
8 Xi 

Differenziert man nochmals nach xk, so kommt 

ôk = gik O) • T 
1 &H*(gik{x)x>) 

8xj 8x1 

oder 

(13) 
ji = £ fl2//2(*,-*(*) *Q 

g 2 dxjdxi 

Dies ist eine Beziehung, die ganz analog zu (5) ist und die die geometrische Aussage 

enthält : 

Die oskulierenden Quadriken der Figuratrix E* : H (ei) = 1 sind gegeben durch 

gik (G) di yk = 1 

und sind also die zu den oskulierenden Quadriken von E dualen Quadriken. 

Wir bemerken noch, daß die von erster Ordnung positiv homogene Abbildung 

(H) Xi = gik O) ** 

zwischen dem Raumsektor S und dem zugehörigen Dualraumsektor S* eine Isometrie der 

beiden Riemannschen Metriken gik, g,k ist. Für (14) gilt nämlich 

d (*.-) = gijk (x) dxJ' xi + gik dx*, 

also wegen der Homogenität (6) 

(15) gik d (xi) d (xt) = gik (x) dx' dx*. 

Besonders im Falle endlicher Raumdimension ist die Einführung der folgenden speziel- 

len Koordinaten gelegentlich zweckmäßig. Wir bezeichnen diese Koordinaten als zen- 
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tralaffine Normalkoordinaten zum Punkt P. Sie werden dadurch definiert, daß die Basis- 

vektoren ik des affinen Koordinatensystems als konjugierte Halbmesser deri? in P oskulie- 

renden Quadrik Q gewählt werden, wobei ix gleich OP ist. Die Quadrik Q erscheint in 

diesen Koordinaten in der Normalform 

(16) xf + jtetx*= i,el= 1. 
k=2 

Im Punkte P gilt alsogit = ek öik (nicht summieren!), und wegen xl = b[ ergibt sich aus 
der EüLERschen Relation (6) 

(17) gin(P) = o- 

Wir wollen diese zentralaffinen Normalkoordinaten sogleich anwenden, um Aufschlüsse 

über das Krümmungsverhalten des Raumes zu bekommen. Dazu nehmen wir zunächst 

an, die Raumdimension sei 2. In diesem Falle ist die einzige wesentliche Komponente des 

Krümmungstensors R1212, und diese verschwindet wegen (9) und (17) in zentralaffinen Nor- 

malkoordinaten. Also hat man wegen der Tensoreigenschaft der Krümmung: 

Der Krümmungstensor Rijki verschwindet im Falle n = 2 identisch. 

Für n j> 2 ergibt sich daraus noch: 

Die Krümmung jeder zweidimensionalen Ebene durch o verschwindet identisch. 

Man sieht daraus, daß die Riemannschen Geometrien, die von einer Eichfläche E erzeugt 

werden, von sehr spezieller Natur sind : Durch jeden Punkt gibt es eine Kurve (die Gerade 

durch o) mit der Eigenschaft, daß die Krümmung jedes zweidimensionalen Elements durch 

den Punkt und diese Kurvenrichtung verschwindet. 

Im Falle n= 3 wollen wir noch zeigen, daß die Krümmung nur von dem Riemannschen 

Krümmungsskalar 

R = gik gjl Rijki 

abhängt. Dies läßt sich auch wieder in zentralaffinen Normalkoordinaten bestätigen. Da- 

zu berechnen wir zunächst die Komponenten des Ricci-Tensors 

R. gjl Rij ij kl 

in diesen Koordinaten. Wegen (17) ist Rn = R12 = R21 = o. Ferner berechnet man expli- 

zit R^ = -^32 = 0 und 

R& = e(3) -^2323! R33 — e(2) 
R

2323- 

Da wieder wegen (17) ^2323 die einzige wesentliche Komponente des Krümmungstensors 

ist und man sofort erhält 

R = 2 e(2) £(3) 7?2323> 

folgt: 

Der Krümmungstensor ist im Falle n = 3 durch den Krümmungsskalar R vollständig 

bestimmt, sobald der affine Charakter der oskulierenden Quadriken (das Vorzeichen 

«(2) e(3)) gegeben ist. 
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*§ 2. Die Maßbestimmung in der Eichfläche E: quadratische 

und kubische Fundamentalformen 

Die Eichfläche e' (up) kann selbst als Untermannigfaltigkeit des von ihr erzeugten Rie- 

mannschen Raumes (II. 1. 2) aufgefaßt werden. Die in dieser Hyperfläche induzierte Rie- 

mannsche Metrik ist gegeben durch 

(1) y aß 0) = gik 0 («)) 4 4 

und kann geometrisch aus der oskulierenden Quadrik mit Mittelpunkt o in folgender Weise 

erhalten werden: Man verschiebe den in e' (u) angetragenen Tangentialvektor so zu sich 

selbst parallel, daß sein Anfangspunkt in den Nullpunkt fällt; liegt sein Endpunkt dann auf 

der Quadrik Q, so ist seine Länge gleich l. Aus dieser Erzeugung folgt, daß unsere Flä- 

chenmetrik proportional zur zweiten Fundamentalform der bewegungsinvarianten Geo- 

metrie sein muß, und unsere Voraussetzung (C) aus Kapitel II, § 1 läßt sich daher geome- 

trisch so interpretieren, daß parabolische Flächenpunkte von der Betrachtung ausgeschlos- 

sen werden sollen. Insbesondere werden die Torsen nicht erfaßt. Natürlich führt unsere 

Definition auch in diesen Fällen zu einer Flächenmetrik, die aber ausgeartet ist und daher 

zu anderen als den hier zu verwendenden Behandlungsweisen Veranlassung geben würde. 

Eine ganz andere Definition einer bei radialen Affinitäten invarianten Flächenmetrik 

hat in den Fällen n — 2, 3 E. SALKOWSKI [1] angegeben und verwendet. Verallgemeinert 

auf beliebige (allerdings endliche) Raumdimension n lautet SALKOWSKIS Definition 

Saß = (?aß ’ el > • • • > en—l) / i.e ’ el ’ • • • ’ en—l) • 

Um zu zeigen, daß beide Metriken bis aufs Vorzeichen übereinstimmen (LAUGWITZ [8]), 

beweisen wir ein einfaches Lemma : 

Die beiden linearen Formen 

<y) = (/> 4, ■ ■ ■. «i-0 / (4 4 <-i) 
def 

und b(y) = gik (e) el yk sind gleich. 
def 

Der Beweis ergibt sich sehr einfach daraus, daß beide Linearformen für die n linear un- 

abhängigen Vektoren e', e\, . . ., e'n_x übereinstimmen. 

Wegen der mittels EULERS Relation zu folgernden Beziehung 

0 = ~JÏF (git ^ e‘ = gik ® ßip + gik (g) ßi e*ß 

folgt aus dem Lemma tatsächlich saß -f- yaß = o. Also: 

II. 2.1. Unsere Flächenmetrik ya/3 stimmt im Falle endlicher Raumdimension mit der 

von SALKOWSKI eingeführten Flächenmetrik der radialaffinen Geometrie bis aufs Vor- 
zeichen überein. 
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Der für die Abweichung der Fläche von der oskulierenden Quadrik verantwortliche 

Tensor gijk hat wegen der EuLERschen Relation keine Komponenten in Richtung e'. 

Seine einzigen Komponenten nach den Vektoren e', e’ß sind also 

0) “aßy = gijk 0) 4 4 er 
def 

Die zu (2) gehörige kubische Form heißt kubische Fundamentalform der Fläche E. Für 

diese Form gilt: 

II. 2. 2. Dafür, daß E eine Quadrik mit Mittelpunkt o sei, ist notwendig und hinreichend 

Beweis. Aus axßy = o folgt gijk e’a e
j

ß e
k

ß = o, und da auch gijk e* = o, folgt aus gijk = o, 

daß die Bedingung hinreichend ist. Ihre Notwendigkeit ist selbstverständlich. 

Andere ebenfalls sehr einfache, aber wichtige Beziehungen ergeben sich aus dem Ver- 

hältnis von E und der Figuratrix E*. Da nach § 1 die Abbildung x{ — gik (x) xk eine Iso- 

metrie zwischen Raum und Dualraum vermittelt, und da E bei dieser Abbildung in E* 
übergeführt wird, sind auch die beiden Flächen E und E* isometrisch : 

(3) r*ß = gik (4 ‘i* ekß = y*ß- 

Die Metrik auf der Eichfläche E dient uns zur Einführung eines die räumlichen Polar- 

koordinaten des euklidischen Raumes verallgemeinernden Koordinatensystems, das wir 

ebenfalls als Polarkoordinatensystem bezeichnen wollen. Seien uß wieder die Parameter 

der Eichfläche E ; dann führen wir die neuen krummlinigen Koordinaten ein mittels 

xß = uß (x‘ I F (x)) 

x” = F (x'). 

Das Transformationsgesetz für den Fundamentaltensor ergibt für diesen in den neuen 

Koordinaten 

iaß = F2 yaß 

Siik ^nkJ 

so daß das Bogenelementquadrat in den zentralaffinen Polarkoordinaten die Form hat 

ds* = F2 do2 -f- (dF'ß, do2 = yaß du“ du?. 

Daraus folgt: Zwei Flächen sind dann und nur dann isometrisch, wenn die zugehörigen 
Riemannschen Raummetriken isometrisch sind. 

Insbesondere läßt sich im Falle n = 2 stets eine isometrische Abbildung eines Stückes 

der Eichkurve auf einen Bogen eines Kreises einer euklidischen Geometrie (definiter Fall) 

oder einen Hyperbelbogen (indefiniter Fall) hersteilen. Da in diesen beiden Fällen die 

RiEMANNsche Krümmung der Metrik des zweidimensionalen Raumes verschwindet, 

haben wir einen neuen Beweis für die bereits in § 1 bewiesene Tatsache 
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II. 2. 3. Die Riemannsche Krümmung der Metrik gik ist im Falle n = 2 identisch 

gleich o. 

In § 6 werden wir an Beispielen sehen, daß für n > 2 Entsprechendes i. a. nicht gilt. 

*§ 3. Induzierte Hyperflächenmetrik und Fundamentalformen 

für eine allgemeine Hyperfläche F 

Sei F : x’ = x‘ (up) eine von der Eichfläche E : el = e' (uß) nicht notwendig verschiedene 

Hyperfläche, die in dem von E aufgespannten Raumsektor S' liege und von der wir an- 

nehmen, daß die Parameter so gewählt seien, daß 

(1) xl (u) = a(u) e' (u), a (u) > o. 

(Sogenannte radiale Beziehung der beiden Flächen.) 

Da F zugleich Untermannigfaltigkeit des von E erzeugten Riemannschen Raumes ist, 

wird in F eine Riemannsche Metrik induziert: 

d xfe 
(2) gaß («) = gik (x(u)) Fax

k
ß; xk

ß = -j-p. 

Diese quadratische Form bezeichnen wir als erste oder metrische Fundamentalform von 

F. Der Normalvektor n' der Fläche F wird so bestimmt, daß 

(3) gik (*) ** ** = 1 » gik O) »*' ** > o, gik (x) ri xk
ß = o. 

(Die zweite dieser Bedingungen läßt sich nur dann erfüllen, wenn die Tangentialebene 

von F nicht durch o geht, wenn also die Abbildung zwischen den beiden Flächen auch 

,,im Infinitesimalen eineindeutig“ ist; das wollen wir voraussetzen.) 

Die zweite Fundamentalform einer Hyperfläche in einem Riemannschen Raum wird 

allgemein definiert durch (SCHOUTEN [1]) 

Lß = — K nku 

(; für kovariante Ableitung), und das ergibt in unserem speziellen Falle 

Lß = — <4 gkj Ki = — <4 gkj (Ki + T 8js grsi n') 

(4) 4/J = — gkj xß Ki < — T gik, 4 xß n° ■ 

Bezeichnen wir diejenigen Größen, die sich speziell für F = E ergeben, mit den ent- 

sprechenden griechischen Kernbuchstaben, so ergibt sich für den Normalvektor v‘ und für 

die erste und zweite Fundamentalform von E 

v‘ = ei 

Vaß = gik 0) 4 4 

Kß — 7aß- 

(5) 

(6) 

(7) 
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Gleichungen (5) und (7) besagen, daß für E genau dieselben Verhältnisse gelten wie für 

die Einheitskugel eines euklidischen Raumes: Der Normalvektor ist - vom unwesent- 

lichen Vorzeichen abgesehen - gleich dem Radiusvektor, und alle Punkte sind Nabel- 

punkte. 

Um den allgemeinen Ausdruck (4) für die zweite Fundamentalform noch umzuformen, 

führen wir eine Hilfsbetrachtung durch, die uns zu einer „affinkovarianten“ Ableitung 

führen wird. Sei v' (uP) ein auf der Fläche definiertes Vektorfeld; dieses denken wir uns 

homogen in den Raum fortgesetzt: 

v' (x1) = v' (a • ek) = v' («) für xP — a -e* (uß). 

Dann bezeichnen wir mit 

(8 a) 
dv‘ 
8x' 7- + Y g' glsr V’ 

die raumkovariante Ableitung dieses Vektorfeldes, und mit 

(8) tf\ß = V\\r Xß 

deren Flächenkomponenten. 

Es sei zusätzlich bemerkt, daß wegen der Homogenität gilt 

v\rx
r = o, 

und daß i. a. nicht die flächenkovariante Ableitung des Feldes vl (u) ist; dies sieht man 

im Falle g-k = o, der für die euklidische Differentialgeometrie vorliegt. In diesem Falle 

wird v’^ß nämlich einfach gleich der gewöhnlichen Ableitung v'ß. Es wird sich sogleich 

ergeben, daß die affinkovariante Ableitung (8) die natürliche Verallgemeinerung der ge- 

wöhnlichen Ableitung ist. 

Mit Hilfe der Definition aus Gleichung (8) schreibt sich (4) nun 

(9) lap = — gkj n\ß x{. 

Wir kommen jetzt zur Herleitung der Ableitungsgleichungen für das Begleitsystem 

n', Xß. Aus (9) folgt bereits 

(10) nlß = —le
ßx* 

mit 

leß=gsyl?ß-, gSllgß« = tl- 

(Dabei wird also vorausgesetzt, daß die Flächenmetrik gaß nicht ausgeartet ist.) Die Be- 

ziehung (10) ist die Verallgemeinerung der WEiNGARTENschen Ableitungsgleichungen der 

elementaren Flächentheorie. 

Macht man für 

*£||/» = *iß + 7g*rgr,j<Xi 
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den Ansatz 
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(ll) A\ß = + d*p n*’ 

so ergibt sich durch Überschieben mit gkl (x) nl\ 

<ß = gki<L\\ß ri = gkl x*aßn
l + I £,/y xk

a x
J

ß n‘, 

also wegen (4) 

0 = TU ('gli x* nk) = glkj x« %Jß nk + glk x‘aß nk + gn x« n* 

= (gn <ß nk + T gikj x« xi «*) + (gn < <ß + ¥ gikj < xß 
n>t) = d*ß ~ Lß> 

mithin 

(12) daß = laß. 

Zur Bestimmung von D^ß überschieben wir ('ll) mitgtkx‘y und erhalten 

(13) gikxvx*\\ß = Dißgev 

Nun ist wegen gaß = gik x\ xfs 

= gikj < xß xy + gn <y 
Xß + gik < <ßy = gik <11 y 

xß + gik < <ß\\y 

Daraus ergibt sich für die Christoffelsymbole der Metrik gaß 

(H) \aß,y\ = gik xy xa\\ß' 

Aus fl 3) und (14) zusammen erhält man 

(15) DU = 
Q 

aß] 

Die verallgemeinerten GAUSSschen Ableitungsgleichungen drücken sich nun vermöge 
(12) und (15) aus: 

(l6) <\\ß = ja^| < + l«ßni- 

Die Ableitungsgleichungen (10) und (16) sind formal ganz entsprechend gebaut wie die 

analogen Formeln der elementaren Flächentheorie, wenn man die gewöhnliche Ableitung 

durch die affinkovariante Ableitung (8) ersetzt. 

Die Ableitungsgleichungen kann man in üblicher Weise zur direkten Herleitung von 

notwendigen und hinreichenden Integrabilitätsbedingungen verwenden. Da diese Rech- 

nungen prinzipiell keine Schwierigkeiten bereiten und die allgemeinen Integrabilitäts- 

bedingungen für uns hier kein Interesse haben, begnügen wir uns damit, denjenigen Teil 
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der Integrabilitätsbedingungen, der sich aus der allgemeinen Theorie der Hyperflächen 

in Riemannschen Räumen ergibt, direkt von dort zu übernehmen (SCHOUTEN [l], S. 242): 

(' 7 a) Raßyi = R
ijkl < 

xi A x« ' " (4K Ips 7a(S lßy) 

C17 b) hv.à h&W = Xi Xy XS Rijkln'- 

(Dabei bezeichnet wieder die kovariante Ableitung in der Fläche, -Rijk/ bzw. RXßyä 

die Riemannschen Krümmungstensoren des Raumes bzw. der Fläche.) 

Wir wollen die erhaltenen Ergebnisse nun auf den wichtigsten Spezialfall, daß F mit 

der Eichfläche E selbst zusammenfällt, anwenden. Von den Ableitungsgleichungen blei- 

ben wegen der Trivialität des Normalvektors v‘ = e' nur noch die „GAUSSschen“ Glei- 

chungen übrig: 

GII ß 7 aß e‘. 

Dabei wird hier 

Weil 

eUß = e°ß + T s'r Srst e‘a eß- 

g,r = fae[ er
a + Ser, 

wird dies 

~ ea/3 4ß + T ye°grs,*;<4<- 

Setzt man wie in Gleichung (2) aus § 2 

(l8) aaßa = T grstea<eß 

aaß = gQa“aßo, 

so schreiben sich die GAUSSschen Ableitungsgleichungen für die Eichfläche E: 

09) Saß = (j^l — — y aß 

Dies sind die Ableitungsgleichungen der zentralaffinen Flächentheorie. Von den Integra- 

bilitätsbedingungen (17) ist in diesem Falle nur (17 a) interessant und ergibt 

(2°) RaßyS = e
a eß ey eö Rijkl (7ay 7ßö Yad 7/3 y) 

als Zusammenhang zwischen den Krümmungstensoren von Raum und Fläche. (Diesen 

formalen Zusammenhang hat auch VARGA [2] angegeben, ohne aber den Bezug zur zen- 

tralaffinen Flächentheorie zu bemerken.) 

Als Anwendungen der Ableitungsgleichungen (19) beweisen wir noch zwei Sätze über 

die kubische Fundamentalform der Eichfläche E. 

München Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 5 
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II. 3. 1. aaßy ist identisch mit der (für endlichdimensionale Vektorräume) nach SAL- 

KOWSKI [i] definierten kubischen Fundamentalform 

folgt mittels kovarianter Differentiation unter Ausnutzung des Lemmas von RICCI: 

was behauptet war. 

Wir hatten bereits in § 2 bewiesen, daß die metrischen Fundamentalformen der Eich- 

fläche E und der zu ihr dualen Flächen E* im Dualraum in entsprechenden Punkten 

übereinstimmen. Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen den kubischen Funda- 

mentalformen beider Flächen untersuchen und beweisen dazu den folgenden Satz, der sich 

für n = 3 im wesentlichen bereits bei SALKOWSKI [l] findet. 

II. 3. 2. Für die Fundamentalformen der zur Eichfläche E dualen Fläche E* im Dual- 

mit x{ — gir xr
, also x,ß = g,r

xß (unter Benutzung der EüLERschen Homogenitätsrelation). 

Daher ist 

Beweis. Wegen des Hilfssatzes aus § l ist 

**ßv = Sik 

Die Ableitungsgleichung (19) läßt sich auch schreiben 

so daß 

Aus 

Ytxß = — Sik e< etß = — Sik * 4-, ß 

O = Sik 4 4 ß + Sike< 4-, ß;y 

oder 

0
 — 

anßy "l- Ö-aißv’ 

raum gilt 

Beweis. Nach Definition ist 

und wegen 

S'J Sir = 
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gilt 

oder 

g 
ij k d(*k) 

8 x‘ gir + gij girt O 

gijk gkt gir = — gj girt> 

so daß schließlich folgt 

*   
a<xßy — 

— er'3 

iX — — T girt < 4 4 A ßy 

* § 4. Kurven auf der Eichfläche 

Wir haben in § 3 bereits gesehen, daß die zweite Fundamentalform der Eichfläche E 

(welche als Untermannigfaltigkeit des mit der von ihr selbst erzeugten Metrik versehenen 

Raumes betrachtet wird) bis aufs Vorzeichen mit der metrischen Fundamentalform über- 

einstimmt; daher ist die Normalkrümmung im Sinne der Theorie der Riemannschen 

Räume 

L : dua duß 

k” = HT ~di~ 

einer auf die Riemannsche Bogenlänge s als Parameter bezogenen Flächenkurve u? — uß(s) 

stets identisch gleich 1. Interessant ist daher nur noch der flächenhafte Anteil des Krüm- 

mungsvektors 

(0 
d2 e' 

ds2 

d I . diß \ du* duß i d2 uß 

ds ( eß ds J e<1P ds ds ds2 

Dieser Vektor gestattet nach den Ableitungsgleichungen die Umformung 

(2) 
d2e‘ { Id2 uß [ ß 
ds2 ^ ds2 I pc 

duQ du” ß du? dua \ 

ds ds a<!a ds ds J 
sein flächenhafter Anteil ist also gegeben durch den Flächenvektor 

(3) kl = k? Xß\ k? = 
d

2
u
ß 

ds2 

du? 

ds 

du? 

ds 

In Anlehnung an eine alte GAUSSsche Bezeichnung wollen wir diesen Flächenvektor die 

Seitenkrümmung der Flächenkurve nennen. Außerdem ist, wenn man E als Unter- 

mannigfaltigkeit eines Riemannschen Raumes betrachtet, die geodätische Krümmung 

von Interesse; ihr Vektor ist 

(4) 
tPuP 

ds2 + 
du? du” 

ds ds 

Da aß
ea dua dua = o für alle due dann und nur dann gilt, wenn aaßy = o, die Fläche also 

ein Quadrik ist, haben wir 
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II. 4. 1. Der Flächenanteil der Kurvenkrümmung (die Seitenkrümmung) kP ist dann 

und nur dann für alle Kurven auf der Fläche E gleich der geodätischen Krümmung, 

wenn die Fläche E eine Quadrik mit Mittelpunkt o ist. 

Man kann sich nun für die Kurven verschwindender geodätischer Krümmung kP = o 

und für die Kurven verschwindender Seitenkrümmung kr = o interessieren. Die ersteren 

Kurven sind dabei die kürzesten Linien auf der Fläche (genauer: Linien stationärer Länge), 

die letzteren sind die Autoparallelkurven des symmetrischen Affinzusammenhangs As
Xß 

mit den Übertragungskoeffizienten 

AO   I S   
A^~\aß a*ß- 

Ist e' (t) eine Autoparallelkurve dieser Übertragung dh , also 

(5) 
d2ue duœ diA 

~dfi~ + A«ß dt Kit 
o 

für einen geeigneten Parameter t = t (s), so gilt 

(6) 
d2 e‘ { I d2uQ du* du& \ du* du? i I ds 

dt2 8 ^ dt2 aß dt dt J ^aß dt dt ^ dt 
e*. 

Die Änderung des Tangentialvektors ist also proportional zum Ortsvektor. Daraus folgt 

daß die Lösungskurven der Differentialgleichungen (6) die ebenen Schnitte der Fläche E 

mit 2-dimensionalen Ebenen durch den Nullpunkt sind: 

II. 4. 2. Die Kurven verschwindender Seitenkrümmung sind die ebenen Nullpunkts- 

schnitte der Eichfläche E. 

(Dadurch rechtfertigt sich auch die Bezeichnung „Seitenkrümmung“: Diese ist ein 

Maß für die Abweichung der Kurve von der Ebene durch den Nullpunkt und die Tan- 

gentenrichtung.) 

Wir haben damit eine Eigenschaft der Großkreise der Kugel in der euklidischen Geo- 

metrie, welche sich auf die Autoparallelkurven der Eichfläche E verallgemeinert. Sie läßt 

sich noch in anderer Weise geometrisch bedeuten. Projizieren wir die Fläche E von o aus 

auf eine den Nullpunkt nicht enthaltende Hyperebene (verallgemeinerte gnomonische Pro- 

jektion), so gehen die Autoparallelkurven der Übertragung AQ
Xß in die Geraden der Hyper- 

ebene über. Diese Abbildung führt also Geodätische in Geodätische über - sie ist „geo- 

dätisch“ - genauwie die gnomonische Projektion der Kugelfläche. Überträgt manvon dieser 

Bildhyperebene ein affines Koordinatensystem vermöge der Umkehrung der gnomoni- 

schen Projektion auf die Eichfläche E, so folgt unter Verwendung eines WEYLschen Sat- 

zes über geodätische Abbildungen (vgl. auch SCHOUTEN [I]) : 

II. 4. 3. Die Übertragung Ae
aß ist projektiv-euklidisch, d. h. es existiert eine geodätische 

Abbildung in einen (n— \)-dimensionalen euklidisch-affinen Raum. In einem geeigneten 

Koordinatensystem gilt daher 

Alß = <5« <Pß + <5^ Va 
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und in beliebigen Koordinaten 

■d-aß — + öQ
ß y>a 

mit einem integrablen Affinzusammenhang F'lp und einem Vektor ipß. 
Wann sind die Geodätischen der Flächenmetrik yxß ebenfalls die ebenen Nullpunkts- 

schnitte, oder, was dasselbe besagt, wann gehen diese Geodätischen bei der gnomonischen 

Projektion ebenfalls in die Geraden über ? Dafür ist nach dem erwähnten WEYLschen 

Satze notwendig und hinreichend, daß 

= + ö"xoß + ö°ß ox 

also 

aaß = a
ß + ^ßaa- 

Verjüngung ergibt 

also 

oder 

(+) 

tfß = a-ß = (»—0 oß + Oß = n-Op, 

n-a%ß = öl aß + öQ
ß aa 

n'aa.ßy = Yyßax “f" Yayaß- 

Daraus folgt wegen der Symmetrie der aaßy : 

O = n (axßv aa.yß) — Yay aß Vaß ay 

oder 

O = yav (yay aß — yaß a ) = (»—l) aß — aß = (n—2) aß. 

Da n ^ 3, folgt aß — o und nach Einsetzen in (+) aaßy = o, womit wir den Satz bewiesen 

haben : 

II. 4. 4. Die Geodätischen der Flächenmetrik yaß fallen dann und nur dann mit den 

ebenen Nullpunktsschnitten von E zusammen, wenn E eine Quadrik mit Mittelpunkt o ist. 

Man kann noch fragen, wann der affine Parameter t auf den Autoparallelen von A'lß 

d. h. der bis auf lineare Transformationen bestimmte Parameter t, für den 

d*tfl du'1 du? 
+ Alß dt2 dt dt 

= °) 

proportional zur Bogenlänge s ist. Wegen Gleichung (6) läßt sich dann erreichen 

d2u' 

ds2 ± e’ je nachdem ds2 ^ o, also 

e‘ = e’ cosh s -\- e’ sinh j 
0 1 
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e' = e' cos j e' sin s. 
0 1 

Die Autoparallelkurven sind dann also Kegelschnitte mit Mittelpunkt o. Damit haben 

wir den Satz: 

II. 4. 5. Der affine Parameter t auf einer (nach 4. 2 ebenen) Autoparallelkurve von 

A'-fij ist dann und nur dann proportional zur Bogenlänge, wenn die Kurve eine Kurve 

zweiter Ordnung mit Zentrum o ist. 

Da alle Flächen, deren ebene Schnitte durch o Kegelschnitte mit Mittelpunkt o sind, 

selbst Quadriken mit dem Zentrum o sind (für einen Beweis sehe man etwa LAUGWITZ [5], 

Lemma auf S. 22-23), ergibt sich als Korollar noch eine weitere Kennzeichnung der Qua- 

driken mit Mittelpunkt o: 

II. 4. 6. Der affine Parameter auf den Autoparallelen von A® /5 ist dann und nur dann 

auf allen diesen Kurven proportional zur Bogenlänge, wenn E eine Quadrik mit Mittel- 

punkt o ist. 

Wir wollen als Anwendung von II. 4. 4 einen bekannten Satz von H. BRUNN [1] ver- 

allgemeinern, welcher besagt, daß die Ellipsoïde mit Mittelpunkt O die einzigen Flächen 

(konvex, beschränkt, geschlossen) sind, welche an jeder Ebene durch o affin gespiegelt 

werden können, so daß sie dabei in sich übergehen. Dieser Satz, der seit BRUNN stets nur 

für konvexe Flächen bewiesen wurde (ein von Differenzierbarkeitsannahmen freier Beweis 

findet sich bei DANZER, LAUGWITZ und LENZ [1]), läßt sich auf beliebige Flächen ohne 

parabolische Punkte verallgemeinern : 

II. 4. 7. Gestattet eine Fläche mit den Eigenschaften (A) — (C) aus II, § 1 Affinspiege- 

lungen an jeder Ebene, welche den Nullpunkt und eine Tangentenrichtung der Fläche ent- 

hält, so ist die Fläche notwendig eine Quadrik mit Mittelpunkt o. (n = 3) 

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Punkt auf der Fläche E und in diesem irgend- 

eine Tangentenrichtung. Sei_§- die durch dieses Linienelement gehende, eindeutig bestimm- 

te Geodätische der Flächenmetrik. Ist A eine Affinspiegelung, die o und das Linien- 

element fest läßt und die Fläche E in sich überführt, so muß unter A die Flächenmetrik 

und damit wegen der Eindeutigkeit der Geodätischen auch g fest bleiben. Daraus folgt, 

daß g in der durch o und das Linienelement bestimmten Ebene liegt. Da man diese Be- 

trachtung für alle Geodätischen durchführen kann, folgt aus II. 4. 4 die Behauptung. 

* § 5. Kurventheorie in der allgemeinen Hyperfläche F. 

Bevor wir zur Behandlung der Kurven in der nicht notwendig mit der Eichfläche E 

zusammenfallenden Fläche F kommen, ist einiges über Raumkurven unabhängig von 

ihrer Einbettung in eine Fläche zu bemerken. Wir nehmen dabei hier der Einfachheit hal- 

ber an, daß die Kurve keinen Punkt mit ametrischer Tangente besitze, eine Forderung, 

die z. B. dann gar keine Einschränkung bedeutet, wenn die Eichfläche E streng konvex 
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ist und man sich - wie wir es hier stets tun — auf reelle Gebilde beschränkt. (Wir ziehen die 

auf J. LENSE [l] zurückgehende Bezeichnung „ametrisch“ dem oft verwendeten Namen 

„isotrop“ vor, weil das Wort „isotrop“ für eine mit dem Wortsinn besser verträgliche 

andere Verwendung im letzten Abschnitt der vorliegenden Arbeit reserviert bleiben soll.) 

Da eine Raumkurve hier als eingebettet in dem von der Eichfläche E erzeugten Rie- 

mannschen Raume erscheint, kann man die induzierte Riemannsche Bogenlänge als Para- 

meter wählen, x' = x' (s), und aus der allgemeinen Theorie der Riemannschen Räume 

ergibt sich das vollständige Invariantensystem der n — l Krümmungen (bei Raumdimen- 

sion « ^ 2) bzw. der abzählbar unendlich vielen Krümmungen (bei beliebig unendlicher 

Raumdimension), welche in den FRENETschen Formeln auftreten: 

(0 

Dv\r) 

ds k(r—1) V\r—1) + k(r) V\r+1) 

i(„) = ^(0) = 0, r = 1,y n bezw. oo. 
def 

Dabei entstehen die Vektoren bekanntlich durch Orthogonalisierung nach E. SCHMIDT 

aus den kovarianten Ableitungen des Tangentialvektors. (Die FRENETschen Formeln für 

den «-dimensionalen Riemannschen Raum sind von W. BLASCHKE [2] angegeben wor- 

den; die Verallgemeinerung auf unendliche Raumdimension findet sich in einer Arbeit 

des Verf. [1].) 

Insbesondere interessiert uns hier die erste Krümmung k{l), für welche gilt 

(2) 
D dx' 

ds ds ^(1) V’(2) > 

die also gleich der Länge der kovarianten Ableitung des Tangentialvektors ist. Den Vek- 

tor (2) werden wir als den Riemannschen Krümmungsvektor der Kurve x' (s) be- 

zeichnen. In der allgemeinen Theorie der Riemannschen Räume wird in dieser Weise 

die Krümmung einer Kurve erklärt; daher bietet sich hier nach Einführung der durch die 

Eichfläche E erzeugten Raummetrik sofort die Möglichkeit einer affininvarianten Erklä- 

rung der Kurvenkrümmung und aller anderen Invarianten einer Kurve. Bei uns ist nun 

aber gar nicht - wie sonst in der Riemannschen Geometrie - die Gruppe aller topologi- 

schen (differenzierbaren) Transformationen des Raumes von Interesse, sondern es genügt 

uns bereits Invarianz gegenüber der homogen-linearen Gruppe. Unter diesen Transfor- 

mationen ist aber auch der Vektor d2x’/ds2 invariant, den wir als den zentralaffinen 

Krümmungsvektor der Kurve bezeichnen können. Seine Länge bezeichnen wir als die 

zentralaffine Kurvenkrümmung. Es ist leicht zu sehen, daß zentralaffine und Riemann- 

sche Kurvenkrümmung dann und nur dann für alle Raumkurven übereinstimmen, wenn 

die Eichfläche E eine Quadrik mit Mittelpunkt o ist. 

Die Ableitungsgleichungen ergeben für eine in der Fläche F \x' — x' (uß) gelegene 

Kurve x' (s) = x' (uß (r)) 
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(• für Ableitung nach der Bogenlänge.) Natürlich ist wegen unseres Ansatzes der Flächen- 

vektor der geodätischen Krümmung 

k?g = iS + 

gerade der Riemannsche Krümmungsvektor in der Flächenmetrik. Sein Verschwinden 

kennzeichnet die Kurven stationärer Länge. Der Skalar 

_ laß du* du» 

" gaßdu*duf>~ 

ß 
QO 

bezeichnet die Riemannsche Normalkrümmung. 

Um nun auch noch den zentralaffinen Krümmungsvektor in flächenhaften und norma- 

len Anteil zu zerlegen, wollen wir die Ableitungsgleichungen aus § 3 (Gleichung 16) ge- 

eignet umformen. Wegen der Beziehung 

(5) gil = 44ge° + n'n‘ 

ergibt sich aus der Gleichung II. 3. (16) 

<ß = 4 

— Y n‘gUrX*Xßn‘ + /a^’> 

Q 

aß — Y gilSh, Kxß + Kß n‘ = e 
\aß\ i g°" 4 gls r<Xß — 

so daß wir für den tangentiellen Anteil der zentralaffinen Krümmung die „Seitenkrüm- 

mung“ erhalten: 

(6) £ üe + Q 

\
a
ß\ 

u u Y g gis, , xr
K x‘ iS iS. 

Als Normalanteil ergibt sich die zentralaffine Normalkrümmung 

(7) k„ = - 
(**ß 2 gls Xß du1 du 

gqß du* duß 

Iqß du* dS 

ga.fi du* duß 

Führt man noch ein 

(8) 

(9) 

so gilt 

nl = nxl nQ 4 

Ygl‘r<Xß4 = Kßy, 

t(Xß   4e/S bqßy 

4 = 4~ g*” 4ßa «“ Uß. 
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Die zentralaffine DUPINsehe Indikatrix werde durch die Schnitte der Fläche mit zur Tan- 

gentialebene benachbarten, zu ihr parallelen Hyperebenen definiert. Wegen 

gik (x) n‘x*ß = iaß 

ergibt sie sich als das Gebilde 

Iß ff = ±i 

in der Tangentialhyperebene. Aus dieser Konstruktion folgt noch, daß /a(3 proportional 

zur zweiten Fundamentalform der bewegungsinvarianten Geometrie ist. 

Sowohl die Riemannsche als auch die zentralaffine Normalkrümmung sind gegeben 

durch eine Formel vom Typ 

kN = mxß du“ duP I g aß du“ duß. 

Für beide Normalkrümmungen gilt daher, daß sie nur von der Kurvenrichtung abhängen, 

also z. B. mittels der ebenen Normalschnitte gefunden werden können, und es gelten Ver- 

allgemeinerungen der Sätze von EULER und MEUSNIER, auf deren nahezu selbstverständ- 

liche Herleitungen hier nicht eingegangen zu werden braucht. Eine ganze Reihe von 

Sätzen ergeben sich daraus, daß wir eine von der Fläche E erzeugte Riemannsche Raum- 

metrik haben, so daß viele Sätze aus der Riemannschen Geometrie hier Verallgemeine- 

rungen von euklidisch-geometrischen Sätzen zur Folge haben. Auf diese Weise ergeben sich 

u. a. : Die Flächen eines dreifach orthogonalen Systems (bei n = 3) schneiden einander 

in (Riemannschen) Hauptkrümmungslinien (DUPIN); der LEVi-CiviTAsche Parallelis- 

mus kann durch infinitesimale Parallelverschiebung im Raume und nachfolgende Projek- 

tion in die Fläche erhalten werden; weiter erhält man Beziehungen zwischen den Krüm- 

mungen von Raum und Fläche (Theorema egregium) und den Satz von GAUSS und 

BONNET. 

Es erhebt sich umgekehrt die Frage, ob die Geometrie der Fläche vollständig durch 

die RiEMANNsche Metrik des Raumes bestimmt ist. Wir sahen bereits - um nur ein Bei- 

spiel zu nennen -, daß hier auch die Größen d2x'\ds2 eine geometrische Bedeutung 

haben, ohne daß sie im Riemannschen Raume invariant erklärt wären. Daher ist gar nicht 

zu erwarten, daß die Geometrie unserer Fläche allein aus der Riemannschen Metrik und 

ohne Verwendung der Affinität des Raumes bestimmt ist. Immerhin gilt aber: 

Alle Differentialinvarianten der Fläche lassen sich ausdrücken durch 

metrische und kubische Fundamentalform der Eichfläche E (ya(3 und a^ßf, 

metrische und zweite Fundamentalform der Fläche F (gaß und lrxß) 

(als Funktionen von d. h. mit ihren Ableitungen). 

Das ergibt sich aus dem nachfolgenden Satz: 

Hauptsatz der zentralaffinen Geometrie der Flächenpaare: 

Zu vorgegebenen (symmetrischen) aaßy, yaß, gx-ß, laß (als Funktionen von uß) gibt es 

höchstens ein Paar (E, F) von Hyperflächen im n-dimensionalen zentralaffinen Raum, 

deren Fundamentalformen die vorgegebenen Funktionen als Koeffizienten haben (bei 

vorgegebenen A nfangsvektorgerüsten). 

München Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 6 
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(Damit ein solches Flächenpaar wirklich existiert, müssen gewisse Integrabilitätsbedin- 

gungen erfüllt sein, auf deren Herleitung wir hier verzichten.) 

Beweis. Zunächst gibt es (wegen der Ableitungsgleichungen (19) aus § 3) zu vorge- 

gebenem Anfangsvektorgerüst e', e’ höchstens eine Eichfläche E mit yaß, a(lßY als Funda- 

mentalformen, und genau eine, wenn die Integrabilitätsbedingungen erfüllt sind. Dann 

ist die Raummetrik gik, die von der Eichfläche E erzeugt wird, bestimmt. 

Nun formen wir die allgemeinen Ableitungsgleichungen (10) und (16) aus § 3 so um, 

daß auf der rechten Seite außer Funktionen der bereits bekannten Metrik gik nur noch 

die Fundamentalformen gaß, laß und die unbekannten Funktionen x’e, n
l Vorkommen: 

(jcf/3 ~Tgeafrsr<XßXij + (^aß T Slsr Xa Xß n‘) n' 

K = — £ — Y ge° gisr nr < — 7 ghr n* nl nT xs
a. 

Die eindeutige Lösbarkeit für das Anfangswertproblem dieses totalen partiellen Diffe- 

rentialgleichungssystems für die Funktionen x'ß, rt ergibt die Behauptung. 

§ 6. Die Affinnormale und die Affinsphären 

In diesem Abschnitt setzen wir endliche Raumdimension n 2 voraus. 

Es ist üblich, mit Hilfe des zweiten BELTRAMischen Differentialoperators, angewendet 

auf den Ortsvektor e1 (up), eine Affinnormale zu erklären : 

(0 N‘ = gaße: a; ß‘ 

Dabei darf gaß zunächst irgendeine nicht-ausgeartete Flächenmetrik sein. Wir interessieren 

uns hier hauptsächlich für den Fall, daß e' (u) die Eichfläche E der zentralaffinen Geo- 

metrie ist und gaß = yaß. Ferner wird uns aber auch die Affinnormale der Geometrie der 

inhaltstreuen Affinitäten interessieren, bei der dann gaß die Flächenmetrik dieser Geo- 

metrie bedeutet. Die kovariante Ableitung in (17) ist bezüglich der jeweiligen Metrik 

gemeint. 

Wir wollen zunächst den zentralaffinen Normalvektor mittels der Ableitungsgleichun- 

gen durch die Raummetrik gik ausdrücken: 

N' ^rv
flß - 2 (»—1) 

OC ß „.Ê? a 

y r gjkie« eß ei el e‘ e‘„ 

= ~ gjki — e‘> 

(2) N{
 = — ei ——7- gli gik glt, =   gik dl0g/ — e\ 

{n—1) 8 8 8jkl 2 0n- 8 x* 
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Von besonderem Interesse sind diejenigen Flächen, deren sämtliche Affinnormalen durch 

o gehen; diese Flächen heißen Affinsphären (der zentralaffinen Geometrie). Nach (2) 

sind sie gekennzeichnet durch jede der beiden Relationen: 

(3) aeaß = o, 

(4) dg I dxk = o (g = det gik). 

Die kennzeichnende Eigenschaft (4) bedeutet, daß alle oskulierenden Quadriken mit Mit- 

telpunkt o das gleiche Inhaltsmaß haben. 

Daraus sieht man unmittelbar: Die Quadriken mit Mittelpunkt o sind Affinsphären. 

Gibt es noch weitere Affinsphären in der zentral affinen Geometrie ? Wir wollen zeigen, daß 

die Mittelpunktsquadriken genau im Falle n = 2 die einzigen Affinsphären sind. Dies ist 

in den folgenden beiden Sätzen enthalten. 

II. 6. 1. Die einzigen affinsphärischen Kurven in der zentralaffinen Ebene sind die 

Kegelschnitte mit Zentrum O. 

Beweis. Wir führen zentralaffine Normalkoordinaten ein, so daß für einen Punkt der 

betrachteten Eichkurve E gilt 

Sa — E(i)àik> e(i) = !» e(2) = i i> Siji — °- 

Gleichung (4) impliziert dann 

Sill + ß(2) Sl2i = 0 

£211 + ß(2) <§222 = °> 

also ^222 = °> so daß überhaupt gijt — o. Dies gilt dann in jedem Koordinatensystem und 
ergibt die Behauptung. 

Daß für n ^ 3 noch sehr viele weitere Affinsphären existieren, folgt z. B. aus den Ergeb- 

nissen von LEICHTWEISS [1]. Für spätere Zwecke wollen wir hier noch eine weitere Klasse 

von Affinsphären explizit angeben: 

II. 6. 2. Die Hyperfläche x1 . . . xn = 1 (x{ > o) im n-dimensionalen zentralaffinen Raum 

ist eine Affinsphäre. 

Beweis. Die zu dieser Fläche gehörige MmKowsKische Metrik ist 

F(X‘) = (Xl...x„yi”. 

Man berechnet 

! 82F
2 

git
 — T dxidxk 

F
2 

nx' xk ( ^ — dik ) (nicht summieren !) 

und 

g = det (gik) = 
1—T 1 1 ... 1 

6* 
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Diese Determinante ist also tatsächlich konstant und auch von o verschieden. (Letzteres 

sieht man am leichtesten aus der linearen Unabhängigkeit der Zeilenvektoren.) Damit ist 

die Behauptung gezeigt. 

Nachdem also die Affinsphäreneigenschaft nicht kennzeichnend für die Quadriken ist, 

ist die Frage nach weiteren Eigenschaften interessant, welche auf die Quadriken führen. 

Eine Voraussetzung im großen, die die Ellipsoide unter den Affinsphären kennzeichnet, 

ist die Forderung der Geschlossenheit der Fläche; dies ist für n = 3 bei BLASCHKE [1], für 

nf> 3 bei DEICKE [1] bewiesen worden. Eine lokale Kennzeichnung enthält der folgende 

Satz: 

II. 6. 3. Eine konvexe oder konkave Affinsphäre, mit der Eigenschaft, daß der Krüm- 

mungstensor der von ihr erzeugten Riemannschen Raummetrik identisch verschwindet, 

ist notwendig eine Quadrik. 

Beweis. Wir verwenden wieder zentralaffine Normalkoordinatcn. Es gilt also 

gik = e(.) ôik mit fi(i) = 1 und 

£(2) = ... — £(n) — -f- 1 (■— 1) im konvexen (konkaven) Fall. 

Für den Krümmungstensor 

^ij kl ' 4 g \gi r k gjsl girl g j s k) 

ergibt sich nach Uberschieben mitgjt, weil Gleichung (4) gilt: 

gjl Rijkl = T g"S gJl girlgjsk = T 2 E(r) «(/) g irj g k r j ' 

rj 

Da in zentralaffinen Normalkoordinaten gi l = o, folgt 

n 

°=2’ g irj gk rj > 
r,j=2 

also speziell für i = k 

o=2 (&•„■)*, 
rj= 2 

so daß alle gijk verschwinden müssen, was die Behauptung enthält. 

Die in II. 6. 2 angegebenen Affinsphären sind konkav, zeigen also einmal, daß in dem 

soeben bewiesenen Satz auf die Voraussetzung der verschwindenden Krümmung nicht ver- 

zichtet werden kann. Zum anderen geben uns diese Flächen Beispiele dafür, daß für 

n ft 3 der Krümmungstensor der Raummetrik tatsächlich nicht verschwinden muß, 

anders als im Falle n — 2 (II. 2. 3). 

Auf eine merkwürdige Eigenschaft der Affinsphären wird man geführt, wenn man nach 

denjenigen Flächen fragt, die in der Geometrie der inhaltstreuen Affinitäten und in einer 

zentralaffinen Geometrie die gleichen Affinnormalrichtungen haben : 

II. 6. 4. Notwendig und hinreichend dafür, daß die Hyperfläche E im n-dimensionalen 

affinen Raum in der Geometrie der inhaltstreuen Affinitäten und in der zentralaffinen 



Die Affinnormale und die Affinsphären 45 

Geometrie mit Zentrum o die gleichen Affinnormalrichtungen habe, ist für n =j= 3 : E 

ist eine Affinsphäre, deren sämtliche Affinnormalen durch o gehen. Im Falle n = 3 haben 

alle Flächen die Eigenschaft, daß ihre Affinnormalrichtungen in allen zentralaffinen 

Geometrien und in der inhaltstreu-affinen Geometrie dieselben sind. 

(Daß im dreidimensionalen Raum beide Affinnormalrichtungen stets zusammenfallen, 

hat SALKOWSKI [1] S. 142 bemerkt.) 

Beweis. Wir wollen die Grundform der inhaltstreu-affinen Geometrie mit gxß bezeich- 
nen, die der zentralaffinen Geometrie wie bisher mit ya/3. Beide sind durch Normierung der 

DüPiNschen Indikatrix entstanden, so daß gilt 

(0 g«ß = * («) Vaß- 

Die zugehörigen Affinnormalvektoren sind 

(2) N' g 
.CCß 

*-a; ß und N* = a; ß‘ 

Es gilt also 

(3) Är 
1 

(«—1) A 

>.<xß 

Nun ist bei konform aufeinander bezogenen Metriken (1) bekanntlich (SCIIOUTEN [l], 

S. 304) 

(4) + I (4 &ß + lß àl — la y
ea yaß) mit lß 

d log AI dup. 

Einsetzen von (4) in (3) ergibt 

N‘ = - N* + 
(«—3) 

2 A (n—1) 4 f° 4- 

Für ?i = 3 bestätigt das den Satz von SALKOWSKI. Für n =f= 3 ergibt sich als notwendig 

und hinreichend dafür, daß die Affinnormale sich bei der Umnormung (1) nur mit einem 

Faktor multipliziert: 

4 ysa 4 = 0 

(weil die Affinnormale von den Tangentialvektoren linear unabhängig ist). Aus der linea- 

ren Unabhängigkeit der Tangentialvektoren x'ß untereinander ergibt sich nun A = const. 

Bei geeigneter Wahl der Volumeneinheit ist A = 1 zu erreichen, so daß dann wegen 

I. 2. 1 und I, § 3 folgt, daß alle oskulierenden Quadriken mit Mittelpunkt o das gleiche 

absolute Inhaltsmaß 1 haben, wegen Gleichung (3) von Seite 43 also Affinsphären sind. 

Die Rechnungen lassen sich umkehren, womit alles bewiesen ist. 
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*§ 7. Weitere geometrische Deutungen der beiden Fundamentalformen 

der zentralaffinen Flächentheorie 

Wir hatten in § 2 die beiden Fundamentalformen ya/3 und aXßy der Fläche E mittels der 

oskulierenden Quadriken mit Mittelpunkt o eingeführt, und zwar ergab sich die metrische 

Grundform mittels des zur Tangentialebene parallelen Mittelpunktsschnitts dieser Quadrik, 

während wir die kubische Grundform für die Abweichung von der Quadrik verantwort- 

lich machen konnten, weil ihr Verschwinden die Quadriken kennzeichnet. Es soll jetzt 

noch genauer gezeigt werden, in welchem Sinne sich die kubische Fundamentalform mit- 

tels der oskulierenden Quadrik deuten läßt. Zuvor wollen wir eine analoge neue Deutung 

der metrischen Grundform angeben : diese erweist sich nämlich als verantwortlich für die 

Abweichung der Fläche von der Tangentialebene. 

Es sei E\ e' — e' (uF) unsere Hyperfläche, e‘(u -\-du) ein dem Punkt P: e'(u) benachbarter 

Flächenpunkt. Wir wollen dazu diejenigen Vektoren 

le'[u -(- du) bzw. /.ie'(u -f- du) 

bestimmen, deren Endpunkte auf der Tangcntialhyperebene der Fläche im Punkte P bzw. 

auf der in P oskulierenden Quadrik Q mit Mittelpunkt O liegen. Nach Potenzreihenent- 

wicklung ergibt sich aus der ersten Forderung 

Sik (e)e' (lzk[u + du) — ek tu)) = o 

also 

(A-i)- — ds2 + [3] = ° 

( [n] bezeichnet hier im folgenden eine Größe, welche die Differentiale du mindestens in der 

Ordnung n enthält.) Damit ist die Behauptung bereits gezeigt: die zentralaffine metrische 

Grundform ds2 drückt sich durch die Abweichung (1 — l) der Fläche von der Tangential- 

ebene aus: 

ds2 = 2(1— i)/l + [3]. 

Für die Abweichung der Fläche von der Quadrik Q werden wegen der Oskulation Grö- 

ßen dritter Ordnung in Frage kommen. Es ist 

1 = gik (x) [xel tu + du) [iek (u + du). 
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Die Potenzreihenentwicklung kann mit 

V«ß = gn 4eß = — Sa eieiß 

umgerechnct werden, so daß man erhält: 

= 1 + du* duß du? (Ygikde*ßy + gik 4 ek
fly) + [4]. 

Außerdem verwenden wir noch 

^Vccß i k I i k 

—= gne 4ßY + gn 4 4p 

und erhalten schließlich 

= 
1 + T dua duß du* I S~r + gik 4 ek

ßy + gik e‘ß e\y ) + [4], 

oder mittels der Ableitungsgleichungen 

= 1 — f du* duß duy aaßY + [4], 

so daß sich die kubische Grundform durch die Abweichung fi — 1 der Fläche von der osku- 

lierenden Quadrik ausdrückt: 

/1— 1 = y aaßY dua duß duv + [4]. 

Damit sind die gewünschten Deutungen der beiden Fundamentalformen der zentralaffinen 

Geometrie gefunden ; sie sind übrigens ganz analog zu den Deutungen der entsprechenden 

Fundamentalformen der Geometrie der inhaltstreuen Affinitäten, die wir in Kapitel I, § 3 

gegeben haben. - Für den Fall von Flächen im dreidimensionalen Raum hat O. MAYER [1] 

ähnliche Deutungen hergeleitet. 

*§ 8. Die Dualität der beiden Relativgeometrien 

Wir haben schon wiederholt darauf hingewiesen, daß man die hier entwickelte Geome- 

trie der Hyperflächenpaare im zentralaffinen Raum in der folgenden Weise deuten kann. 

Der Raum wird durch eine Eichfläche E metrisiert, und dadurch wird in der zweiten Fläche 

F eine Metrik induziert. Ist E ein Ellipsoid mit dem Mittelpunkt o, so ergibt sich die klas- 

sische Flächentheorie als Spezialfall, wobei dann E die Rolle der Einheitssphäre des eukli- 

dischen Raumes spielt. Man kann die hier in den Grundzügen dargestellte Geometrie als 

„relative“ Differentialgeometrie der Fläche F in bezug auf die Eichfläche E auffassen. 

Die beiden Flächen F und E sind dabei radial aufeinander bezogen : 
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Diese Auffassung ist nun zu unterscheiden von der auf Emil MELLER [I] und W. Süss [l] 

zurückgehenden relativen Differentialgeometrie, die die klassische Flächentheorie nach einer 

anderen Richtung verallgemeinert. Während bei uns die von der Eichfläche E erzeugte 

Riemannsche Metrik im Raume im Vordergrund steht, welche die euklidische Raummetrik 

der elementaren Flächentheorie ersetzt, ist ein anderer wichtiger Gegenstand der klassi- 

schen Flächentheorie Ausgangspunkt der Relativgeometrie von MüLLER und Süss, näm- 

lich das GAUSSsche sphärische Normalbild. Man kann diese sphärische Abbildung auch so 

beschreiben, daß man einem Punkt P der Fläche F denjenigen Punkt der Einheitssphäre 

E zuordnet, in dem die Tangentialebene von E parallel zur Tangentialebene von F in P 

ist. Die Fläche E kann nun bei MüLLER und Süss beliebig sein, und die beiden Flächen 

erscheinen durch parallele Tangentialebenen aufeinander bezogen. Dies führt unmittel- 

bar zu einer Verallgemeinerung der WEIN GARTE Nschen Ableitungsgleichungen und er- 

laubt u. a. einen Zugang zur Theorie „relativer“ Minimalflächen. 

Diese beiden Relativgeometrien stehen in einer engen Dualitätsbeziehung zueinander, 

die wir jetzt behandeln wollen. Um die Dualität besonders deutlich hervortreten zu lassen, 

sollen die Formeln der MÜLLER-Süssschen Geometrie im Dualraum entwickelt werden, 

was natürlich geometrisch ohne Bedeutung ist und sich formal darin äußert, daß die 

Raumvektoren untere (lateinische) Indizes tragen. 

Wie in den Paragraphen 1-3 bezeichne e\uß) die Eichfläche E, x‘(u) = X(u)e‘(u) die 

auf E radial bezogene Fläche F, g^Çx) die von E erzeugte Riemannsche Raummetrik. 

Die Tangentialhyperebenen von E und F bestimmen Hyperflächen E* und F* im Dual- 

raum: e t — e,-(u) und x{ = #,•(«). Dabei gelten die Formeln: 

ei («) e' («) = 1, G («) 4 («) = ° ; 

Xj (u) x' (u) = 1 , Xj («) Xß (u) = o. 

Da wegen 

0 = ~düF (ei e‘}) = eiß e' + e<eiß = ßi 

und der entsprechenden Beziehung für x‘ die Normalvektoren der Flächen E* bzw. F* 

gerade zu e‘ bzw. x’ parallel sind, sind die Tangentialebenen von E und A in entsprechen- 

den Punkten parallel. Diese Beziehung ist offensichtlich umkehrbar. 

Die damit als dual zueinander nachgewiesenen Relativgeometrien haben die Eigen- 

schaft, daß ihnen jeweils ein spezieller Typ von Flächenabbildungen zugrunde liegt: bei 

der MüLLER-Süssschen Relativgeometrie handelt es sich um eine Abbildung durch par- 

allele Tangentialhyperebenen, bei der hier vorgeschlagenen Geometrie um die Zentral- 

projektion. Allgemeiner kann man nach F. LöRELL [1] zu ganz beliebigen Flächenabbil- 

dungen eine Krümmungstheorie entwickeln. 



KAPITEL III. 

ANWENDUNGEN AUF DIE ALLGEMEIN-METRISCHE 

DIFFERENTIALGEOMETRIE UND DAS RAUMPROBLEM 

Der Tangentialraum T(P) einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit in einem ihrer 

Punkte P ist ein Vektorraum; in diesem Tangentialraum gilt also die zentralaffine Geo- 

metrie. Insbesondere ist also zu erwarten, daß die zentralaffine Differentialgeometrie der 

Hyperflächen, die wir in Kapitel II entwickelt haben, sich dann anwenden läßt, wenn im 

Tangentialraum eine Hyperfläche gegeben ist. Dieser Fall ist nun tatsächlich von einem 

beträchtlichen Interesse für die Differentialgeometrie: Die Eichfläche E im Tangential- 

raum einer metrischen differenzierbaren Mannigfaltigkeit (z. B. eines FiNSLERschen Rau- 

mes) erfüllt unsere Voraussetzungen. Wir gewinnen daher hier einen neuen Zugang zur 

FiNSLERschen und allgemeiner zur allgemein-metrischen Differentialgeometrie, der es 

u. a. erlaubt, der weitgehend formalen Theorie der FiNSLER-Räume von E. CARTAN [l] 

eine geometrische Deutung zu geben. Dadurch wird es möglich, CARTANS Theorie wirklich 

als Geometrie einer Punktmannigfaltigkeit zu deuten und die geometrisch allgemein als 

unbefriedigend empfundene Auffassung des FiNSLERschen Raumes als eines Raumes von 

Linienelementen durch eine punktal-Minkowskische1 Auffassung abzulösen, ohne jedoch den 

wegen seiner Linearisierungen bequemen CARTANschen Kalkül verwerfen zu müssen. Es 

scheint darüber hinaus sogar, als ob der geometrische Grund für die Zweckmäßigkeit des 

Kalküls von CARTAN in der Affingeomtrie zu suchen ist. — Nach einem einführenden Ab- 

schnitt über allgemein-metrische und FmsLERsche Räume (§ l) geben wir die affingeome- 

trische Deutung der Grundtensoren dieser Geometrie in § 2. 

Obwohl die Bemerkung, daß die punktale Geometrie eines allgemein-metrischen diffe- 

rentialgeometrischen Raumes von der zentralaffinen Geometrie der Eichhyperfläche be- 

herrscht wird, nach dem Gesagten nahezu selbstverständlich erscheint, sind daraus bisher 

kaum Konsequenzen gezogen worden. Zwar haben CARATHéODORY in der Variationsrech- 

nung und MINKOWSKI und FINSLER [I] in der Geometrie Eichflächen (Indikatrix und 

Figuratrix) in das Zentrum der Untersuchung gestellt, ohne aber den Zusammenhang mit 

der damals allerdings noch kaum entwickelten zentralaffinen Differentialgeometrie zu ver- 

1 Wir verwenden hier für differenzierbare Mannigfaltigkeiten die folgende Terminologie: Eine Eigen- 
schaft heißt global, wenn sie der Mannigfaltigkeit im großen zukommt; lokal, wenn sie für Umgebungen 
eines Punktes gilt ; punktal, wenn sie dem Punkt selbst und seinem Tangentialraum zukommt. Der Voll- 
ständigkeit zuliebe sei noch der Begriff infinitesimal erwähnt, der auf Beziehungen zwischen ,,infinitesimal 
benachbarten“ Tangentialräumen, d. h. auf Eigenschaften der Ableitungen von Tangentenvektoren anzu- 
wenden ist. Die Vorteile gegenüber der alten Terminologie, in der das Punktale oft als Lokales oder Infini- 
tesimales bezeichnet wurde, liegen einmal darin, daß unser Begriff „lokal“ mit dem in der Topologie ver- 
wendeten (lokalkompakt usw.) übereinstimmt. Zum anderen ist eine klare Trennung der verschiedenen 
Begriffe auch für die Differentialgeometrie selbst nötig, wie man an folgendem Beispiel sieht: Punktal-affin 
ist jede Mannigfaltigkeit, weil der Tangentialraum affin ist. Ein infinitesimal-affiner Raum ist ein Raum 
mit affinem Zusammenhang. Ein lokal-affiner Raum ist ein infinitesimal-affiner Raum mit verschwinden- 
dem Krümmungstensor. Ein global-affiner Raum schließlich ist selbst ein Vektorraum. 

München Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 7 
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wenden. DELENS [l] benutzt projektiv-geometrische Eigenschaften der Indikatrix, die pro- 

jektive Gruppe ist aber natürlich zu umfassend, als daß alle in Frage kommenden zentral- 

affinen Invarianten auch unter ihr invariant wären. KAWAGUCHI [I] hat kürzlich versucht, 

die BLASCHKEsche inhaltstreu-affine Geometrie (BLASCHKE [l]) in der FiNSLERschen Geo- 

metrie nutzbar zu machen, nachdem DEICKE [l] damit ein besonders schönes Resultat erzie- 

len konnte.1 Unserer Auffassung am nächsten steht eine Untersuchung von V. V. VAGNER 

[l], in der die punktale Geometrie des FiNSLERschen Raumes wie bei uns als zentralaffine 
Hyperflächentheorie aufgefaßt wird; den Zusammenhang mit der klassischen Affingeome- 

trie stellt VAGNER aber nicht her. Das gleiche gilt für die Krümmungsuntersuchung der 
Eichfläche des Minkowskischen Raumes von VARGA [2], der der Verfasser die Anregung 

zu Teilen der vorliegenden Arbeit verdankt. 

Der uns interessierende Sachverhalt (Hyperfläche im Tangentialraum einer differenzier- 

baren Mannigfaltigkeit) tritt auch in der von CARTAN [2] inaugurierten, auf das Inhalts- 

maß von Hyperflächen gegründeten metrischen Geometrie auf, auf die wir in § 3 eingehen. 

In einem letzten Abschnitt wird dann ein Beitrag zum sogenannten Raumproblem ge- 

geben, das sich mit der Kennzeichnung der Riemannschen unter den allgemein-metrischen 

Räumen befaßt. 

Wir beschäftigen uns hier — dem Ziel der Arbeit entsprechend — lediglich mit der p u n k t a - 

len Geometrie der metrischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Zu einer vollständi- 

gen Theorie müßte zumindest auch die Vektorübertragung (im Riemannschen Spezialfall 

der affine Zusammenhang) gehören. Wir wollen uns hier mit dem Hinweis begnügen, daß 

dazu der auf die von CARATHéODORY angeregte Münchner Dissertation von A. NAZIM [1] 

zurückgehende Begriff des oskulierenden Riemannschen Raumes den natürlichen geome- 

trischen Zugang liefert. Ebenso wie wir die punktale Geometrie auf oskulierende Quadriken 

und damit auf oskulierende euklidische Räume gründen, kann man bei Verschiebung des 

Tangentialraumes längs einer Kurve die längs dieser Kurve oskulierenden Riemannschen 

Räume zur Begründung des Zusammenhangs heranziehen. Dies ist für den CARTANschen 

euklidischen Zusammenhang von VARGA [1] geleistet worden; für die neueren Übertra- 

gungsgesetze von RUND [1] und BARTHEL [1] hat der Verf. in früheren Arbeiten [3], [4] die 

entsprechenden Herleitungen angegeben. 

* § 1. Allgemein-metrische, insbesondere FmSLERsche Räume 

Schon RIEMANN hat bemerkt, daß eine sehr allgemeine Möglichkeit für die Festlegung 

einer Maßbestimmung in einer (differenzierbaren) Mannigfaltigkeit gegeben ist durch 

ds = F(X\ dX), 

wobei X = (X') die Punkte der Mannigfaltigkeit beschreibt und F eine für dX =f= o posi- 

tive, von erster Ordnung positiv homogene Funktion ist: 

F(X\ a ■ dX) = a • A(W; dX) für a > o. 

1 Für eine Kritik an der Auffassung von KAWAGUCHI vergleiche man LAUGWITZ [8] und KAWAGUCHI 

und LAUGWITZ [1]. 
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Wir wollen zulassen, daß die Funktion F nicht notwendig für alle Richtungen dX in einem 

Punkte X erklärt ist, was geometrisch bedeutet, daß nicht für alle Kurven eine Länge de- 

finiert ist. 

Definition. Ein allgemein-metrischer differentialgeometrischer Raum ist eine differen- 

zierbare Mannigfaltigkeit (endlicher oder unendlicher Dimension), mit einer Maßvor- 

schrift für die Länge von (nicht notwendig allen) Kurven, die gegeben ist durch 

ds = F(X; dX), 

wobei FÇX; dX) für jedes festeX für alle dX aus einem Raumsektor Sx des Tangential- 

raumes T(X) erklärt und daselbst positiv und positiv homogen von erster Ordnung ist. 

Die in Sx gelegene Hyperfläche Ex : F(X ; dX) = 1 heißt Eichfläche oder Indikatrix des 

Raumes im Punkte (X). Sind alle Eichflächen konvex und geschlossen, so heißt die Man- 

nigfaltigkeit ein Finslerscher Raum. 

(In einem FrasLERschen Raum ist also für alle glatten Kurven eine Länge definiert.) Wir 

wollen hier stets voraussetzen, daß die Maßfunktion F nach beiden Variablen Vektoren 

(dX =f= o) hinreichend oft differenzierbar sei, und daß die Eichflächen Ex die Eigenschaf- 

ten (Ä) •— (C) aus Kapitel II, § 1 haben. Diese Voraussetzungen sind stets erfüllt, wenn die 

Metrik Weiner regulären Variationsaufgabe entstammt. 

Da wir hier nur die punktale Geometrie, also einen festen Tangentialraum untersuchen 

wollen, können wir das Argument X von nun an wieder weglassen und statt dX wieder x 

schreiben. Damit haben wir wieder dieselben Bezeichnungen wie in Kapitel II, und wir 

wollen im nächsten Abschnitt zeigen, wie sich die Grundtensoren der allgemein-metri- 

schen Differentialgeometrie aus der Hyperflächentheorie einer Eichfläche E im zentral- 

affinen Raum (Kapitel II) erhalten lassen. 

§ 2. Affingeometrische Deutungen in der Theorie der allgemein-metrischen Räume1 

Der Metrik F pflegt man den metrischen Grundtensor 

(0 gik 00 = ¥ 
02F2G:) 

dx'dxk 

zuzuordnen; dies ist also gerade der Grundtensor der von der Eichfläche E erzeugten 

Riemannschen Metrik im Vektorraum. CARTAN [l] hat dazu die Koeffizienten 

(2) Cjk = ¥ g'" grjk 

des „euklidischen Zusammenhangs“ eingeführt; diese sind identisch mit den Christoffel- 

symbolen der Metrik (1), entsprechen also dem affinen Zusammenhang der Riemannschen 

Metrik (1). 

1 In diesem Abschnitt stellen wir zur Bequemlichkeit des Lesers zunächst einige Ergebnisse aus früheren 
Arbeiten zusammen. Man vergleiche die Arbeiten [7] und [8] des Verf. und die Arbeit LAUGWITZ und LORCH 

[»]■ 
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Eine wichtige Rolle in CARTANS Theorie spielt der Vektor 

(3) A* = 
F ij Sl°gg 

2 6 dxJ 

(CARTAN [I] p. 13). Er drückt sich wegen Gleichung (2) aus II, § 6 durch den Affinnormal- 

vektor N‘ der Eichfläche E in der zugehörigen Richtung aus: 

(4) A* = — V‘| 

Aus dieser Formel folgt, daß die allgemein-metrischen Räume mit A' = o gerade diejeni- 

gen sind, deren Eichflächen Affinsphären sind. Insbesondere hat man den Satz von 

A. DEICKE [1]: Die Finsler-Räume mit A‘ = o sind die Riemannschen Räume. 

CARTAN [1] hat drei Krümmungstensoren eingeführt, von denen hier der erste, mit 

Sijki bezeichnete, erfaßt wird (CARTAN [1], S. 34, Formel XVI), 

(5) ki = A j™ Ailm A j” Aikm ; Ai[m = —^gnm- 

Wegen II, § 1, Formel (9) steht er in folgendem Zusammenhang mit dem Krümmungs- 

tensor Rijkl der Riemannschen Metrik im Vektorraum 

(6) Sijkl = ~pî Rijkl- 

Daraus ergibt sich mit Hilfe von II. 2. 3: 

CART AN.f Tensor Sijkl verschwindet in allen zweidimensionalen Finsler-Räumen 

identisch, für höhere Raumdimension dann und nur dann, wenn die Eichfläche konstante 

zentralaffine Krümmung 1 hat. 

Die auch von VARGA [2] untersuchte, auf LANDSBERG [1] zurückgehende Winkeldefinition 

(7) 
e*F 

dx! dxk 
dxl dfl 

bezeichnet CARTAN [1] S. 13-14 als „métrique angulaire“ des Finslerschen Raumes. Be- 

schreibt man die Richtungen durch Einheitsvektoren, so folgt aus (7) mit Hilfe der Homo- 

genitätsrelation : 

(8) dq>2 = gik(fl) de' dek 

oder: Der LANDSBERG^^I? Winkel zwischen zwei infinitesimal benachbarten Richtungen 

(e‘) und (fi 4- de1') ist gleich dem in unserer Riemannschen Metrik gemessenen Abstand der 

Endpunkte der zu diesen Richtungen gehörigen Einheitsvektoren. 

Damit ist zunächst nur der Winkel für infinitesimal benachbarte Richtungen erklärt. 

Einen Winkel zwischen beliebigen Richtungen, zu denen die Einheitsvektoren e\ und e\ 

gehören mögen, kann man entweder erklären durch den kürzeren Bogen des ebenen Null- 

punktsschnittes voni? durch e\, e\, oder aber durch die Länge des kürzesten, nicht notwen- 

dig ebenen Kurvenbogens, der e\ und e\ auf der Eichfläche E verbindet. Wegen Satz II. 
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4. 4. fallen diese beiden Winkeldefinitionen dann und nur dann zusammen, wenn die 

Eichfläche eine Quadrik mit Zentrum o ist. 

Beide Winkelmaße entstehen aus der zentralaffinen Metrik der Eichfläche und verall- 

gemeinern daher die euklidische Winkeldefinition. Im Falle konvexer Indikatrix ist diese 

Flächenmetrik positiv definit, die Mannigfaltigkeit ist daher unter der zweiten Winkel- 

definition so beschaffen, daß die Richtungen einen lokal metrischen Raum bilden. Diese 

Eigenschaft kommt, wie H. LIPPMANN [1] gezeigt hat, einer auf MENGER zurückgehenden 

anderen Winkeldefinition nicht zu. 

Die in II, § 1 Gleichung (15) enthaltene Isometrie der beiden Flächen E und E* läßt 

nun folgende Deutung zu : 

Der Winkel zwischen zwei Tangentialhyperebenen der Eichfläche E ( stellvertretend für 

zwei Stellungen), gemessen durch die Metrik des Dualraumes, ist gleich dem Winkel zwi- 

schen ihren Normalvektoren, gemessen in der Metrik des Tangentialraumes selbst. 

Eine weitere Anwendung unserer Deutung der Winkelmetrik knüpft an CARTANS Be- 

merkung an, daß die Winkelmetrik der Räume mit 

(9) = o (CARTAN [1], S. 37) 

bei Parallelverschiebung ungeändert bleibt. In diesem Falle gehen die Indikatrizen in ver- 

schiedenen Punkten also auseinander durch Affinverbiegung hervor. 

§ 3. Affin geometrische Deutungen in der Theorie der CARTANschen Räume 

CARTAN [7] hat den Versuch unternommen, differentialgeometrische Räume zu behan- 

deln, deren Metrik auf dem Inhaltsmaß von Hyperflächen beruht. Dazu wird in einer dif- 

ferenzierbaren Mannigfaltigkeit, deren Punkte wieder durch die Koordinaten (X‘) bezeich- 

net werden, eine von der Hyperflächenstellung (ul) abhängige Dichte vom Gewicht (—1) 

vorgegeben, 

L (N ; «,), 

mit deren Hilfe das Oberflächenelement für eine Hyperfläche, deren Tangentialebene im 

Punkte (X) gegeben ist durch uflX1 = o, definiert wird zu 

da = det -1 dX\,. .., dX'A, 
\ du,- 1 

wobei dXlt . . ., dXn_x eine Basis der Tangentialhyperebene ist. Um nicht die - wie sich 

zeigen wird, für unsere Zwecke unwesentlichen — Gewichte immer angeben zu müssen, 

wollen wir zunächst nur Koordinatentransformationen mit Determinante + 1 zulassen. 

CARTAN führt die Größen ein 

d «,• du/, 

A = det (a'k) 

g
ik = ail I A11”-1. 
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Dabei ist A > o vorausgesetzt; dies trifft zu, wenn die vorgegebene Funktion L einem regu- 

lären Variationsproblem entstammt, was CART AN voraussetzt. - Da es uns hier wieder nur 

auf die Verhältnisse im Tangentialraum irgendeines festen Punktes ankommt, lassen wir 

raum des Tangentialraumes (dem Raume der kovarianten Vektoren) gelegenen Hyper- 

flächen 

Daraus folgt: 

Die Flächen x{ und e{ sind dann und nur dann homothetisch, wenn A = de fiai3) = const, 
d. h. wenn die Fläche ei eine Affinsphäre ist. 

Nach dem Satz von BLASCHKE und DEICKE [1], den wir in II, § 3 erwähnten, sind mithin 

die einzigen CARTANSchen Räume mit A{ = o und geschlossener Indikatrix - also regu- 

lären Variationsproblemen entstammend - die Riemannschen Räume. Dies hat eine 

interessante Konsequenz. CARTAN [2] Formel (IX) auf S. 18 definiert den Vektor 

eine Zwischenstellung zwischen den Riemannschen und seinen allgemeineren Räumen 

einnehmen. Es hat sich nun aber als Folge des Satzes von BLASCHKE und DEICKE ergeben, 

daß diese Räume tatsächlich mit den Riemannschen Räumen zusammenfallen. 

CARTAN [2] S. 17 definiert den Winkel dtp zwischen zwei Hyperflächenelementen mit den 

Stellungen u{, u{ -f- du{ durch 

das Argument X im folgenden wieder weg. Wir interessieren uns für die beiden im Dual- 

g'3 (x) x{ xj ----- 1 und Z.2 (e) = a'3 (ef) e{ej = 1. 

Diese beiden Flächen kann man sich radial aufeinander bezogen denken : 

X- (uP) = Q (uP) ei (uP) mit 

L (efiu)) = 1, gij (xfiu)) xfiu) Xj(u) = 1. 

Dabei gilt wegen der Homogenität nullter Ordnung der a'3 und g'3 

also 

Q = 1/2 (»—i) 

A' — — L  g = det g‘J. 
ctg 

1 

Nun berechnet man sofortg = A n— 1 und erhält: 

Die QKWIkuschen Räume mit A' = o sind genau die Riemannschen Räume. 
Die Räume mit A’ = o hat CARTAN [2], S. 19 ausdrücklich als solche bezeichnet, die 

Dies läßt sich leicht umrechnen zu 
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Normiert man die Stellungsparameter u{, u{ -f- dut so, daß 

L (u,■) = L («,. + du}) — 1, 

so folgt 

d(p2 — a,J (u) du{ dUj 

oder : 

CARTAN^ Winkelmetrik ist identisch mit der Riemannschen Metrik der Eichfläche L — l. 

Diese Aussagen über die Räume mit A’ = o und über die Winkelmetrik sind nun tat- 

sächlich unabhängig von der Wahl der Volumeneinheit im Tangentialraum, so daß sie auch 

invariant sind gegenüber Koordinatentransformationen mit von l verschiedener Determi- 

nante. 

§ 4. Ein Beitrag zum Raumproblem 

Als Raumproblem bezeichnet man die Frage nach der ausgezeichneten Rolle der eukli- 

dischen und der Riemannschen Räume. Diese Frage, die schon auf RIEMANN [l] zurückgeht, 

ist von HELMHOLTZ [I] und LIE [I] und später vom relativistischen Standpunkt von H.WEYL 

[l], [2] behandelt worden. Es kommt dabei darauf an, die Riemannschen Räume unter den 

allgemein-metrischen differentialgeometrischen Räumen zu kennzeichnen. Der klassische 

Satz von HELMHOLTZ-LIE kann so formuliert werden: Ein FiNSLERscher Raum mit der 

Eigenschaft, daß in jedem Punkte infinitesimale starre Körper frei drehbar sind, ist Rie- 
mannsch. WEYL hat dem Raumproblem zwei Fassungen gegeben. In der ersten Fas- 

sung ist WEYLS Problem bis heute nicht vollständig gelöst (Der Verf. gibt an anderer 

Stelle [9] einen Beweis der WEYLschen Vermutung für den Fall definiter Metriken, also 

FiNSLERscher Räume); sie lautet: Es sei eine Funktion (pÇx?) in einem «-dimensionalen 

reellen Vektorraum vorgegeben, welche positiv und positiv homogen von erster Ordnung 

sei. Wenn es dann zu jeder Metrik 

ds = f(x\ dx) = (p (B'k (x) dxk) 

(B'k ein beliebiges Tensorfeld maximalen Ranges) einen längentreuen Affinzusammenhang 

gibt, dann ist <p eine quadratische Form, die Metrik also Riemannsch. WEYL [2] hat spä- 

ter die Voraussetzungen über die Metrik so verschärft, daß er von vornherein eine auf der 

Mannigfaltigkeit der „gleichlangen“ Vektoren transitive lineare Gruppe voraussetzt. 

Unter dieser starken zusätzlichen Annahme konnte er die Kennzeichnung der Riemann- 

schen Räume erreichen. 

Sowohl die HELMHOLTZ-LiEschen Postulate als auch die Forderungen aus den beiden 

WEYLschen Raumproblemen können vom Standpunkt der heutigen Physik nicht voll be- 

friedigen. Die in allen diesen Systemen von vornherein geforderten Linearitätseigenschaf- 

ten laufen nämlich darauf hinaus, daß die Möglichkeit kleiner starrer Körper verlangt 

wird. C. F. v. WEIZSäCKER [1] hat darauf hingewiesen, daß man diese Möglichkeit heute 

nicht mehr als eine aller Physik notwendig vorausgehende Eigenschaft des Raumes (oder 

der relativistischen „Welt“) ansehen kann, sondern daß eine solche Behandlung des Raum- 

problems gegeben werden sollte, die aus anderen grundlegenden Forderungen ableitet, 

daß die Metrik Riemannsch ist, womit die Möglichkeit infinitesimaler, frei beweglicher 

starrer Körper als Folgerung und nicht als Postulat erscheint. Nachdem in früheren Arbei- 
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ten (LAUGWITZ [4], [5]) der Fall definiter Metriken bereits behandelt worden ist, sollen hier 

ganz allgemeine Maßbestimmungen im Sinne von III, § 1 zur Auswahl zugelassen sein, 

und unter ihnen soll mit affingeometrischen Hilfsmitteln eine Kennzeichnung der Riemann- 

schen Metriken gegeben werden. 

Zu den neuen Forderungen kann man auf folgende Weise gelangen. Wie WEYL [2] ver- 

langt, daß „sich die verschiedenen Punkte der Mannigfaltigkeit nicht schon hinsichtlich 

der in jedem von ihnen herrschenden Maßbestimmung unterscheiden“ (Homogenität des 

Raumes), so können wir ähnlich auch fordern, daß sich die verschiedenen Richtungen in 

einem Punkte, wenn sie physikalisch gleichberechtigt sind, nicht durch Eigenschaften der 

Maßbestimmung unterscheiden lassen (Isotropie des Raumes); oder, was dasselbe besagt, 

daß jede geometrische Eigenschaft, die der Eichfläche E in einem ihrer Punkte zukommt, 

auch für jeden anderen Punkt von E gelten muß. Ehe wir diese Forderung mathematisch 

präzisieren, muß bemerkt werden, daß sie zur Kennzeichnung der Riemannschen Räume 

noch nicht hinreicht : sie wird auch von (elliptischen oder hyperbolischen) logarithmischen 

Spiralen als Eichkurven im zweidimensionalen Fall erfüllt, weil diese Kurven eine homo- 

gene affine Gruppe gestatten, und weil daher alle zentral affinen Eigenschaften eines Kur- 

venpunktes auch für jeden anderen Kurvenpunkt gelten. Die Isotropieforderung soll da- 

her noch ergänzt werden durch eine Forderung der Gleichberechtigung aller Richtungs- 

änderungen, was auf das Postulat hinausläuft, daß alle Tangentenrichtungen der Eichfläche 

E in einem ihrer Punkte nicht aus der Metrik unterschieden werden können. Es zeigt sich, 

daß zur Kennzeichnung der Riemannschen Räume die letztere Forderung tatsächlich 

hinreichend ist, weshalb wir nur sie zu präzisieren brauchen. 

Postulat. Es sei eine Vorschrift gegeben, die jedem Paar Richtung, Richtungsänderung 

(repräsentiert durch einen Punkt el(u) der Eichfläche und eine Tangentenrichtung e'^duß) 

eine Invariante zuordnet'. 

I (u, du) = I (git, gijk, dej 

mit 

I ia.de1') = Iiflej für aj> o. 

Dann wird verlangt, daß jede derartige Invariante konstant sei. 

Die spezielle Form der zugelassenen Invarianten kann man etwa folgendermaßen be- 

gründen: Die Invariante soll von der Metrik im Punkte e' und im Nachbarpunkt e1 -f- de1 

abhängen; die Metrik wird repräsentiert durch die oskulierenden Quadriken in diesen 

Punkten. Daraus ergibt sich die Abhängigkeit von gik(e), g^fle). Die Abhängigkeit von 

der Richtungsänderung hat nur einen affinen Sinn, wenn sie für alle Änderungen desselben 

Tangentenstrahls die gleiche ist, und so kommt man zur geforderten Homogenität. 

Dieses Postulat soll jetzt angewandt werden zur Bestimmung derjenigen Eichflächen E, 

die ihm genügen. Wir wollen wie üblich mit sign(/) die folgende Funktion bezeichnen: 

sign (/) = -|-i, o, ■—1 je nachdem/>,=,< o. 

Aus dem Postulat folgt für 

I = sign [gik (/) dd dek\ : 

Die Eichfläche ist entweder ein Hyperebenenpaar (dann ist die Hyperflächenmetrik ya(3 

total ametrisch), oder die induzierte Hyperflächenmetrik yaß ist definit. 
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Wir brauchen von jetzt an nur den zweiten Fall, den Fall definiter Flyperflächenmetrik 

zu betrachten. Sei 

T = sign [gijk (e) de' de3 dek]. 

(/' gibt also das Vorzeichen der zweiten, kubischen Fundamentalform der Eichfläche an.) 

Wäre für ein de' etwa I1 (de) > o, so hätte man für den entgegengesetzten Tangenten- 

strahl /'(—de) < o. Wenn das Postulat erfüllt sein soll, kann also nur gelten: /' = o,und 

daraus folgt gijk — o, mithin, daß die Indikatrix eine Quadrik mit Mittelpunkt o ist. Berück- 

sichtigt man noch die bereits bewiesene Definitheit der Flächenmetrik, so bleiben folgende 

affine Typen von Quadriken als mögliche Eichflächen übrig: 

(1) ! 

(2) x\ + x\ + . . . X* = 1 

und der Fall total ametrischer Flächenmetrik 

(3) A = i. 

Umgekehrt genügen diese drei Typen von Eichflächen auch wirklich dem Postulat. Denn 

sie gestatten jeweils eine linearhomogene Gruppe, welche transitiv auf der Menge der 

Tangentialstrahlen operiert, woraus die Konstanz der in unser Postulat eingehenden In- 

varianten unmittelbar folgt. 

111.4.1. Die Maßbestimmung einer allgemein-metrischen differenzierbaren Mannigfal- 

tigkeit genügt dann und nur dann dem Isotropiepostulat von S. 56, wenn die Eichflächen 

in jedem Punkt einem der drei Typen (1)—(3) angehören. 

Diese Lösung liefert übrigens - anders als WEYLS Lösung des Raumproblems — im 

Falle n = 4 auch eine Auszeichnung der für die Relativitätstheorie richtigen Signatur der 

die Maßbestimmung definierenden quadratischen Form. 

Obwohl der Beweis zu III.4.1 nur von den einfachsten afffingeometrischen Hilfsmitteln 

Gebrauch macht, folgt noch ein einfacher neuer Beweis zum HELMHOLTZ-LiEschen Raum- 

problem, der deswegen nicht ohne Interesse sein mag, weil REIDEMEISTER [1] einen affin- 

geometrischen Beweis des Satzes von HELMHOLTZ-LIE auf den verhältnismäßig tiefer lie- 

genden Satz von MASCHKE gegründet hat und übrigens dabei auch nur den definiten Fall 

erfaßt. Wir beweisen noch : 

111.4.2. (Satz von HELMHOLTZ und LIE) Die Eichfläche Egestatte eine Gruppe von homo- 

genen Affinitäten, welche transitiv auf der Mannigfaltigkeit der Paare Punkt, Tangen- 

tialstrahl der Eichfläche E operiere. Dafür ist notwendig und hinreichend, daß E einem 

der drei Typen (1), (2), (3) angehört. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus III.4.1 und der Tatsache, daß die verwendeten In- 

varianten unter diesen homogenen Affinitäten invariant sind. 

Dieses Postulat zum HELMHOLTZ-LiEschen Satz enthält die Forderung der freien Beweg- 

lichkeit der zweidimensionalen Richtungselemente, nicht aber ähnliche Forderungen für 

höherdimensionale Elemente, wie sie z. B. bei einem Beweis von WEYL [2] benötigt werden. 

Die Kennzeichnung gilt für beliebige (auch unendliche) Raumdimension und vermeidet 

das sogenannte Monodromieaxiom, das bereits von LIE als für n = 3 überflüssig erkannt 

wurde. Daß wir das Monodromieaxiom auch für n = 2 nicht benötigen, liegt daran, daß 

aus der Voraussetzung in diesem Falle folgt: Es gibt eine homogene Affinität, welche die 

Eichkurve E in sich überführt und (e, de) nach (e, ■—de) bringt (Affinspiegelung). 

München Ak. Abh. math.-nat. 1959 (Laugwitz) 8 
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