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Uber einen elementaren Satz der Analysis
Von Leopold Schmetterer

vorgetragen von Herrn Heinz Bauer in der Sitzung vom 14. Juli 1989

Die nachstehende Note hat ihren Ausgangspunkt in einer Bemer-
kung von Herrn W. Wertz, der anliBlich eines in Wien abgehaltenen
Seminars iiber die Geometrie von Li-Riumen darauf hinwies, daf3
sciner Meinung nach aus f 2 0, f € L;(R;), der Existenz von f und
@ iiberall im R, mit der Bedingung f® e L, (R,) stets

+ @
[ f@dx=0 (1)
folge.
Dabei bedeuten Ly (R;) die Menge der im cuklidischen R, Lebesgue
integrierbaren reellen Funktionen und (@ fiir i = 1,2,... die i-te

Ableitung von f.

Tatsidchlich ist diese Aussage fiir alle f € L;(R;) richtig, wie man
leicht sicht, wenn man sich eines Satzes von Carathéodory und
W. H. Young [1] bedient, welchen wir in vereinfachter Form als
Lemma zitieren.

Lemma: Es sei ¢ in Ry definiert und es existiere diberall im R, die erste
Ableitung ¢V und es sei gV € Ly (Ry).

Dann ist x — [ gV dt eine Stammfunktion von ¢V, unterscheidet sich

also von g nur um eine Konstante.

Wie das Beispiel der Abbildung

oy e, x =0

o) = {0 <0
zeigt, gile die Aussage (1) nicht notwendig, wenn fnur an einer Stelle

nicht differenzierbar ist.
Der Beweis von (1) unter den angegebenen Bedingungen 136t es
offen ob auch gV € L;(R,) gilt. Das ist aber tatsichlich der Fall und
ist schon lange bekannt. [2], [3]. Wir geben hierfiir einen kurzen
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Beweis, der leicht verallgemeinert werden kann und Resultate liefert,
dic sich anscheinend noch nicht in der Literatur finden. Wir bezeich-
nen die L;-Norm von f mit f; und die der Ableitung f@ mit f;, i = 1.

Zunichst zeigen wir den
Satz 0: Es sei f € Ly(Ry) und zweimal differenzierbar im Ry. f@ € L, (R,)
impliziert f1 € Ly(R,).

Uberdies gilt:

fi=2f2 2 )

Zum Beweise bemerken wir, dal man nur den Fall f; # 0 betrach-
ten muf. Fir jedes x € Ryund 0 <y < 1 sei

E(x,y) = &/2 [f(x + By) = flx = By)]

wobei a und f reelle Zahlen sind, welche a > 0 und

aff=1 3)
erfiillen.

Aus
F(x,1) — F(x,0) = F,(x,0) + F,(x,0) — F,(x,00 mit 0 < £ < 1

ergibt sich also fiir jedes x € R,

a2 [flx+f) = flx =Bl =f0 ) + 1/2[fV(x + B — /O (x) -
— [f(x) = [P x = BO]]

Zieht man das Lemma heran, erhilt man weiter:
a2 [fix+ B — fix = Bl =@ + 12 [ 20—
- ] o x
x=tp
Wir fiihren fir x € Ry dic Bezeichnung ein:
GE) = | |l
G ist nicht ab—na;hlnelld und es gilt:

0<=G=f (4)
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Mit dieser Bezeichnung wird fiir jedes x € R,
[F () ks a2l + ) = flx = B+ 172 [Gx + 2B) -
= Gx = B)] < a2lftx + B) = fx = P+ 12[G(x + ) -
- G(x - p)].

Daraus folgert man fiir belicbige reelle positive Zahlen M,N wegen

(3) und (4)

j[f1>|dx B fy+ 1/2 f Gdx< B f, + Bf

Mit B = y fi* f212 gilt also
fl < inf f‘(l)/Ef‘lz/Z (Y—l + )’) — 2]‘(1)/2j‘.1212
Y>0

und damit die behauptete Ungleichung (2).
Wir notieren das folgende

Korollar: Es sei f € Ly(R;) und (m + 1)-mal differenzierbar, m = 1.
Weiter sei f € Ly(R)) fir 1 Si<m+ 1.
Dann gilt

_f;n < om f1/m + 1) _ﬂn S-”1+ 1) (5)

Uberdies besitzt der Quotient

VAE) (250!
(bei nicht verschwindendem Nenner) fiir 1 < k < m eine leicht angebbare
nur von m abhingige (f-freie) obere Schranke.

Die Ungleichung (5) ergibt sich leicht durch Induktion und das gilt
auch fiir die anschlieBend formulierte Behauptung.

Ob fiir m = 1 die Konstante 2 in (5) kleinstméglich ist, scheint
nicht bekannt zu sein und wird auch hier nicht entschieden. Fur
m 2z 2 1st die Schranke sicherlich nicht optimal (vgl. die Beispicle am
Ende dieser Note.)

Der nachfolgende Satz 1 zeigt auch, daB man die Voraussetzungen

des Korollars weitgehend abschwichen kann:
Satz 1: Es sei f € Ly(Ry) und fiir m = 1 (m + 1)-mal differenzierbar.
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Dann folgt

aus [T D e Ly(Ry) auch fO € Ly(Ry) fiir 1 < i < m. Uberdies gilt fiir m
=2/-11=1

fu<infO< B <...<p

! ! N
wp X |6 06— T Rl
B N (6)
XA 0@ -]
oder auch
f;n gf(lj/(m + 1) m/m + 1) lnf [O < }’1 < v
i i R ! :
md 2oy T =@ T (i=m|I7 + 27
i=1 j=i+1 j= i=1 (7)
{ i~1
0 Gi -y I <r—y,]
Fiirm =21, 1= 1 gilt die Ungleichung
fu<inf(0< B <...<pB:
! ! i1
20m) i 3 [/5% @/ e
' - (8)

3 , .
tha 2 e[ 0 - T @)

Ebenso gilt auch die zu (7) analoge Ungleichung.

Die Beweismethode modifiziert Uberlegungen, welche im Zu-
sammenhang mit dem stochastischen Approximationsverfahren von
Kiefer und Wolfowitz verwendet wurden. Vgl. [4] und die dort
zitierte Literatur.

Seim=2l—1.Fir0< f; <...<fseiaq,..., adiec Ldsung des
linearen Gleichungssystems

i

E a; ¥ =0, 1<j<li-1

I ©)
> C(,‘/JJ%I—]:L

i=1
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Fir (x,y) € Ry X [0,1] definiere man die Abbildung

F(xy)—2 o [flx+ Bry) = flx = By)]/2

Unter Beriicksichtigung von (9) erhilt man in weitgehender Ana-

logie zum Beweis des Satzes 0:

B _ 1 'dQ"lF(x, 0) 1
F(x, 1) = F(x, 0) 2= 1)! dy21—1 + @21 — 1! x
d*"VF(x, 5  d¥ ' F(x, 0)
d T—1 - d);l—l
mit ) < < 1.

Dies ist dquivalent mit

Q=1 a2 (flx+ B)—fix = B)l= ) +

F I a2+ ) — )~ [ ()~

—ﬂ’"’ (x = B DIl

Zicht man wieder das Lemma heran und verfihrt man ganz analog

f°"

wie beim Beweis des Satzes 0, erhilt man

ﬁ,,s(ZI— 1)! |a|+f,,+1 z s B

Nun folgt aus (9):

1 i—1
BN G-I - A

Ian‘l =

und daraus die Abschitzung (6).
Setzt man B; = y, fi/™+ D £ Vi + D dann erhilt man (7).

Es sei nunm = 21, I = 1. Dann bestimmen wir a;, . . ., @;durch das

lineare Gleichungsystem:

!
i=1

]

2
'21 a; B =
i=
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Die in Ry X [0,1] definierte Abbildung F(x,y) ist jetzt durch
!
F(x,y) = '=21 o [fx + Biy) + flx — fiy)}/2

gegeben. Verfihrt man wie oben, erhilt man

@O T allfte+ ) + e = f)1/2 = 9] =
=)+ S a2 (et EB) — 1 () -
- [ () =/ = )]

Wenn man beachtet, daf3 jetzt fir 1 < i</

|a,-| =

! i1

g I (B - I (B - B
j=i+1 j=1

gile, folgert man wie oben die Ungleichung (8).

Wir betrachten noch 2 Sonderfille:
Flir m = 2 gilt
h=4afy+ pf mit
a,f>0 und off=1.

p— -g%—ﬁ, + Bf; ist konvex.

An der Stelle B, = 21/} wird das Minimum angenommen.

Es folgt f, < 3 fi° 37, wihrend (5) 4f3° f3° ergibt.

Fiir m = 3 erhilt man

= 1 Bi— BB+ B
Y T s S Ly}

Wihlt man f; = fi*/f* und B, = yB; mit y > 1, dann wird die rechte
Seite der Ungleichung gleich

2

1/4 (3/4 6 y —y+1
+

fitfi y(y=1 y—1
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Fiir y = —g— ergibt sich als Wert des Klammerausdrucks

LY
30
Bemerkung 1: Man kann unter geeigneten Voraussetzungen zu
den Sitzen 0 und 1 analoge Ergebnisse erhalten, wenn man das Le-
besgue’sche MalBl durch Malie der Form gdx ersetzt.

Bemerkung 2: Herr G. Pflug, Wien, hat mich auf [3] aufmerksam
gemacht.
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