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Zur Theorie des Satzes von Stokes

Von Georg Nébeling

Diese Mitteilung ist veranlaBt durch eine unverdffentlichte
Notiz von G. Aumann. Darin werden fiir eine dehnungsbe-
schrinkte reelle Funktion f, die definiert ist auf einem ein-
deutigen, umkehrbar dehnungsbeschrinkten Bild # im R™ eines
n-dimensionalen  Wiirfels (1 <<# <) Ableitungen 0f/0x,
(u =1, ..., m) fast Uberall auf / eingefihrt (sie stimmen mit
den tblichen partiellen Ableitungen Uberein, soweit diese existie-
ren); fiir die somit definierten Funktionaldeterminanten solcher
Funktionen f wird der Satz von Stokes bewiesen.

Wir reproduzieren und fithren diese Uberlegungen weiter
unter gleichzeitiger Verallgemeinerung auf dehnungsbeschrinkte,
alternierende Differentialformen.

Es liege der euklidische Punktraum Z£™ (m > 2) mit der
cuklidischen Norm || und orthonormierten Koordinaten
vor. Wir betrachten den E” zugleich als Vektor-
raum B” Gber R:

Xy, ooy X

m

(x]) RS xm) + (yl! . "Y.Vm) = (xl +yl! o 'Yxm _*_ym)’
t(xy, ..., x,) = (txq, ..., tx,).

Punkte im £” bezeichnen wir i. a. mit dem Buchstaben g,
Vektoren im B” mit v.

§ 1.1 Im £” sei eine nicht leere Punktmenge A/ gegeben.
Wir bezeichnen fir jeden Punkt ¢ € M mit ¥, M den kleinsten
Vektor-Unterraum von 8”7, welcher alle Tangentenvektoren in
g an M enthilt, und mit €, den zu T, M (orthogonalen)
komplementiren Unterraum von 8" (sodalB also B = T, M X
x X, M ist). Ist g ein isolierter Punkt von M, so ist ¥, M = O
und T, M = B™.

1'Zu § 1 vgl. G. Nobeling, ,Integralsitze der Analysis‘‘; Berlin-New
York: de Gruyter 1978; § 11 u. 12.
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1.1. Es liege nun vor eine Funktion f/: M — R und ein Punkt
g€ M. Die Funktion f sei differenzierbar in ¢, d. h. es existiere
(mindestens) eine lineare Funktion 4: B™ — R mit der Eigen-
schaft

(1 Hg)—Fg =g —g +o(lg—e¢) (9 M)
Genau ein A hat neben (1) auch die Eigenschaft
(2) Mg*—q) = o fiur gt —g & EZ;M.

Diese Funktion A betrachten wir im folgenden.
Fiir jeden Vektor 5 & B” definieren wir

(3 L(gy: = 4 (5).

Die Funktion 4 hat, mit ¢’ = (2}, ..., x,) und ¢ = (xq, ...,
x,), eine eindeutige Darstellung

m

(4) Mg —q) = X 2,9 (x,— x,).

=1

Aus (3) folgt dann

(S) af (q> . a”(q> (/L =1, ..., m)

ox, I

Durch diese Gleichungen (3) werden in der eingangs erwihn-
ten Notiz die Ableitungen 0f/0x, von f definiert (allerdings
ohne eine die Eindeutigkeit sichernde Einschrinkung wie (2)).
Wir nennen daher die Ableitungen (3) und (5) die Aumannschen
Ableitungen von f.

Far die Aumannschen Ableitungen gelten dieselben Rechen-
regeln bezlglich der rationalen Kombinationen von Funktionen
f wie fir die Gblichen partiellen Ableitungen.

Ebenso gilt fiir sie die Kettenregel. Es sei nimlich A7 eine
Punktmenge in einem £7 und g: M/ — M eine eindeutige Ab-
bildung, differenzierbar in p& A mit g(p) = ¢ (d.h. jede
Komponente g, von g differenzierbar in p). Fir jeden Vektor
v & B” gilt dann:

»t

o(fo8). o of . 0gn
5 D= 2@ @
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1.2. Eine 7-Form (alternierende Differentialform »-ten Grades;
r =2 0) auf M ist eine reelle Funktion w von 7 4 1 Variablen
g& M; vy, ..., 0,& T, M mit der Eigenschaft, daB fir jeden
Punkt ¢ € M die Funktion (v, ..., v,) = o(g; 94, ..., 9,)
eine alternierende, »-fache Linearform auf ¥, 4 ist. (Fir » = o
ist @ eine Funktion f: M — R.) Als komplette »-Form auf M
bezeichnen wir jede reelle Funktion & von » 4+ 1 Variablen
g& M; 5y, ..., 9,& B™ derart, daB fir jeden Punkt ¢ & M
die Funktion (%;, ..., 5,) + @&(g; 6,, ..., 6,) eine alternie-
rende, »-fache Linearform auf 87 ist.

Zu jeder 7-Form o auf M definieren wir folgendermafBen eine
komplette »-Form & auf M, die Komplettierung von w: fur
je 7 Vektoren 5, = v, 4 b; aus B” (v, € T, M, DZE ‘I:M;
p=1, ..., 7)sel

(6) B(g; 0y, ., 0,):=w(g; 9, ..., V).

Fir » = o ist f = f. Die Komplettierung kommutiert mit der
Linearkombination und der alternierenden Multiplikation von
Formen.

Beziiglich der Koordinaten x,, ..., x, des £” hat fiir » > 1
jede komplette »-Form & die Normaldarstellung
(7) = D Sow e X A A,
lsm <. <pursom
Die Koeffizienten f, . sind dabei reelle Funktionen auf
M, die folgendermafBlen definiert sind: es seien ny, ..., n, die

Einheitsvektoren der Koordinatenachsen (also % = 3'x,n, fur
jeden Vektor & B™); dann ist

(7a) S (@) =B (g;n,, .,m, (g & M).
Far jedes u =1, ..., m ist die Linearform Jx, auf B~

definiert durch:

(7b) (dx,) (v) : = x,.

1.3. Beispiel. Sei dim &,/ = konst. = 7z und &,/ orientiert
fir jedes g & M.

Die Volumenform » auf M ist folgendermalBen definiert. Far
O ooy 0, E L M ist v(g; 0y, ..., 9,) =0, falls v, ..., »

”n
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linear abhingig sind; andernfalls ist v (¢; v, ..., v,) = & Vo-
lumen des von v, ..., v, aufgespannten, z-dimensionalen Par-
allelotops £, wobei das Plus- bzw. Minuszeichen gilt, je nachdem
das geordnete n#-Tupel (vy, ..., v,) die Orientierung von I M
reprédsentiert oder nicht (also » (¢; vy, ..., v,) das ,,orientierte"
Volumen von P),

Die Komplettierung von v ist

=3 ¢ dx, A ... ANdx

L Hyy oy Mn 1 Ha?
12m<...<tunsSm

wobei die ¢, . (¢g) die Stellungscosinus von M in ¢, d. h.
von ¥, M sind. Denn ist P das n-dimensionale Parallelotop in
B, das aufgespannt wird von den Basisvektoren n,, ..., n,
und ist £ die Orthogonalprojektion von P in ¥, M, so ist das
orientierte Volumen von 7 gleich ¢, ., (g).

Ist weiter @ eine beliebige n-Form auf M, so existiert eine
Funktion f: M/ — R derart, dall o = fv ist. Far die Funktionen

f[ll. ceey lin in (7)! mlt Y =1, gllt dann

(8) ful.....#nzfcm...../ln'

Aus der letzteren Gleichung folgt umgekehrt

R S oo m =

1.4. Eine komplette »-Form @& auf M heille deknungsbeschrinkt
bzw. in einem Punkt ¢& M differenzierbar, wenn fir jedes
r-Tupel 94, ..., 9, von Vektoren € L~ die durch ¢’ — @&(¢’;
Sy, ..., 9,) definierte Funktion A — R dehnungsbeschrinkt
bzw. in ¢ differenzierbar ist. Wenn dabei & die Komplettierung
einer »-Form w auf A ist, so heiBe auch w dehnungsbeschrinkt
bzw. in ¢ differenzierbar.

Eine komplette »-Form & auf 47 ist dehnungsbeschrinkt bzw.
in ¢ differenzierbar genau dann, wenn dies fir die Funktionen
Ji w100 (7) gilt.

Sei @ eine in einem zunichst festen Punkt ¢ & A/ differenzier-
bare, komplette »-Form auf M. Dann existiert far je »+1 Vek-
toren

S, 04, ..., D, & B”
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die Aumannsche Ableitung
0@ - . i S

a% (1 0y vu; B0 =3 00 (g7 9, Dgz oy B

Die (r-1)-fache Linearform 9& (¢) auf B™ liefert eine alter-

nierende, (#-1)-fache Linearform d& (g) auf 8”:

(10) da(g; 8,5y, ...,8):= - 3 sgnn- 0 (g; 0

r!
T

B ey B
wobei 9 = 9, gesetzt ist und summiert wird Uber alle Permu-
tationen x des (z4-1)-Tupels o, 1, ..., 7.

Ist dabei & die Komplettierung einer »-Form o auf M, so sei
dw (g) die Restriktion von i (¢) auf T, M, also fir je »-+1 Vek-
toren

B, 03, ..., 8, E T, M:
(11) dol(g;9,9, ...,9,):=dd(g; 9,91, .-, 9,).

dw (g) ist cine alternierende, (»+-1)-fache Linearform auf I, M,
das Differential von w in ¢.

Ist schlieBlich @ in allen Punkten ¢ & M differenzierbar, so
heiBe die (#+1)-Form dw auf M das Differential von o.

Fir » = o ist df (¢; v) = 2 (g).
Bezlglich der Koordinaten =z, ..., x,, im £™ ergeben sich
die folgenden Darstellungen:

(12) df— 3 g

und fiir » = 1 zufolge (7)

m

L . Ofr ..
(13) dé = E Z /’f‘ax g dx#/\ dx#l/\
1€ < ... < pyyEm p=1 (e
Adx,.
y

Beweis. (12) folgt unmittelbar aus f = f und (3)—(3). — Fir
(13) setzen wir gemidl (7) an:

da = T XA i oo

18 w< ... <ty m

Hr*
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Nach (7a) und (10) ist
Swoou (@) = (@®) (g5 0y -y 1)

1
= D sgn o - o, (@ My =+ oo

]
Hr,
n Ty

und dies ist nach (7a)

= Msgnam- o7 (9).

pl -
T

Nach leichter Rechnung folgt nun (13).

Aus (13) folgt durch Umordnung die Normaldarstellung

(13 a.) aw = Z Zr! (_ 1)() .a_/:ll.?,-.—.. ﬁa ._.:,'y,

1S < ... Cppr=m o =20

é)x;za

dx, A ... Ndx,.

Es gelten die Gblichen Rechenregeln fur das Differential einer
Linearkombination und das alternierende Produkt von Formen o.
Es ist jedoch fur eine differenzierbare »-Form @ auf beliebigem
M i. a. nicht dew = dé. Und existiert fiir o das zweifache Diffe-
rential ddw, so ist i. a. nicht ddo = o. Vgl. dazu § 3, Bem. 3
und 4.

§ 2. Im /" sei fir ein ganzes # mit 1 << »# < m eine 72-Fliche
F = g(P) gegeben (P = §; v ... v §; eine (simpliziale)
n-Pseudomannigfaltigkeit im £™; g eine Injektion von 2 in den
E” derart, daBl g[S, umkehrbar dehnungsbeschrinkt ist fir
jedes ¢ = 1, ..., 7). Auf Fist dann ein Maf3 O, definiert derart,
daB fir eine Menge N C P dann und nur dann O, (g(V)) =o
ist, wenn das Lebesgue-Mall A"(V) = o ist.2

Wir treffen folgende Verabredung. Wir betrachten eine Aus-
sage oder Definition A lber Punkte ¢ & F als gultig ,,auf £
mod 0", wenn eine Menge /g C /7 mit O, (/\ F,) = o derart
existiert, dall A4 gilt fur alle Punkte ¢ & F,.

2 Vgl. G. Aumann — O. Haupt, ,Einfithrung in die reelle Analysis",
Bd. II1. Berlin — New York: de Gruyter 1982. Nr. 6.
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2.1. Wir behaupten nun erstens: Jede dehnungsbeschrinkte
Funktion f: // — R ist differenzierbar auf # mod o (im Sinne
von 1.1).

Zum Beweis koénnen wir o.B.d.A. annehmen, da} 2 ein
n-Simplex im £" mit orthonormierten Koordinaten ay, ..., o,
ist. Wir setzen feog =: /4. Die Funktion 4 und die Kompo-
nenten gy, ..., g, von g sind dehnungsbeschrinkt auf S und
daher nach Rademacher in A”-fast jedem inneren Punkt von S
differenzierbar mit A”-meBbaren partiellen Ableitungen und mit

9(gm, - £ua) \2 s 2
.12§u1<~~<#n§m< 9oy - on) )] -

Es sei p ein solcher Punkt. Wir beweisen, daB3 f/in ¢: = g(p)
differenzierbar ist. Es sei £ die Tangential-%-Ebene C £™ an F
im Punkt ¢. Dann existiert eine lineare Bijektion @: E* — E
derart, daB | g(p") — @) | = o ([p"—p]), p' E S gilt. Weiter
existiert eine lineare Abbildung v : Z2” — R derart, dal |4 (p") —
— (P = o(lp'—p|]), p’E S gilt. Wir erweitern nun die
lineare Abbildung ¢ e ¢ 1: £ — R zu ciner linearen Abbildung
7+ 27— R. Nun sei ¢’ € g(S) beliebig und p": = g71(¢") € S.
Dann ist £ (¢) —z (¢) = h (#") — 2 ((p") = v (") — x (¢(")
Eo(lp"—pl); dies ist aber nach Definition von ¢ und wegen
der Linearitit von y weiter =y (p") — 3 (p(p)) + o (|p' —p|) =
= o ([p" —p]), weil wegen ¢ ()€ E gilt 1 (p(»") = v (p)
Also gilt f(¢") — % (¢') = o (|p" — p|) und folglich, weil g auf
S umkehrbar dehnungsbeschrinkt ist, auch f(¢') — 7 (¢) =
=o0(|¢g'—gq)). Firi: = y—f(g) gilt also (1).

Wir behaupten zweitens: Die (auf / mod o existierenden)
Aumannschen Ableitungen 0f/0x, sind O -integrierbar tber F.

Nach der Kettenregel gentigen die @, (¢) = -;xj/: (¢) den 2-Glei-
chungen
(14) S q, o O

Ly o I

(v=1, ..., n).

Die Bedingung (2) besagt, daB fir jeden Vektor v = (v, ..., v,),

der in ¢ zu £ orthogonal ist, gilt > a,v, = o. Der Vektor
(ay, ..., a,) ist also zu jedem solchen Vektor v orthogonal, also
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ein Tangentenvektor in ¢ an /. Folglich existieren 4, ..., 4, & R
so, dal3
n ag
- Y 98k —
a, = x£=d1/)x T (=1, ..., m)

ist. Dies in (14) eingesetzt, ergibt

80x Do, Er>
x =1

n m . a
> 5, > e Oew _ Ok =1, ..., n)
=1

Die Koeffizientendeterminante dieses Gleichungssystems ist
gleich (det(9g,/90,))* = o. Da die 04/00, und die dg,/00,, als
Funktionen auf # mod o betrachtet, O -meBbar sind, gilt das-
selbe far die 4, und damit auch fir die ¢,. Dal3 die «, auch
beschrinkt sind, ergibt sich folgendermaBlen. In jedem Punkt
¢ € F mod o koénnen wir durch eine orthogonale Transformation

der Koordinaten x, ..., x,, in neue Koordinaten %, ..., x
erreichen,dal3 der Vektor (0g'/ 00y, ..., 0g,, [0c,)indie xy-Achse
fillt, der Vektor (0¢,/00y, ..., 0g,/00,) in diex, xo-Ebene, usw.
(Dabei g, = p-te Komponente von g bzgl. ¥, ..., %,). Das
Gleichungssystem (14) fir die Koordinaten %, ..., £, sieht so
aus:

Z o te = o, =t

u=1

(also v an Stelle von ). Die erste Gleichung liefert, weil %
dehnungsbeschrinkt und g umkehrbar dehnungsbeschrinkt ist,
daB |4, | eine von ¢ unabhingige obere Schranke hat. Sodann
liefert die zweite Gleichung dasselbe fiir |4,|. Usw. Da die Ko-
ordinatentransformation orthogonal ist, ihre Koeffizienten also
die von ¢ unabhingige obere Schranke 1 haben, so folgt, dall
auch die |e,| eine von ¢ unabhingige obere Schranke haben.

2.2. Die n-Fliche F sei nun orientiert und o eine »-Form auf
F mod o.
Ist / die auf # mod o definierte reelle Funktion mit w = fv (vgl.
1.3), so definiert man

£w:=ffd0n,

F
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falls das Integral rechter Hand existiert. Wir untersuchen, wann
dies der Fall ist.

Die Normaldarstellung (7) von o liege vor. Auf # mod o sind
die Stellungscosinus ¢, , von F definiert. Nach 1.3 gilt
dann (g) auf &/ mod o. Nun sind die Cp ... un darstellbar als
algebraische Funktionen der partiellen Ablextungen dg,/ 90, und
die letzteren sind, als Funktionen auf # mod o betrachtet,
O,-meBbar und daher, weil beschrinkt, O -integrierbar Gber .
Es kommt also auf das Verhalten der Funktionen f,
(7) an.

o, N
(a) Ist w dehnungsbeschrinkt, so sind nach 1.4 auch die

fu ... un dehnungsbeschrinkt und folglich O, -integrierbar
Uber 7.

(b) Sei w* eine dehnungsbeschrinkte (#—1)-Form auf 7. Die
Normaldarstellung threr Komplettierung &* sei

o* = 37 So o dx, A A dx,
1S < ... < un=m
Wegen ihrer Dehnungsbeschrinktheit ist w* auf / mod o
differenzierbar und daher w: = dw* auf / mod o definiert. Fir
die Funktionen f, . von w gilt nach (13a):

. 1 a ‘)I(;l-”'ﬁg'nl‘n
L i G

e=1 ax“@

Wegen der Dehnungsbeschrinktheit der fF , sind ihre
Aumannschen Ableitungen O -integrierbar tber £ nach 2.1.

Folglich sind die f, ebenfalls O, -integrierbar {iber #.

o1 Mn

2.3. Satz von Stokes. [s sei F eine orientierie n-Fliche im
E" und o eine dehnungsbeschrinkte (n—1)-Form auf F. Dann ist

_[a'w—fw

¢F

Beweis. Die Komplettierung & von o habe die Normaldar-
stellung

@ = D L i B A o = A%

o ln Hy bt
1€p, < ... < pnSEm
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Nach 2.2, (a), angewandt auf 0/ statt /# und »-—1 statt z,
existiert

(17) .r w = Z’ _f;lz, wies Hn C[lz, R 7% don—l'
aF 1<

oF Uy < oo < pn Em

Nach 2.2, (b), angewandt auf w statt w*, existiert

" a_f/ln TP T
- e—1 v fert
[J;da) — £ S Z ( 1> ’dx,;e

1< ... <ppn=m g=1

¢ 40

Hiy ey Hn 'S

Hieraus folgt durch Umordnung (vgl. (13a) und (13)):

08 [do=] ¥ y f’ax,, . dO,

1y, < ... < uypnsEm pu=1

Die Gleichheit der beiden Integrale rechter Hand in (17) und
(18) ergibt sich nun wie im Aumannschen Beweis 1.c.2, Nr. 8.5.

§ 3. Bemerkungen. 1. Sei ¢ & M ein Hiaufungspunkt von
M und die Funktion f: M — R differenzierbar in ¢. Ist v ein
Tangenteneinheitsvektor in ¢ an M, so existiert eine Folge
(), =1,2, ... von Punkten ¢" = ¢ in M mit ¢ = lim ¢" und v =
= lim |¢"—¢|7*(¢"—¢). Aus (1) folgt dann 9f/0v (g) = A (v) =
= lim |¢—¢|"Y(f(¢") — f(g)). Fir jeden Tangenteneinheits-
vektor in ¢ an M und daher far jeden Vektor v & qu als
Linearkombination von Tangenteneinheitsvektoren in ¢ an M/
ist somit 9f/2v(¢) von der Nebenbedingung (2) unabhingig.
Diese wirkt sich also aus auf die Aumannschen Ableitungen
0f| 0% (¢) nur fur die nicht in I M liegenden Vektoren o:
speziell 9f/0v*(g) = o fir v*& TL(M).

2. Die Aumannschen Ableitungen einer Funktion f/: 4 — R
reagieren sehr empfindlich auf Anderungen der Struktur von .
Beispiel: In der x;,x,-Ebene sei M, bzw. M, die Menge aller
Punkte g = (xy,x,) mit |xy| < [x;| bzw. mit |x,| < 22 Fir
i = 1,2 sei nun f;: M;— R die Restriktion auf A/; der Funktion

(21, x29) —> x5. Dann ist f; Gberall auf M, differenzierbar. In jedem
Punkt ¢ von M, verschieden vom Koordinatenursprung O, ist
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9f;] 02y = o und 9f;/0xy = 1. In O ist ebenfalls 9f;/0x; = o und
of 1] 02y = 1, jedoch 0f,/ 0x; — o und 9f,/0x, = 0.

3. Durch w(g; v): = 9f/9v(g) mit v& T, M fir cine in ¢
differenzierbare Funktion f: M — R ist cine 1-Form o auf 7
definiert. ¥ar ihre Komplettierung & gilt zufolge (3) und (2):
@ (g;9) = 0f[005(g) fur alle & B”. Der Begriff der Kom-
pletticrung ist also einc nattrliche Verallgemeinerung der Defi-

nition (3). — Es gilt jedoch fir cine differenzierbare »-Form o
i. a. nicht dw = d@. Beispiel. In der x;, x,-Ebene sei M7 die Menge
aller Punkte ¢ = (xy, x,) mit [xy| < 2% und o (g; v): = x;v,

fur g & M und v = (v3,v,) © L, M. Wegen (13) ist did = day A
A dxy auf ganz M. Wegen (11) und (6) ist zwar ehenfalls do =
=dx, A dx, fir O == ¢ = M, hingegen di = o fur ¢ = 0. Es
ist also dw == dé fiir ¢ = O.

4. Die Aumannschen Ableitungen héherer Ordnung werden
nach folgendem Muster definiert. Eine Funktion f: M — R
heil3t zweimal differenzierbar in ¢ & M, wenn erstens f in jedem
Punkt einer Umgebung U in M von ¢ differenzierbar ist und
wenn zweitens fiir jeden Vektor v © @,/ die (auf U definierte)
Funktion 0f/0v differenzierbar ist in ¢. Dann existiert ¢ fiir je
zwei Vektoren 9, 1w & B” die Ablettung 0%/ a0 8% = 0(¢f]e9)
/1. Sie ist aber schon bei einfachen Funktionen f nicht invariant
gegentiber der Vertauschung von % und . Beispiel: Im A2 sel
M’ die Menge aller Punkte ¢ = (x;, x,) mit |x; | < 1/2, |2,| < 1/2
und |x,| < 2%, M die Menge aller ¢ mit x| < 1/2, |x,] < 1/2
und |x; | < a3, schlieBlich M : = M’ M"". Weiter sei f: M — R
auf M’ gleich der Funktion ¢ — x 2y und auf A" gleich g —
— a2, Diese Funktion f i1st in jedem Punkt ¢ von A7 zweimal
differenzierbar. Far v = (o4, v,) und w = (wy, w,) ist 03/ w
0v(g) gleich vy, 4 vy, wenn O 4 ¢ & M’, und gleich —z, 7,
—uy2, wenn O "¢ & M’ ist, hingegen gleich — oy w0, -+ 2570
im Ursprung ¢ = O. In O ist daher 0%/ 0x;0x, = 1 und 3%/
0xy 0y = —1 (und somit ddf = 2 dxy A dxyin O).

5. Nun sei M speziell cine z-dimensionale ¢ 2-Mannigfaltigkeit
in £™ und o cine differenzierbare »-Form auf 7 (o = » < ).

6 Minchen Ak. Sb. 1982
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Dann gilt: Das in 1.4 eingefthrte Differential dew stimmt mit
dem ublichen tiberein. Denn sei ¢ ein Punkt von M/ und v: 7— A/
eine Karte einer Umgebung in A7 von ¢ (also 7" eine offene
Menge im R” aller #-Tupel (¢, ..., ¢,), T eine C*Injektion,
7(7") eine Umgebung in M von ¢, t71(¢) = : p). Seien w* und
(dw)* die aus w und 4w durch Zuriickholen auf 7" mittels T ent-
stehenden »- bzw. (4 1)-Formen auf 7. In p ist dann (dw)* =
= d{(w*).



