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Uber einen Satz von Mébius-Hjelmslev

von Georg Nobeling

Vorgetragen in der Sitzung vom 12. Dezember 1986

Auf A. F. Mobius geht zuriick der Satz: Ist eine glatte, geschlosse-
ne Kurve K ohne mehrfache Punkte in der projektiven, reellen Ebene
P* lokal konvex, so ist sie auch global konvex.! J. Hjelmslev hat
diesen Satz verallgemeinert: Ist eine glatte, geschlossene Kurve K
ohne k-Sckanten im projektiven, reellen Raum P*(k Z 2) lokal von
der Ordnung k, so ist sic auch global von der Ordnung k.> M.a. W.:
Ist K von einer Ordnung > k, so hat K mindestens einen Scheitel,
d.h. einen Punkt von einer Ordnung > k. Wir geben hierfiir einen
Beweis und zeigen tiberdies, da3 K im Fall ord (K) > k noch minde-
stens einen zweiten Scheitel hat.?

A. Vorbereitungen*

Unser Operationsbereich ist der k-dimensionale, reelle, projektive
Raum P* (k Z 2).

Fiir jede Punktmenge M £ P* bezeichne | M| die Anzahl der Punkte
von M:0 = M| = « und L(M) die lineare Hiille von M. Die (lineare)
Ordnung von M, in Zeichen ord (M), ist die kleinste ganze Zahl m =
% mit |M n LI = m fiir jede Hyperebene L. Ist x ein Punkt von M, so

" A. F. Mébius, ,, Uber die Grundformen der Linien dritter Ordnung*, Abh. Akad.
Sichs. Wiss., Math.-Phys. KI. 1 (1852), 1-82. Ges. Werke Bd. 2, 89-176 (sp. 108).
Erster Beweis bei A. Kneser, ,,Einige allgemeine Sitze tiber die einfachsten Gestalten
ebener Curven®’, Math. Ann. 41 (1893), 349-376.

?J. Hjelmslev, ,,Ein Satz iiber monotone Raumkurven im R, ..., Acta Math. 87
(1952), 59~82. (Aus dem Nachlal herausgegeben.)

* Wir haben Schwierigkeiten, den Beweisiiberlegungen 1. ¢.? im einzelnen zu folgen,
insbesondere was die verwendeten Tangentialhalbebenen betrifft. Wir fiihren unseren
Beweis nach dem Konzept 1. ¢.?, vermeiden jedoch die Verwendung der Halbebenen.

i Vgl O. Haupt u. H. Kiinneth, ,,Geometrische Ordnungen®, Springer-Verlag
1967, Teil I1.
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ist die Ordnung von M in x, in Zeichen ord (x; M), das Minimum von
ord (U n M) fiir alle Umgebungen U von x. Es ist ord (x; M) =
ord (M) = o fiir alle Punkte x € M.

Unter ciner Kurve bzw. einem Bogen verstchen wir das topologi-
sche Bild eines Kreisecs bzw. einer abgeschlossenen Strecke. Ist
B = Blp, q] ein Bogen mit den Randpunkten p und ¢, so ist
B = B(p, q) der groBte offence Teilbogen von B.

Nun sei K eine Kurve im P*. Dann ist ord (x; K) 2 k fiir jeden
Punkt x € K. Ein Punkt x von K heil3t ein Scheitel von K, wenn
ord (x; K) > k ist.

Eine hi-Ebene L' (h=1, ..., k1), d. h. ein h-dimensionaler Teil-
raum von P*, heiBt eine hi-Paratingente (oder eine h-Schmiegebene)
von K im Punkt x € K, in Zcichen S"(x), wenn L" der Limes ciner
Folge ( N, n=1,2, ..., von h-Ebenen Ll = L(xg,, .- Xp,), auf-
gespannt durch Punkte xq,, ..., x4, € K mit x,, ..., X, — X ist.
Wir setzen noch S (x):=0 und S (x):= {x}. Dic Kurve heiBle
glatt, wenn in jedem Punkt x € K fiir jedes h =1, ..., k—1 genau
eine Paratingente S" (x) existiert. Es gilt dann % (x) = S (x) = ...
< S*1 ().

Eine (k—2)-Ebene L* 2 heifit eine k-Sekante von K, wenn cs Punk-
te xy, ..., x, € K (verschieden, wenn s> 1) mit Paratingenten
St (xy), ..., S" (x,) gibt derart, daB

i+ ... +h+sZ kund SP (xy), ..., S (x) < LF2

Die Kurve K sei glatt und habe keine k-Sekanten. Es sel x ein
Punkt von K; P' cin Teilraum von P*(1<i<k), fremd zu
Z .= S§1"1 (x,); w die Projektion aus Z in den P; K': =7t (K) und
x':=m (x). Dann gilt:

(a) mistauf P*\ Z stetig; 7t | K eine Injektion, also K' eine Kurve;
(b) K’ ist glatt und hat keine [-Sekanten;
(c)  m(S'(x)) = S"(x"), wenn Z N S'(x) =0;
P Six)) = SR, wenn Z € S(x);
(d) istord (K) =k, soistord (K') = 1;
(¢) ist!=k—1undord (xy; K) =k, soist ord (x; K') = k—1;
(f) ist!=k—1und x # x, ¢ S*' (x), soist ord (x"; K') = k—1.

Beweis. (a) — (¢) trivial. = (d) Angenommen: ord (K') > [. Dann
existiert eine (I—1)-Ebene L1 = P, aufgespannt durch Punkte yi,



Uber einen Satz von Mébius-Hjelmslev 31

.. V141 € K'. Weil K’ keine I-Sekanten hat, kann L' so gewihlt
werden, daB yi, ..., y/4; Schnittpunkte und # x{ sind. Die Urbilder
Yis -+ Yi+1 in K sind dann Schnittpunkte von K und L (Z u L™
und sind # xq. Fiir k—! Punkte xy, ..., x4_; von K, hinreichend nahe
bei x, enthilt die Hyperebene L durch xy, ..., X4y, y1, - .., yrnoch
einen (k+1)-ten Punkt, nahe bei y;41. Widerspruch zu ord (K) = k. -
(¢) Analog zu (d). — (f) Angenommen: ord (x’; K) > k—1. Dann
existiert eine (k—2)-Ebene L¥2 = P*!, aufgespannt durch x1, .. ., x}
€ K', beliebig nahe bei x'. Die Urbilder x4, ..., x; in K, zusammen
mit x,, spannen eine (k—1)-Ebene L¥ 1 auf. Fiir x, ..., x, — x gilt
dann L*!' — $*7! (x). Es folgt x, € S*7' (x). Widerspruch zur Vor-
aussetzung.

Analog tiir Bogen.

B. Hjelmslev-Bogen

Im P* licge vor ein glatter Bogen B = B [p, q| ohne k-Sckanten.
Wir nennen B einen Hjelmslev-Bogen, wenn:

(1,) ord (g; B) = k;
(2) S (@ nB={p, q);

(3,) es existiert cine Hyperebene L o $*7(g) mit L n B = {g}.

Es folgt:
(4)  Bist beschrinkt.

Denn durch eine beliebig kleine Drehung von L um eine den Punktg
nicht enthaltende (k=2)-Ebene « L kann L tbergefiihrt werden in
eine Hyperebene L, mit L, n B = 0.

(5)  ord (B) > k.

Denn ist g’ ein zu ¢ hinreichend benachbarter Punkt von B, so hat die
Hyperebene L' : = L({q'} u S*3(g)) zufolge (4) mit B noch minde-
stens einen Punkt p’ # ¢4 gemein. Sind nun q,, .. ., ¢; Punkte von
B, hinreichend benachbart zu g, so hat die Hyperebene L({q,} L ...
U {1} U {q'}) mit B noch einen (k+1)-ten (zu p' benachbarten)
Punkt gemein.
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Hilfssatz 1. In jedem Hjelmslev-Bogen B = Bip, q] gilt fiir jeden
Punkt y, € B, welcher nahe genug bei g liegt: Zu jedem Punkt
y € B(yo, q) existiert ein Punkt x € B(p,y) derart, dal} B[x,y] ein
Hjelmslev-Bogen ist.

Beweis. Fiir k = 2 ist dic Behauptung trivial. Wir machen die In-
duktionsvoraussetzung, daf sic richtig ist fir k—1 statt k.

(1,). Aus (1,) folgt ord (y; B) = k fiir jeden zu q hinreichend be-
nachbarten Punkt y € B und sodann ord (y; B[x, y]) = k fir jeden
Punkt x € B(p, y).

(2,). 1. Schritt. Wir projizieren aus q in einen P*~! & P*, welcher ¢
nicht enthilt. Zufolge A, (a)—(d) mit B statt K ist das Bild B’ von B
ein Hjelmslev-Bogen im P*~!. Also kénnen wir die Induktionsvor-
aussetzung auf B’ anwenden. Demzufolge gilt flir jeden Punkt
yo € B', welcher nahe genug bei ¢’ liegt: erstens existiert zu jedem
Punkt y' e B'(y), q¢') cin Punkt 2" e B'(p’,y') derart, dal}
S¥2(yYn B'[2', y'] = {2/, y'} ist; zweitens existiert eine (k—2)-
Ebene L' o S¥73(y") im P*"! mit L' n B’ = {y'}. Dies liefert unter
Verwendung von A, (b) mit B statt K: Erstens hat jeder Punkt
yo € B, hinreichend nahe bei ¢, die Eigenschaft, daB zu jedem Punkt y
€ B(yo, g) ein Punkt z € B(p, y) derart existiert, dafl

©)  L({q} v S2(y) n Blz, y] = {2 v}
zweitens gilt:

(7) es existiert cine Hyperebene L o S*3(y) mit LnB
[z, v} = {r}

2. Schritt. Wir wihlen einen Punkt y € B(y,, ¢) und projizieren aus
S¥73(y) in cinen dazu fremden P* € P*. Dann gilt, wenn y, nahe
genug bet g liegt:

(8)  das Bild B” von B in P?ist cin glatter Bogen (zufolge
A, {a)-(b) mit B statt K);

(9)  B" [y, q"] ist konvex (wegen (1,) zufolge A, (d) mit B statt K);
(10) fur die Gerade G durch 2" und y" ist G n B" [2", y"] = {=", "}
(dennesist G = L({q} U S*2(y)) n P’ und es gilt (6));

(11) es existiert eine Gerade H durch y" mit H n B" [2", y"] = {y"}

(dies leistet H: = L n %, wobei L wic in (7) gewihlt wird).



Uber einen Satz von Mébius-Hjelmslev 33

Aus (11) folgt, daBl B" [2", y"] beschrinkt ist; denn wegen (9) kon-
nen wir H durch eine beliebig kleine Drchung um einen Punkt # y”
von H in cine zu B" [2", y"| fremde Gerade iiberfithren. Sodann folgt
aus (9) und (10), daB dic Tangente S'(y") an B” im Punkt y” den
Bogen B'(2", yi) trifft. Wegen S'(y") = S*!(y) n P* trifft daher
S¥1(y) den Bogen B(z, yg). SchlieBlich sei x der dem Punkt y auf
B(z, yo) nichstgelegene Punkt von S*"'(y) n B(z, y). Dann gilt
S (y) A Blx, vl = {x, y).

(3,). Fiir die Hyperebene L:= L(S*(y) u H) gilt L > $*7*(y)
und L 0 Blx, y] = {y}.

Hilfssatz2. Es sei (B,), . ~ cine monoton fallende Folge von
Hjelmslev-Bogen B, = B[p,, ¢,] im glatten Bogen B ohne k-Sckan-
ten. Der Durchschnitt 0 B, sei mehrpunktig, also ein Bogen
B¥ = Blp¥, qo]. Es sei ord (qy; B) = k. Dann enthilt B¥ einen
Hjelmslev-Bogen By = Bps, qu]-

Beweis. Nach Voraussctzung gilt (1,). — Wegen p, € S*7' (g,) fiir
alle n und wegen der Stetigkeit von S*! gile p¥ € S*7(q0). Es sei py
der dem Punkt p¥ auf B am nichsten gelegene Punkt von
§*7"(gy) N B¥. Dann gilt (2,). — Nach (3, ist By enthalten in einem
affinen Raum R* < P*. Wegen (3,) existiert im P* fiir jedes n eine
Hyperebene L, mit S§¥2(q,) c L, = S '(q,) derart, daB fiir einen
der vier riumlichen Winkel, in welche R* \ (S*"!(g,) U L,) zerfillt,
er heifle W,, folgendes gilt: es ist B, = W,, (B, \ {q.}) N L, # 0; alle
Punkte # ¢, von B, n L, sind Stiitzpunkte. Emner der Punkte von
(B,\ {g,}) 0 L, heille s,. Indem wir notigenfalls zu einer Teilfolge
der n tibergehen, kénnen wir annehmen, daf3 die Folge der L, gegen
eine Hyperebene Ly und die Folge der s, gegen cinen Punke s, kon-
vergiert. Dann gilt zunichst Sk’_z(qo) < Ly und sy € By N Ly. Well
ord (go; B) = k und jeder Punkt s, Stiitzpunke ist, gile sy % . Weil B
keine k-Sekanten hat, ist weiter s, ¢ S*7(qo). Wegen (2,) ist endlich
508 S571(qo). Es folgt Ly # S '(qo). Also gilt fiir einen der vier
riumlichen Winkel, in welche R¥\ (S*71(qy) U Lo) zerfillt, er heile
Wy, und es ist W,=1lim W, folgendes: es ist Byc W,
(Bo\ {q0}) n Ly # 0; alle Punkte # ¢y von By N L; sind Stiitzpunkte.
Folglich kénnen wir Ly durch eine beliebig kleine Drehung um
S$2(gy) iiberfithren in eine  Hyperebene L 2 S¥7%(g0) mit
L nBy= {qy}. Es gilt also auch (3,).



34 Georg Nébeling

Hilfssatz 3. Es sci K cine glatte Kurve im P* ohne k-Sekanten. Es sei
q cin Punkt von K mit ord (¢; K) = k. Die Hyperebene $¥7'(¢) habe
mit K noch mindestens cinen Punkt # ¢ gemein. Dann enchile K
einen Hjelmslev-Bogen Blp, q].

Beweis. Es scien p; und p> die beiden dem Punkt ¢ am nichsten
gelegenen Punkte # ¢ von K, die auf $*7'(g) licgen (es kann p; = p,
sein). Von den beiden Teilbogen von K mit By n B, = 0, dem ge-
meinsamen Endpunkt g und den Anfangspunkten p; und p> behaup-
ten wir, dall (mindestens) einer von ihnen ein Hjelmslev-Bogen ist. —
Die Bedingungen (1,) und (2,) sind fiir beide Bogen By und B, erfiillt.
Es ist also nur zu zeigen, daf (3,) fiir mindestens cinen von ihnen gilt.
Und hierzu geniligt ¢s zu zeigen: Es gibt cine Hyperebene
L = §7%(q) derart, daB B, n L = {q} oder B, n L = {q} ist. Dic
Projektion aus S*7?(g) in cinen dazu fremden P’ < P* fithrt diese
Aufgabe auf den Fall k = 2 zuriick. Es sei also k = 2. — Wir machen
die Annahme, daB jede Gerade # S'(g) durch ¢ sowohl mit B, als
auch mit B, einen Punkt # ¢ gemein hat. Um zu cinem Widerspruch
zu kommen, fiihren wir in der affinen Ebene R*:= P*\ S'(g) mit
der ,,uneigentlichen® Geraden S'(g) affine Koordinaten x, y ein der-
art, dal ¢ der ,,uncigentliche” Punkt der x-Achse ist. Zufolge der
Annahme hat cinerscits jede Parallele zur y~Achse sowohl mit B, als
auch mit B, einen nichtlecren Durchschnitt. Da aber g nach A, (d) mit
B statt K cin Konvexpunkt von By u B, ist, so gilt (nach eventueller
Vertauschung der Nummern 1 und 2) anderseits zweicerlei: Fir jedes
hinreichend grofie ¢ > 0 hat die Gerade x = ¢ mit By genau cinen
Punkt (¢, y;) gemein und fiir jeden Punkt (¢, yo) € By ist y; < y,; fiir
jedes ¢ < 0 mit hinrcichend groBem l¢l hat die Gerade x = ¢ mit B,
genau einen Punkt (¢, y,) gemein und fiir jeden Punkt (¢, y,) € B, ist
y2 < yi. Hieraus folgt By n B, # @, im Widerspruch zur Wahl von B,
und B,.
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C. Scheitelsdtze

Satz 1. Ist B ein Hjelmslev-Bogen im P*, so existiert in B ein Scheitel von
B.

Beweis. Angenommen, cs wire ord (x; B) = k fiir jeden Punkt
x € B. Dann folgt aus den Hilfssitzen 1 und 2 die Existenz ciner
Folge (B,), n=1,2, ..., von Hjelmslev-Bogen B, = Blp,, q,] mit
B,y < B, fiir jedes n, welche sich auf einen Punkt & € B zusammen-
zicht. Nach (5) folgt ord (§; B) > k.

Satz2. Es sei K eine glatte Kurve ohne k-Sekanten im P*. Ist
ord (K) >k, so hat K mindestens einen Scheitel (J. Hjelmslev).

Beweis. st ord (K) = =, so ist dic Behauptung trivial (auch dann,
wenn K nicht glatt ist und (oder) k-Sckanten hat). Sei also
ord (K) < 2. Wir bewcisen durch Induktion. k = 2. Zunichst zei-
gen wir die Existenz eines Punktes ¢ in K derart, daB die Paratingente
S'(g) mit K noch mindestens einen Punkt # g gemein hat. Wegen
ord (K) > 2 existiert cine Gerade, welche mit K mindestens drei ver-
schiedene Punkte xy, x5, x5 gemein hat. Ist x; kein Punkt g, so sei B
der den Punkt x| nicht enthaltende Bogen = K mit den Randpunkten
vy und x3. Weiter sei  die Projektion aus xy in eine x; nicht enthal-
tende Gerade P' < P?. Dann ist erstens 7T (x,) = T(x3). Zweitens ist
T (xy) € T(B); weil (B) mehrpunktig ist wegen ord (B) < o=, so ist
also ®(B) = : B" ¢in Bogen < P'. Ist nun ¢’ ein Randpunkt #
T(xy) =@ (x3) von B', so hat der Punkt ¢ € B mit nu(q) = ¢’ die
verlangte Eigenschaft. Nach Hilfssatz 3 enthilt nun K einen Hjelms-
lev-Bogen und dieser nach Satz 1 einen Scheitel. — &> 2. Wegen
ord (K) > k existiert cinc Hyperebene, welche mit K mindestens
k + 1 verschiedene Punkte p, ... gemein hat. Wir projizieren K aus p
in einen p nicht enthaltenen P~! = P*. Das Bild K’ von Kist nach A,
(a)=(d) cine glatte Kurve ohne  (k—1)-Sckanten und  mit
ord (K') > k—1. Zufolge der Induktionsvoraussetzung existiert in
K' cin Punkt ¢ mit ord (¢'; K') > k—=1. Nach A. (¢) ist
ord (p'; K') = k—1, also p' # ¢'. Fir das Urbild ¢ von ¢’ in K gilt
dann p € S*"'(g) nach A, (f). Nach Hilfssatz 3 folgt weiter, da K
cinen Hjelmslev-Bogen enthilt, und sodann nach Satz 1, daB es in K
cinen Scheitel gibe.
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Korollar. K hat mindestens zwei Scheitel.

Beweis durch Induktion. k = 2. Es sei xy cin fester Punkt von K;
kemn Punkt x # x; von K sei ein Scheitel. Nach Satz 2 genligt es zu
zeigen, dal dann auch x kein Scheitel ist. Fiir jede Gerade G = P*
durch x; gilt: 1) kein Punkt x # x; von G n K ist ein Hiufungspunkt
von G N K; denn jeder solche Hiufungspunke wire ein Scheitel von
K; 2) kein Punkt x # x; von G ist Stiitzpunkt von G und K; denn
jeder solche Stiitzpunkt wiirde nach Hilfssatz3 und Satz 1 einen
Scheitel # xq liefern. Fir jede Gerade & durch x ist also 3) jeder
Punkt # x; von G n K ein Schnittpunkt von G und K. Es sei nun 7
die Projcktion von K aus x, in eine x, nicht enthaltende Gerade
H < P2 Wegen 3) ist & in jedem Punkt # x, von K lokal cincindeu-
tig. Auf H \(m(xp)) ist daher die (endliche) Anzahl der m-Urbilder
konstant. Folglich ist @ auch im Punkt x; lokal eincindeutig. Somit
ist 4) x; ein Stiitzpunkt von §'(x;) und K. Nun ist jeder hinreichend
kleine offene Teilbogen von K mit x; als Anfangs- oder Endpunkt x;
konvex, weil er keinen Scheitel enthilt. Hieraus und aus 4) folgt, daf3
xo kein Scheitel ist, was zu zeigen war. — k> 2. Es existiert cin
Hjelmslev-Bogen B = Bfp, q] € K mit cinem Scheitel r € B(p, q)
(vgl. den Beweis von Satz 2). Wir projizieren aus r in cinen r nicht
enthaltenden P! = P*. Angenommen, ¢s wire bereits bewiesen,
daB fiir das Bild K’ von K gilt ord (K') > k—1. Nach Induktionsvor-
aussetzung hat K’ einen Scheitel ¢" # v'. Fir das Urbild ¢ in K von ¢/
gilt £ # 7 e SN, Ist t ein Scheitel, so sind wir fertig. Ist aber
ord (; K) = k, so enthilt K nach Hilfssatz 3 einen Hjelmslev-Bogen
B s, t) mic r ¢ B(s, f). Nach Satz 1 enthilt B(s, ) einen Scheitel von
K.

Es ist nun noch zu zeigen, dal ord (K') > k—1 ist. Wir sctzen
L({{r} U $**(g)) =: L und untersuchen folgende drei Fille.

LLFall: [LAKl=o. Fiir L':=Ln P*"ist dann [L' n K'| = =
und folglich ord (K') = .

2. Fall: r ist ein Schnittpunkt von B(p, q) und L. Weil r € B(p, q),
wegen (2) alsor ¢ S*1(g) ist, existiert wegen (3,) noch ein weiterer
Schnittpunkt s von B(p, q) und L. Ist nun g ¢in zu ¢ hinreichend
benachbarter Punkt von K, so schneidet die Hyperebene L({r} u
{4} U S*73(g)) den Bogen B(p, q) in cinem zu s beliebig benachbar-
ten Punkt 5. Der Durchschnitt dieser Hyperebene mit P*7!ist wegen
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A, (b) die (k—2)-Ebene L({g'} u S$* (¢')) und schnecidet K’ im
Punkt s'. Sind schlieBlich ¢f, ..., gi-» Punkte von K', hinreichend
benachbart zu ¢, so schneidet die (k—2)-Ebene durch ¢’ und die k-2
Punkte die Kurve K’ in cinem zu §' belicbig benachbarten Punkt. Sie
hat also mit K" mindestens k Punkte gemein.

3.Fall: r ist cin Stitzpunkt von B(p,q) und L. Nun ist
S' () N S (q) = 0, weil K keine k-Sckanten hat, also S'(r) ¢ L
({r}y u S*73(g)). Ist daher § # ¢ ein Punkt von B, hinreichend be-
nachbart zu ¢, so schneidet L({r} U {4} U S*7*(9)) den Bogen
B{p, q) in cinem zu s beliebig benachbarten Punkt § (dies zeigt die
Projektion aus S¥7*(g) in einen dazu fremden P?). Nun weiter wic im
2. Fall.

Beispiele von Kurven K im P* von der Ordnung k+2, glatt, ohne
k-Sckanten, mit genau 2 Scheiteln.

k=2. K cine stetig differenzierbare Jordan-Kurve in der euklidi-
schen Ebene, von der Ordnung 4, mit 2 Wendepunkten.

k=3. Der P? sei dargestellt als der projektive Abschluf8 des eukli-
dischen xx,x3-Raumes R®. Dic Punkte y = (xy, x5, x3) € R* von K
seien definiert durch:

Xy = Cost, xy =sint, x3 = tg ('5) — atg(‘/s)
(- <t<m 1 <afest <6).

Genau ein Punkt y, von K in der uneigentlichen Ebene P\ R®. (In
allen Punkten y € R’ von K ist K glatt, weil y” und y” linear unabhin-
gig sind. Die Funktionaldeterminante verschwindet in genau zwel
Punkten y,, y» € R von K; also ist K in allen anderen Punkten y € R’
von der Ordnung 3. Jede hinreichend kleine, vordere oder hintere
Umgebung in K von y, hat dic Ordnung 3, weil es andernfalls darin
Scheitel # y, gibe nach dem Kontraktionssatz 1. c. ), S. 47: hieraus
folgt nach L.c. %), S. 257, 3. Satz, daB K im Punkt y, die Ordnung 3
hat und nach 1. c. %). S. 262, daB K im Punkt y, glatt ist. Folglich sind
y1 und y; die cinzigen Scheitel von K.)



